Roger Penrose: az els6 Nobel-dijas matematikus, 2. rész

Penrose munkéssdga elott tisztelgo attekinto frasunk elso részében a fizikai Nobel-dijas mate-
matikus f6leg matematikai jellegii eredményeit (lehetetlen abrak, kvaziperiodikus csempézések és
tvisztor-elmélet) tekintettiik at [10]. A masodik részben elméleti fizikai, pontosabban gravitécié-
elméleti eredményeit vessziik kozelebbrdl szemiigyre; ezekért az 1960-70-es években folytatott
kutatéasaiért nyerte el a fizikai Nobel-dijat 2020-ban.

Szingularitasi tételek

A gravitaciéo modern elmélete Einstein dltalanos relativitds-elmélete, melyet hosszu kiizdelem
utan és a fizikus tarsadalom &ltaldnos értetlenkedése kozepette Einstein 1915-ben 6ntott végleges
formaba [11]. Az éltaldnos relativitds-elmélet a klasszikus newtoni gravitdcié-elmélet szamos fo-
galmi nehézségét valamint hibas kisérleti elorejelzését kikiiszoboli; ennek viszont az az ara, hogy—
a newtoni fizikaval ellentétben—igen bonyolult matematikai appardatuson alapul: mivelése a
modern absztrakt differencidlgeometria és a nemlinearis parcialis differencidlegyenletek elmélete
szinte teljes fegyvertaranak bevetését igényli. A mi szempontunkbdl most elegend6é megemliteni,
hogy az altalanos relativitas-elmélet alapfeltevése szerint a fizikai vilag Osszes eseményei egy ka-
uzalis strukturaval ellatott négydimenzios kontinuumot alkotnak, a téridot, melynek matematikai
modellje egy 4 dimenzi6s (M, g) Lorentz-sokasdg: az M differencidlhaté sokasag pontjai modelle-
zik a fizikai eseményeket, a koztiik levo ok-okozati viszonyokat pedig a g Lorentz-metrika irja le,
a gravitdciés mezét pedig a metrika R, Riemann-féle gorbiileti tenzora adja meg. A g kauzélis
szerkezet és ezzel az R, gravitaciés mez6 konkrét alakjat az anyag tériddbeli eloszldsa hatarozza
meg (és forditva) egy nagyon bonyolult masodrendii nemlinedris parcialis differencidlegyenleten
keresztiil, ami az Finstein-egyenlet (a klasszikus gravitacié-elmélet Poisson-egyenletének messze-
mend altalanositdsa.) Ennek az immar szaz éves egyenletnek a vizsgalata a matematika méig
aktivan kutatott, nyitott teriilete, véglegesnek tekinthetoé valaszok nélkiil. Mindezek ellenére
fogalmi egyszerlisége, szigoruan megalapozott matematikai hattere, valamint rendkiviili kisérleti
josloereje az altaldnos relativitas-elméletet a fizika torténetének talan esztétikailag legvonzdbb
elméletévé teszi. Népszerlisité bevezetés Einstein 6rokzold konyvecskéje [1], egyetemi szintii
fizikai-matematikai igényességii pedig pl. [12].

A természetben két makroszkopikus méretekben is jelen 1évé kolcsonhatast ismeriink: az
elektromégneses és a gravitacids kolesonhatast. Mig az elobbi mind vonzd, mind taszitd erd
kifejtésére képes, a gravitaciés er6 mindig univerzalis vonzé eroként jelentkezik. A gravitacids
kolesonhatas e tulajdonsdga sajatos belsd instabilitast eredményez, mely semmilyen mas ter-
mészeti erd esetében nem 1ép fel: nagy (csillagdszati méretii) tomegek jelenlétében ez a nem
kiolthaté vonzoderd olyan oridsiva fokozodhat, hogy minden mas fizikai mechanizmust legyozve a
fizikai objektumot teljesen Osszeroppanthatja, valamiféle , kiterjedés nélkiili” téridobeli szingula-
ritast hagyva csupan hatra. De miféle dolog egy ilyen ,térido-szingularitas” fizikai, ill. matema-
tikai szempontbol? Els6 otletiink klasszikus elektrodinamikai ill. gravitacié-elméleti analégidk
alapjan a pontszerl toltések terében jelen 1év6 divergencidk mintajara az lenne, hogy a térido
azon tartomanyat kell szingularisnak tekinteni, ahol a gravitacios térerdsség, vagyis az Einstein-
egyenlet g megolddsabdl kapott IR, gorbiileti tenzor divergdl. Ilyen esetekben gyakran eléfordul,
hogy az (M, g) térid6 tartalmaz olyan megfigyelét, egy v : (a,b) — M differencidlhato6 jovéiranyu



nemtérszerii gorbét, mely gy éri el a végtelen gorbiiletii szingularis tartomanyt, hogy kozben
a sajat orajan csak véges ido telik el. Fizikailag szolva tehat talalhatoé olyan fizikai objektum
(akdr egy tirhajos), amely a fizika torvényeinek megsértése nélkiil sajat ideje szerint véges (esetleg
nagyon rovid) id6 alatt eljuthat a térid6 végteleniil nagy gravitaciés mezeji tartomanyaiba. Ez
a lehet6ség az ide érkezd objektum feltehetden teljes fizikai megsemmisiilésén tul azért is nyug-
talanito, mert lehetoséget ad arra, hogy fizikai entitdsok véges id6 alatt teljesen eltiinjenek”,
yKkilépjenek a térbol-idobdl” ;) lemenjenek a térképrol” stb. ami képtelenségnek tiinik. Tehat az
Einstein-elmélet fizikai tartalma szempontjabol donté fontossagu a szingularitdasok meglétének-
hidnyédnak tisztdzasa az elméletben. Matematikailag (vagyis kevésbé dramaian) szélva az eddig el-
mondottak azt jelentik, hogy szingularitést tartalmazé (M, g) Lorentz-sokasdgokban létezhetnek
nem meghosszabithaté de véges hosszisdgi nemtérszerti v gorbék. Penrose nagy jelentoségii
meglatasa az volt, hogy igy a gravitacids ,térido-szingularitas” fizikai szempontbol nagyon ne-
hezen kortilhatarolhato fogalma matematikailag megragadhatova valik, ha azt nem a gorbiilet,
hanem a gorbék hossza feldl fogjuk meg:

Definicié. Legyen (M, g) egy olyan téridd, mely mazimadlis, tehdt tovabb (pl. differencidlhatoan)
nem terjeszthetd. Ekkor (M, g) szinguldris, ha mint Lorentz-sokasdg nemtérszeriien nemteljes,
pontosabban tartalmaz legaldbb egy olyan v : (a,b) — M differencidlhatd iddszeri gorbét vagy
fényszert geodetikust, mely (pl. differencialhatoan) nem meghosszabbithato, de ||| L1 (ar,q) < +00.
Itt

b
[ /—9(3(t),5(t)) dt  amennyiben ~ idészerd gorbe

a v affin hossza amennyiben vy fényszeri geodetikus

||'7||L1(M,g) =

a vy gorbe hosszdt jeloli.

Fontos hangsilyozni, hogy a definiciéban végiil is arrél nem esik sz6, hogy divergens-e az R,
gorbiileti tenzor vagy sem, vagyis hogy végiil is milyen természetli a szingularitas: ennek vizs-
galata tovabbi, esetleg nagyon bonyolult meggondoldsokat igényel. Kérdés marmost az, hogy a
fizikai szempontbdl 1ényeges: pl. a csillagok gravitacids terét, vagy a Vildgegyetemet kozmikus
léptékben leird stb. téridok szingularisak-e a fentebbi egyszeri és altalanos értelemben. Az
1960-70-es években Penrose-t és akkori tanitvanyat, S.W. Hawkingot az Einstein-egyenlet meg-
oldasainak behato tanulmanyozasa szamos olyan ,,szingularitasi tétel” megfogalmazasara vezette,
melyek fizikailag fontos feltételek mellett garantaljak szingularitdsok létezését. A szingularitasi
tételek, amelyek tehat differencidlgeometriai nyelven megfogalmazott és matematikai értelemben
szigoruan bizonyitott allitasok, az aldbbi sémaéara epiilnek:

Tétel. Legyen (M, g) egy olyan téridd, mely egy fizikailag relevdins anyagmezdt vagy a vakuumot
tartalmazo Einstein-egyenlet maximdlis, tehdt tovdbb nem terjesztheté megolddsa. Tegyiik fel,
hogy (M, g) ezen kivil eleget tesz bizonyos fizikai szempontbdl relevians és differencidlgeometriai
nyelven jol megfogalmazhato feltételeknek is. Ekkor (M, g) szinguldris, vagyis tartalmaz legaldbb
eqy nem meghosszabbithato nemtérszeri v gorbét, melynek hossza véges. <

Sajnos e rovid &ttekintésben e tételek pontos jelentését és sava-borsit (tehdat erdsségét) add
Hfizikai szempontbdl relevans és differencialgeometriai nyelven jol megfogalmazhatd” feltételek
részletezésére nem térhetiink ki kifejezetten technikai jellegiiknél fogva (de 1. pl. [12, Chapter
9]). Mindenesetre e tételek fényében az Einstein-egyenlet , tipikus” megoldésai szinguldrisak. Fz
a tény fizikailag nem meglepd annak ismeretében amit a gravitacié univerzalis vonzé jellegérol
fentebb mondtunk; de matematikailag sem varatlan az eredmény hiszen Lorentz-sokasdgokrol van



sz6 és ezek korében nem igaz a Hopf-Rinow tétel (mely Riemann-sokasdgok esetében tipikusan
garantélja pl. a geodetikus teljességet).

Az els6, imméar tudomanytorténeti jelentéségii szingularitasi tételt Penrose bizonyitotta 1965-
ben [7]. A Nobel Bizottsag hivatalos indokldsa szerint ezen eredményébél kovetkezé és 2019-ben
kisérletileg is igazolt fizikai joslatokért (fekete lyukak létezése, 1. aldbb) nyerte el Penrose két
masik tuddstarsaval a 2020-as Nobel-dijat. Azdéta szdmos erGsebb tétel-valtozat sziiletett, meg
kell emliteni ezek koziil a Hawking—Penrose szingularitdsi tételt [5] melyet a szerzék 1970-ben
bizonyitottak be.

Kozmikus cenzor hipotézisek

A fentebbiekben a szingularitési tételek kapcsén az aldbbi észrevételeket tettiik: (i) a tételek
azt mondjak ki, hogy az Einstein-egyenlet fizikailag relevans megoldésai szinguldrisak; (ii) egy
szingularis téridében véges idén beliil fizikai entitasok ,tinhetnek el-jelenhetnek meg” a ,,sem-
mib6l” ami fizikai szerepiiket igen kétségessé teszi (hiszen e téridék sértik az ok-okozatisig
elvét); (iii) a szingularitasi tételekben nincs szé a gorbiileti tenzor viselkedésérol; (iv) kiilonb6zo
,erosségl” szingularitasi tételek léteznek.

Vizsgaljuk meg e kijelentéseket részletesebben. Az (i) észrevétel alapjan az Einstein-elmélet
matematikai szerkezete olyan, hogy az Einstein-egyenlet fizikailag relevans megoldasai kauzalisan
nemteljesek, ez viszont (ii) alapjan Einstein elméletét fizikai szempontbdl igen kétségessé teszi.
Viszont nem szabad elfelejteni, hogy habar Penrose szingularitds-definicigja matematikai szem-
pontbdl nagyon szabatos, fizikailag nézve azonban esetleg tul dltaldnos, a (iii) szerinti értelemben.
Valoban, az 0sszes ismert igazdn fontos, tehat nem csak valamiféle matematikai értelemben, ha-
nem fizikai-csillagaszati szempontbdl is jelentés de szingularis Einstein-egyenlet megoldas kétféle
osztalyba sorolhaté: vagy un. fekete lyuk vagy pedig. in. kozmoldgiai tipusu. Az elébbi tipusba
esnek a Schwarzschild, a Reissner—Nordstrom valamint a Kerr és a Kerr—Newman téridok melyek
kiilonb6z6 szimmetriaja, elektromosan semleges vagy toltott kompakt objektumok, pl. csillagok
gravitaciés tereit irjak le. E megolddsok kozos tulajdonsaga szingularis jellegiikon til az, hogy
benniik a gorbiileti tenzor is divergal de tgy, hogy a tenzormezo divergens része egy tavoli megfi-
gyel6 szaméra nem észlelheté mert azt egy e tartomanyt koriilvevé un. eseményhorizont mindig
elrejti. Itt technikai okok miatt megintcsak nem definidljuk mit is értiink ezen (de 1. pl. [12,
Chapter 12]), hanem egy hasonlattal éliink: egy megfeleléen gorbiilt téridében egy megfigyel$
szempontjabol 1étezhetnek nem megfigyelheté események pontosan tgy, mint ahogy egy vala-
hol az Alfcldon all6 szemlélé szamara bizonyos til messzi, , horizonton tuli” tereptargyak mar
nem lathatéak a foldfelszin gorbiiltsége miatt. Egy ilyen téridoben az eseményhorizonton tli
torténések, események Osszességét fekete lyuknak nevezziik és azt mondjuk, hogy ez a térido fe-
kete lyukat tartalmaz. Tehat amennyiben egy téridé gy szingularis, hogy benne a kauzalisan
problematikus tartomanyok mind fekete lyukak mélyén helyezkednek el, vagyis egy szokvanyos
megfigyeld elél eseményhorizontok altal mindig rejtve maradnak, akkor ezt a helyzetet kauzalitasi
szempontbdl végiil is nem tartjuk aggalyosnak. Fontos hangsilyozni, hogy a fentebbi téridok
szinguléris jellege és benniik eseményhorizontok létezése latszolag egymastol teljesen fliggetle-
nek: mindkét tulajdonsag az Einstein-egyenlet bizonyos megolddsainak két szubtilis és latszolag
fiiggetlen jellemzdje, amelyek egyiittes megjelenésére viszont egy fizikailag relevans megoldésban
az ok-okozatisagi elv effektiv teljesiilése szempontjabdl kifejezetten sziikség van.

Az utobbi, tehat a kozmoldgiai tipusu szingularitdsokra példa a modern kozmoldgia standard
modelljének szamitoé Friedmann—Lemaitre—Robertson—Walker térido, mely az altalunk megfigyel-



het6 Vildgegyetem nagybani, homogén és izotrépnak latszéd szerkezetét modellezi. Ez a térido
szintén szingularis és benne a gorbiilet divergal de gy, hogy a kauzalitas-sértés minden lehetséges
megfigyel6 szdméra annak multjaban talalhaté (tehat elvben ,lathatd”). Egy kozmolégiai szingu-
laritast tartalmazo téridoben tehat kauzalitas-sértési szempontbdl ,,mindossze” annyi torténhet,
hogy ,,minden egyszerre csak megjelenik” (ésmbbands). Ismét meg kell jegyezni, hogy a ka-
uzalitas-sértés pontosan efféle jellege latszélag véletlen, az Einstein-egyenlet szerkezete ezt a
prioiri nem garantalja. Emiatt is Penrose-t sokat foglalkoztatta az, hogy a szingularitasi tételek
altal feltart és generikusnak tekintheto kauzalitas-sértési lehetoségek az altalanos relativitéas-
elméletben minden esetben a fentebbi két biztonsagos osztalyba esnek-e, ami tehat azt jelenti,
hogy tipikus megfigyel6 eldl ,eltakartak” ill. altala ,nem vehetdk igénybe”. Jobb hijan tehat
elvként ki kell kotniink hogy, nagyon vazlatosan fogalmazva, fennall:

Kozmikus cenzor hipotézisek. A fizikai vildg térideje olyan, hogy az egyetlen kozmoldgiai
tipusi, tehdt elvben ldthaté maltbeli (Osrobbands) szingularitason kivil csakis fekete lyuk tipusd,
tehdt nem ldthatd (mert eseményhorizontok mogé rejtett) szingularitasokat tartalmaz.

A hipotézist szokds erds és gyenge valtozatban kimondani, ill. egyre finomabb preciz matematikai
alakok is léteznek, ezekre azonban itt nem térhetiink ki (de 1. pl. [12, Section 12.1]). Az erés
véltozat megfogalmazdsa Penrose egyik 1979-es dolgozatédban talalhat6 meg el6szor [8]. Az elmuilt
fél évszazad soran mind a fizikusok, mind a matematikusok nagy erékkel dolgoztak a kozmikus
cenzor hipotézisek valamely valtozatdanak bizonyitasan—vagy éppen ellenkezoleg: cafolatan. Azt
lehetne mondani, hogy mig a hipotézisek megfogalmazésa idején, tehat a korai 1970-80-as években
mindenki meg volt gy6zédve a hipotézisek (valamely forméjénak) igazsagardl, manapsag a helyzet
egyre kevésbé vilagos [2, 3, 4, 9].

Erdemes réviden kitérni a hipotézisek elnevezésének eredetére. Egy elvben madig érvényben
1évé XVI. sz-i rendelet szerint az angol kiralysag teriiletén miikodo szinhazakban tilos a nyiltszini
meztelenkedés. De mivel ezt gyakran megsértették, azt is elrendelték, hogy minden egyes el6adas
alkalmaval a nézotér elso soraban egy iilohelyet fent kell tartani a hivatalos kirdlyi cenzor szamara,
akinek feladata, hogy egy pokréccal kezében az eldadést figyelje és ha meztelenkedésre keriilne
sor, akkor azonnal a szinpadra lépjen és mindenkit letakarjon—Ilehetdleg az eléadas megzavarasa
nélkiil.

A most leirtak motivaciéul szolgalnak a szingularitasi tételek ill. a kozmikus cenzor hipo-
tézisek bizonyos kurrens tovabbfejlddési irdnyainak attekintéséhez, amikre a (iv) pontban utal-
tunk. Egy szingularitasi tétel ,erejét” az donti el, hogy a benne szerepld . fizikai szempontbdl
relevans és differencidlgeometriai nyelven j6l megfogalmazhat6” tételek mennyire lokdlis (tehét
nem globdlis) jellegtiek, ui. egy konkrét megfigyelének (pl. firhajésnak) csupdn a térid6 lokélis
tulajdonsagainak meghatarozasara van lehetosége, efféle mérésekbdl kell kitalalnia, hogy pl. a
kortilotte elhelyezkedd ismeretlen téridé-tartomany tartalmaz-e fekete lyukat vagy sem. Nem
tilzéas azt allitani, hogy a kérdés helyes megvalaszolasa egy eljovendd tirhajos szamara kulcsfon-
tossagu lehet. Az eredeti Penrose-, ill. Hawking—Penrose-féle és viszonylag konnyen bizonyithato
szingularitasi tételek még sok olyan feltevést tartalmaznak, amelyek globalisak (pl. hogy a tel-
jes térid6 globdlisan hiperbolikus, benne a Cauchy-felilletek nem kompaktak, stb.). Az ilyen
feltevések egy lokalis megfigyeld szempontjabdl praktikusan nem eldonthetéek, a priori adott-
nak tekintendoék. Pl., ha a priori tudjuk, hogy a térid6 tartalmaz egy fekete lyukat, akkor egy
ilyen fekete lyuk litvdnya megfestheté. Kip Thorne amerikai fizikus (aki 2017-ben kapott fi-
zikai Nobel-dijat a 2016-ban kisérletileg szintén kimutatott, osszelitkozo fekete lyukak keltette
gravitacids hulldmok megjoslasaért) szamitasai és instrukciéi alapjan az Interstellar (magyarul
Csillagok kézt) c. 2014-es erésen hollywoodi jellegii filmben megjelenik egy tudoményos szem-



1. dbra. Egy elképzelt 100 milli6 Naptomegii forgd fekete lyuk abrézolasa az Interstellar c. film-
ben. A kép forrdsa: DNEG/Warner Boss. Entertainment Inc/CQG 32 05001.

pontbdl korrekt fekete lyuk-dbrazolas (1. 1. dbra).

Mit latunk ezen a festményen? Egy inaktiv forgd fekete lyuk képét latjuk, melynek forgasten-
gelye egy a kép sikjaba eso fiiggoleges egyenes és a ra meroleges egyenlitoi sikban a fekete lyukat
egy izzd gazokbdl allé un. akkrécios korong veszi korill. Hawking egyik alapveté fontossagu
tétele szerint a fekete lyuk eseményhorizontja egy téridébe dgyazott (vagy esetleg csak immertélt)
feliilet, amely mindig homeomorf a két dimenzids gombbel. Az 1. abran ezt a gombot fekete
korong szemlélteti, ,azon tul” van a fekete lyuk. Egy szokasos gomb szemlélésével ellentétben
viszont e latvany rendkiviili tulajdonsdgokkal bir: nem csak az eseményhorizont felénk nézd
seleje”. hanem a ,hatulsé fele” is latszodik, hiszen a fekete lyuk hatalmas gravitacds tere a
hatrafelé induld fotonok egy részét is ,visszaforditja” felénk (emiatt latunk egy fényes korongot
a mer6leges sikban is, mely nem méds, mint az eredeti akkrécids korong , hatsé fele”).

Abban a szerencsés helyzetben vagyunk, hogy ezt a képet mar 6ssze tudjuk hasonlitani egy
toliink kb. 53 milli6 fényévre talalhato igazi és nagyon aktiv szuperdrias fekete lyuk portréjaval
(1. 2. dbra). A hires felvétel 2019 m4jusdban jarta be a vildgsajtét és Penrose Nobel-dijanak
kisérleti alapjat is adja. Itt meg kell emliteni, hogy a 2020-as fizikai Nobel-dij két masik ki-
tiintetettje: Andrea Ghez amerikai és Reinhard Genzel német fizikusok e kép megsziiletésében
jatszott szerepiikért nyerték el a rangos elismerést. Visszatérve, ez a kép mar nem annyira
meggy6z6, mint az elozo; pl. Osszevetve a toliink kb. 640 fényévre taldlhaté haldokld vorosorias
csillag, a Betelgeuse (az Orion-alak jobb vélla) szintén 2019-ben késziilt fényképével (1. 3. dbra)
némi hasonlésdgot is véliink felfedezni (minden bizonnyal még Gsszetéveszthetdbb csillagdszati
felvételeket is talalhattunk volna).

Felvetodik hat a kérdés: léteznek-e praktikus szingularitasi tételek, amelyek tehat tisztan
lokalis tulajdonsagokbdl eldontik, hogy egy adott téridé-tartomany tartalmaz-e fekete lyukat
vagy csak egy arra nagyon hasonlité valamit? Véleménytink szerint komoly 6vatossagra int, hogy
ilyen tételek nem léteznek: friss eredmények [6] szerint egy a priori ismereteket nem feltételezd,
tehat tisztan csak lokalis tulajdonsagokat meghatarozni képes megfigyeld egy téridé tartomanyrol



2. abra. Az elso valédi fekete lyuk-portré: az M87 drids elliptikus galaxis kozepén elhelyezkedd
kb. 6,5 millidrd Naptomegi fekete lyuk eseményhorizontjardl késziilt radidcsillagaszati felvétel.
A kép forrasa: Event Horizon Telescope Collaboration, via National Science Foundation.

3. dbra. A Betelgeuse nagyfelbontasu radidcsillagészati felvétele. A kép forrasa: ESO/M. Mon-
targes et al.



csak akkor tudja biztosan eldonteni, hogy tartalmaz-e fekete lyukat, ha a fekete lyuk belsejében
is meghatédroz bizonyos lokélis tulajdonsdgokat [6, Section 6]. Mésként fogalmazva: egy tirhajés
csak akkor bizonyosodhat meg egy kozeli fekete lyuk ott-1étérol, ha mar nem tudja azt tobbé

elhagyni!
Etesi Gabor
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