Algebra 1. 2004 /2005 tavasz
2. gyakorlat: Algebrai struktarak,
részstruktirak, kongruencia relaciok

1. Igazoljuk, hogy homomorfizmusok kompoziciéja homomorfizmus.

2. Keressiik meg az (A;-) algebra Osszes minimalis generatorrendszerét és
részalgebrajat, ha A = {a,b,c} és a mivelettabla:

Hogyan valtoznak meg ezek, ha az a konstans hozzavételével megvaltoz-
tatjuk az algebra tipusét, tehat az (A;-, a) struktirat tekintjik?

3. Lassuk be, hogy az egészek modulo m kongruencidja a (Z;-,+,—,1,0)
gylrtnek kongruencia relacidja.

a és b primtényezGs felbontédsaban az 5 azonos hatvanyon szerepel. Kong-
ruencia relacié-e p? Es ha 5 helyett 6-tal definidlnénk?

e 5. Legyen V vektortér, W egy altere és p = {(v,u) € V2 : v+ W =
u + W}, tehat p az azonos W szerinti eltoltban levs vektorok kozott all
fent. Bizonyitsuk be, hogy p a vektortér kongruencija.

t = A x A az A halmaz univerzdlis reldcidja.
Egy algebrai struktira egyszeri, ha (-n és w-n kiviil nincs mas kongruenciaja.

e 6. Legyen f homomorfizmus, ekkor Ker f jeloli azt a relaciot, amelyre (a, b) €
Ker f < f(a) = f(b).
(a) Mutassuk meg, hogy Ker f kongruencia, és f pontosan akkor injektiv,
ha Ker f = w.

(b) Bizonyitsuk be, hogy egyszeri algebranak minden énmagaba mend
nem konstans leképezése injektiv.

Egy algebrai struktirat unérnek neveziink, ha minden mitvelete egyvaltozos.
7. Legyen A unér algebra és B egy részalgebraja.
(a) Definidljuk a p relaciot a kovetkezSképpen: (a,b) € p <= a =
vagy a,b € B. Mutassuk meg, hogy p kongruencia.
(b) Igazoljuk, hogy ha A egyszertd, akkor nincs legalabb két elemet tar-

talmazo valédi (B < A) részalgebraja.

8. Tegyiik fel, hogy egy A unér algebrai struktiranak van véges minimialis
generatorrendszere. Lassuk be, hogy ekkor A minden minimélis genera-
torrendszere azonos elemszamu.

e 9. Mutassuk meg, hogy ha egy algebra minden végesen generalt részalgebraja
egyszertd, akkor maga is egyszerd.



