Algebra 1. 2004 /2005 tavasz
12. gyakorlat: Kivalasztasi axiéma, Zorn-lemma

Legyen A tetsz6leges halmaz (indexhalmaz) és minden ¢ € A esetén A; egy halmaz. Az A, halmazok
dirket szorzata

X Aj = {fﬁf\H U4 | f(i)EAz},
1EA .
SN
elemei a kivdlasztdsi fligguények.
Kivalasztasi axiéma: Ha egyik A; sem az iireshalmaz, akkor X A; # 0.
ieA

Zorn-lemma: Legyen A # () halmaz, rajta < egy részbenrendezési relacio. Ha teljesiil, hogy minden
a,as, -+ € A, a1 < ag < ... ldnc esetén van olyan a € A, amely minden i-re a; < a (minden lancnak
van fels6 korlatja), akkor van A-ban maximalis elem.

1. Bizonyitsuk be, hogy az alabbi &llitas kdvetkezik a Zorn-lemmabol:
(Kuratowski-lemma) Tetsz6leges (A, <) részbenrendezett halmaznak van maximalis rendezett
részhalmaza.
Igaz az is, hogy a Kuratowski-lemmabdl kovetkezik a Zorn-lemma, érdemes a bizonyitason egy
kicsit gondolkodni.

e 2. Bizonyitsuk be, hogy az alabbi allitas ekvivalens a Zorn-lemmaéval:
(Teichmiiller—Tukey-lemma) Legyen A halmaz, ® az A véges részhalmazain értelmezett tulaj-
donsag, B C A, amely minden véges részhalmaza ¢ tulajdonsigi. Ekkor van A-nak maximaélis
olyan M részhalmaza, amely tartalmazza B-t és minden véges részhalmaza ® tulajdonsagi.

(Az el6z6 feladat nem bizonyitott részét is felhasznalhatjuk.)

3. Igazoljuk, hogy a Zorn-lemmabol kovetkezik a kivélasztasi axioma. (A forditott irany is igaz, de
az nehezebb.)
(Utmutatés: Definialjuk a kovetkezs A részbenrendezett halmazt: minden A’ C A-raés f € )5\ A;-
€N
re legyen az (f, X Ai> par az A eleme. A rendezés: <f1, X Ai> < (fg, X Ai), ha A C A,
i€A! i€A i€As
és fo az fi kiterjesztése Ay-re.)

A tovabbiakban feltételezziik, hogy igaz a kivalasztasi axioma.

e 4. Legyen (A, <) részbenrendezett halmaz, és B C A. Azt mondjuk, hogy B fiiggetlen részhalmaz, ha
semelyik két eleme nem &sszehasonlithatd. Mutassuk meg, hogy minden részbenrendezett halmaz-
nak van maximalis fliggetlen részhalmaza.

e 5. Egy algebrai struktira p kongruencidja maximalis, ha p nem a ¢ univerzilis relacié és amennyiben
egy 1 kongruenciara p C n C ¢, akkor biztosan p = 7.
Tegyiik fel, hogy A algebra olyan, hogy valamely a,b € A elemekre ha p az A kongruenciija és
(a,b) € p, akkor p = 1. (Példaul tetszsleges egységelemes gytiriben 0, 1 ilyen elemek.) Lassuk be,
hogy A minden valédi kongruencidja része A egy maximaélis kongruenciijanak.

6. Mutassuk meg, hogy tetszdleges vektortérben létezik bézis. (Bézis egy linearisan fiiggetlen genera-
torrendszer.)



