Algebra 1., gyaklV megoldasok
2005 majus 23.

. Tegyiik fel, hogy p és n relacidkra pon = p és no p = n. Lassuk be, hogy p tranzitiv.
Megoldas:

pop=(pon)op=po(nop) =pon=p,azaz pop = p, ez éppen p tranzitivitasat
jelenti.

. Legyen G véges csoport és H < K < @ részcsoportok. Bizonyitsuk be, hogy [G : K]
osztoja [G : H]-nak.

Megoldas:
G
G:H] _ 1@ _ K] _
Gk~ 1g ~m - KA

ami egész szam (és H részcsoportja K-nak, tehat értelmes).

. Norméaloszté-e a 16 elemti Dg diédercsoportban a t és tf% elemek altal generélt rész-
csoport?

Megoldas:

Megmutatjuk, hogy H := (t, f¢) > {e, f2, f4, f6,t,tf%,¢tf*,tf%}. Ha ez valoban igaz,
akkor [Dg : H] < 2, és egy kettd vagy egy indexii részcsoport pedig biztosan norma-
loszté. Es valoban: t € H, f2 = (t-tf%)~ € H, igy a tobbi felsorolt elem is H-ban
van. (Nem nehéz belatni, hogy a fenti igazabol egyenlGséggel teljesiil.)

. Adjuk meg, hogy Ss-ben milyen rendd elembdl hany van.

Megoldas:

Tanultuk, hogy a diszjunkt-ciklus felbontas egyértelmiien meghatéarozza a permutaciok
rendjét: a ciklusok hosszainak legkisebb k6zos tobbszorose a rend. A ciklushossz lehet
4, 3, 2, 24+2. Az adott hosszu ciklusokba kiosztva a szamokat van 3 - 2 = 6 négy-
ciklus, 4 - 2 = 8 harom-ciklus, (;) = 6 ketts-ciklus és 3 olyan permutacié, amely két
kett6 hosszu diszjunkt ciklusbol all. Ezek szerint 6 negyedrendii, 8 harmadrendd, 9
masodrend( és persze 1 els6rendd elem van S,-ben.

. Hany 15-6drend{ eleme lehet egy 30 elemii kommutativ csoportnak?

Megoldas:

A véges Abel-csoportok alaptétele miatt 30 elemti kommutativ csoport csak Cyx Csx Cs
lehet. Ennek egy (g2, g3, g5) eleme pontosan akkor 15-6drendi, ha o(gs), 0(g3) és o(gs)
legkisebb kozos tobbszorose 15, ami csakis ugy fordulhat eld, ha o(g.) = 1, o(g3) = 3
és 0(gs) = 5. Tehat go-re egyetlen lehet&ségiink van, mig g3 a Cs, g5 a Cs tetszéleges
generatora lehet, azaz 2, illetve 4 féle. Ez Gsszesen 1-2 -4 = 8 elem.

A fenti direkt szorzat izomorf C'sp-cal. Ha ennek g egy generatora, akkor o (g’“) = %,

tehat a 15-0drendii elemeket tigy is meghatarozhattuk volna, ha az olyan 1 és 30 kozotti
k-kat szamoljuk ossze, amelyekre (30, k) = 2. Ebbdl nyilvan ¢(15) = 8 van.



6. Legyen G 100 elemii csoport és P <G 4 elemi normalosztéja. Bizonyitsuk be, hogy G
Abel-csoport.
Megoldas:
|G| = 2252, tehat P éppen egy 2-Sylowja G-nek. (Es miutdn minden 2-Sylow el&all
P konjugaltjaként, de g ' Pg = P, ezért ez az egyetlen 2-Sylow.) Ha njs jelli az 5-
Sylowok szamat és Ps egy 5-Sylow, akkor egyrészt ns = [G : Ng(Ps)] miatt ns 1020 =
masrészt a masodik Sylow-tétel szerint ns = 1 (5), tehat n; = 1. Ezek szerint P5 -
az egyetlen 5-Sylow — normaloszt6, hiszen konjugaltjai is 5-Sylowok. Igy P x P; = G.
Minden p? rendii csoport kommutativ (mert a centruma nem lehet trivialis, sem p
elemt), tehat P és Ps is kommutativ, igy direkt szorzatuk is az.

7. Igazoljuk, hogy egy egységelemes R gytirt I idedljara az alabbi allitdsok ekvivalensek.

(a
(b
(c
(d
Megoldas:
(a)=(b) Ha r € I invertalhat6 elem, akkor minden a € R el6all @ = r- (r'a) alakban.

Utobbi szorzat els6é tényezéje I-ben van, tehat a szorzat is I-ben van: a € I. Ezek
szerint I = R.

A (b)=(c) trivialis. Az 1 invertalhatosagabol kovetkezik a (c¢)=(d) és a (d)=-(a) allitas
is.

) I-ben van invertalhato elem.

) R

) R minden invertalhaté eleme I-ben van.
)

1 €1 (1 a gyftrii egységeleme).

8. Bizonyitsuk be, hogy a Zorn-lemma ekvivalens a kovetkezs allitassal. Ha (A, <) ne-

miires részbenrendezett halmazban minden a; > ay > ... csokkend lancnak van also
korlatja, akkor 3o € A minimélis elem.
Megoldas:

Definialunk egy masik részbenrendezést A-n. Legyen a < b pontosan akkor, ha b < a.
Trivialis, hogy < valoban részbenrendezés.

Az a; > a9 > ... csokkend lanc a mésik rendezés szerint éppen egy a; < as = ... novd
lanc. El6bbi < szerinti alsé korlatja az utobbi < szerint felsd korlatja, hiszen a < a;
akkor és csak akkor, ha a; < a. Hasonléan, (A, <) minimalis elemei ugyanazok, mint
(A, <) maximélis elemei.

Ezek utan az allitdsok ekvivalencidja vilagos. Ha igaz a Zorn-lemma, akkor alkalmazzuk
azt (A, =) halmazra. A Zorn-lemma feltétele teljesiil, hiszen a <-re sz616 lancfeltétel
éppen azt mondja ki. Tehat van <-re nézve maximalis elem, ami (4, <) egy minimalis
eleme. A megforditds ugyanigy megy: A Zorn-lemmaban szerepld rendezett halmazt
(A, <X)-vel jelolve definidlhato a részbenrendezés < megforditasa.



