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. Igazoljuk, hogy amennyiben p és 7 relaciokra no p = pon = w teljesiil, akkor
n=p".

Megoldas:

El6szér megmutatjuk, hogy w C p~' o p. Tetszbleges a elemre (a,a) € w = nop,
ezért, 1étezik b, amelyre (b,a) € p. Ilyenkor persze (a,b) € p~!, tehat (a,a) € p~Lop
is igaz.

A feltétel miatt ptopon =plow = pt Ezw C p!opval egyiitt, adja,
hogy n =won C (p~top)on = pt. Ugyanigy jon ki az is, hogy p C n=t (itt
w C nonl-et kell hasznélni), amibél p=! C n kovetkezik. Tehat p = 1.

. Legyen A és B azonos tipusu algebrai struktira, ¢: A — B homomorfizmus. Te-
gyiik fel, hogy B-nek nincs valodi részstruktiraja (tehat egyetlen részstruktiraja
onmaga). Bizonyitsuk be, hogy ¢ sziirjektiv.

Megoldas:

Megmutatjuk, hogy ¢(A) részstrukturaja B-nek. Ha ez igaz, akkor a feltétel szerint
csak p(A) = B lehet, igy ¢ sziirjektiv. Miutan p(A) C B, ezért csak azt kell
ellendrizniink, hogy ¢(A) zart a miiveletekre. Legyen f, tetszéleges n valtozos
miivelet és a; ...,a, € A. Ekkor f,(¢(a1),...,¢(an)) = ©(fu(ai,...,a,)), hiszen ¢
homomorfizmus. A jobb oldal nyilvan ¢(A) eleme, tehat f,, nem vezet ki p(A)-bol.

. Legyen S félcsoport és n egy S-en kiviili elem. Definidljunk a 7" := SU{n} halmazon
egy szorzast, amely S elemein az eredeti szorzassal egyezik meg, ésn-x =x-n=n
minden x € T-re. Bizonyitsuk be, hogy T" félcsoport.

Megoldas:

Az asszociativitast kell igazolnunk. Ha h&rom S-beli elemet szorzunk o6ssze, ak-
kor mindkét modon zérdjelezve a szorzat ugyanaz, mint S-ben, tehat egyenl§ is.
Ha a harom Gsszeszorzand6 elem kozott szerepel n is, akkor a szorzas eredménye
mindenképpen n lesz, tehat az atzardjelezhetdség ekkor is igaz.

. Legyen H és K a G csoport két részcsoportja. Igazoljuk, hogy H K akkor és csak
akkor részcsoport, ha HK = KH.

Megoldas:
Ha HK = KH, akkor (HK)™! = K'H' = KH = HK é (HK)(HK) =
HKH)K =H(HK)K = (HH)(KK) = HK, tehat HK részcsoport.

Megforditva, ha H K részcsoport, akkor HK = (HK)™' = K~'H™! = KH, tehat
felcserélhetGek.

. Igazoljuk, hogy egy G ciklikus csoportban nincs
H <H,<H;< ...

részcsoportokbdl allo végtelen hosszi lanc.



1. megoldas:

Ha G véges, akkor véges sok részcsoportja van, tehat ekkor nincs mit bizonyitani.
Tegyiik fel tehat, hogy G végtelen ciklikus csoport, és indirekt tegyiik fel, hogy
H, < Hy, < Hy < ... részcsoportjainak végtelen lanca.

Tanultuk, hogy ciklikus csoport részcsoportja ciklikus, tehat legyen H; = (g"i), ahol
g a G egy generatora és n; > 0. De minden i > 1-re H; < H,yq, igy g™ € (g™+),
azaz n;.1 osztoja n;-nek. Tehat ny > ny > ng > -+ > n; > n;p > ... pozitiv
egészek végtelen csokkend sorozatat kaptuk, ez ellentmondas.

2. megoldas:

Megint tegyiik fel indirekt, hogy van végtelen lanc. Egy ciklikus csoport kommuta-
tiv, igy H; < G. Az izomorfizmus tételek kornyékén tanultak szerint ekkor a G/ H;
faktorcsoport részcsoportjainak egy végtelen névs lancat kapjuk:

{6} :Hl/Hl SHQ/Hl SHg/Hl S S G/H1

De azt is tanultuk, hogy ciklikus csoport részcsoportja véges indexi, ezért G/H,
véges csoport, amiben nem lehet végtelen sok kiilonb6z6 részcsoport.

. Milyen ismert csoporttal izomorf a D15/ (f*,t) faktorcsoport?

1. megoldas:

Bebizonyitjuk, hogy a faktorcsoport elemeinek egy reprezentdns rendszere e =
IO F, 2, 3. Legyen N = (f*t). A megadott elemek koziil semelyik kett nem de-
finidlhat azonos N szerinti mellékosztalyt, ugyanis ha f'N = f/N, akkor f©7 € N,
tehat i—j 4-gyel oszthatd volna, ami lehetetlen, ha 0 < 7, 7 < 4 kiilonb6z6. Masrészt
tobb, paronként kiilonb6z6 mellékosztalyt reprezentalé elemet nem is talalhatunk,
mert N indexe 4, hiszen N = {e, f4, f8, f12, ¢, tf*,¢tf8,tf'?} (kénnyen ellenérizhets
fit = tf12), tehat |Dyg/N| = 32 = 4.

8
Ezek szerint Dig/N = C}.

2. megoldas:

Legyen N = (f% t) ismét és legyen H = (f). Ekkor NH = D1g, mert f,t € NH és
ez a két elem mar generalja Dig-ot. Latszik, hogy NN H = (f*). Az els6 izomorfia
tételt alkalmazva

G/N = NH/N = H/(NNH) = (f) ] {f*) = C,.

. Legyen T négyzet alapu téglatest, amely nem kocka, G' pedig a tér azon egybeva-
goségi transzformécidinak csoportja, amelyek T' téglatestet onmagaba viszik. Hany
elemi G?

Megoldas:

A cstuicsokat megszamozva 1-t6] 8-ig, tekinthetjiik G' csoportot 8 jegyen hatd per-
mutaciéesoportnak, azaz G < Sg. Ekkor |G| = |G| - |G : G1| = |G4] - |G(1)]. Az 1
cstcs tetsz6leges méasikba atvihets: a két négyzetlap kozéppontjat 6sszekots egye-
nes koriil forgatva, illetve a két négyzetlappal parhuzamos és téliik egyenld tavol
levé sikra tiikrozve valoban mindenhova elvihetjiik. Igy |G(1)| = 8. Hasonlé médon
tovabb szamolva |G| = |G12| - |G1(2)], ahol 2 az 1 cstcs olyan szomszédja, amely



vele azonos négyzetlapon van. Nyilvan |G;(2)| = 2, mert a 2 az 1 olyan szomszéda-
iba vihet§ at, amelyek 1-gyel azonos négyzetlapon vannak. Végiil |G| = 1, mert
ekkor az 1 csiics vele azonos négyzetlapon levé masik szomszédja is helyben kell
maradjon. Azt kaptuk, hogy |G| = 16.

Masképpen is szamolhattunk volna. Egy transzformécioé a két négyzetlapot vagy
felcseréli, vagy nem. Emiatt a téglatestnek pont kétszer annyi egybevagosagi transz-
formécioja van, mint a négyzetnek, tehat |G| = 2 - |D,| = 16.



