Algebra 1., masodik PZH megoldasok
2005 majus 23.

. Legyen N < S5 az (123) ciklus altal generalt részcsoport. Lassuk be, hogy S3/N x
N % Ss.

Megoldas:
Vilagos, hogy N = C5 és |S3/N| = 2 miatt S3/N = Cy. Ezért S3/N x N = Cy x (s,
ami Abel-csoport, tehit nem lehet izomorf S3-mal.

. Mutassuk meg, hogy C(G; x G3) = C(G;) x C(G3).

Megoldas:

Ha (¢1,¢0) € C(Gh x Gg), akkor minden ¢g; € G és go € G5 esetén (gq,92)(c1,c2) =
(c1,¢2)(g1, 92), azaz (gic1, g2c2) = (€191, C292), 18Y g1¢c1 = 11 €S GaCa = C2go. Ezért
c1 € C(Gh) és c3 € C(Ga), tehat (¢, ) € C(Gr) x C(Gy).

A forditott irAny1 tartalmazashoz legyen (cy,¢o) € C(G1) x C(Gy), azaz ¢; € C(G1)
és ¢y € C(G9). Ekkor minden (g1,¢92) € Gy x Ga-re (c1,¢2)(g1,92) = (191, Caga) =
(g1€1, g2¢2) = (g1, g2)(c1, 2), 18y (c1,2) € C(G1 X Ga).

. Hany 15-6drend{ eleme lehet egy 30 elemii kommutativ csoportnak?

Megoldas:

A véges Abel-csoportok alaptétele miatt 30 elemt kommutativ csoport csak Cy X
C3 x Cs lehet. Ennek egy (g2, 93, g5) eleme pontosan akkor 15-6drendt, ha o(gs),
0(g3) és o(gs) legkisebb kozds tobbszordse 15, ami csakis tgy fordulhat els, ha
0(g2) = 1, o(g3) = 3 és o(gs) = 5. Tehat go-re egyetlen lehetGségiink van, mig g; a
Cs, g5 a C tetszGleges generdtora lehet, azaz 2, illetve 4 féle. Ez Osszesen 1-2-4 = 8
elem.

A fenti direkt szorzat izomorf Cjp-cal. Ha ennek g egy generdtora, akkor o (gk) =
(S%Ok)’ teh&t a 15-6drendii elemeket Gigy is meghatarozhattuk volna, ha az olyan 1 és
30 kozotti k-kat szamoljuk Gssze, amelyekre (30, k) = 2. Ebbgl nyilvan ¢(15) = 8

van.

. Alljon G az F test feletti 3 x 3-as olyan fels§ haromszogmatrixokbol, amelyek
féatlojaban csupa 1 all. Mi G centruma?

Megoldas:

Két tetsz6leges A, B € G matrixot Osszeszorozva konnytd latni, hogy AB = BA
pontosan akkor, ha aj2bs1 = a21b12. Ezek szerint A € C(G) pontosan akkor, ha
minden b,b" € F-re a; b = as1V'. Innen V' =0, b = 1 véalasztassal adodik a; 2 = 0,
b' =1, b = 0-val pedig a2 = 0. Ekkor persze minden més b, € F esetén is fennall
az egyenlgség. Tehat A € C(G) < a12 =as1 = 0.

. Legyen G 100 elemt csoport, amelynek van P < G 4 elemii normélosztoja. Bizo-
nyitsuk be, hogy G Abel-csoport.

Megoldas:
|G| = 2252, tehat P éppen egy 2-Sylowja G-nek. (Es miutdn minden 2-Sylow el5all
P konjugéltjaként, de g~'Pg = P, ezért ez az egyetlen 2-Sylow.) Ha ns jeloli



az 5-Sylowok szamat és Ps egy 5-Sylow, akkor egyrészt ns = [G : Ng(Ps)|] miatt
ns | 5% = 4, mésrészt a masodik Sylow-tétel szerint ns = 1 (5), tehdt ns = 1. Ezek
szerlnt Ps; — az egyetlen 5-Sylow — normaloszto, hiszen konjugaltjai is 5-Sylowok.
Igy P x P; = G. Minden p? rendii csoport kommutativ (mert a centruma nem lehet
trivialis, sem p elemii), tehat P és P is kommutativ, igy direkt szorzatuk is az.

. Igazoljuk, hogy egy egységelemes R gytiri I idealjara az alabbi allitdsok ekvivalen-
sek.

I-ben van invertalhat6 elem.

(a)
(b) R
(c)

)

(d) 1 €1 (1 a gytirii egységeleme).

R minden invertalhat6 eleme I-ben van.

Megoldas:

(a)=-(b) Ha r € I invertadlhat6 elem, akkor minden a € R el6all a = r - (r~'a)
alakban. Utobbi szorzat els§ tényezGje I-ben van, tehit a szorzat is I-ben van:
a € 1. Ezek szerint [ = R.

A (b)=(c) trivialis. Az 1 invertalhatosagabol kovetkezik a (c)=-(d) és a (d)=(a)
allitas is.

. Bizonyitsuk be, hogy a Zorn-lemma ekvivalens a kovetkezs allitassal. Ha (A, <)
nemiires részbenrendezett halmazban minden a; > a9 > ... csokkend lancnak van
als6 korlatja, akkor Ja € A minimalis elem.

Megoldas:
Definiadlunk egy masik részbenrendezést A-n. Legyen a < b pontosan akkor, ha
b < a. Trivialis, hogy < val6ban részbenrendezés.

Az ay > as > ... csokkend lanc a masik rendezés szerint éppen egy a; = ay =<

. novs lanc. Elgbbi < szerinti alsé korlatja az utobbi < szerint felsG korlatja,
hiszen a < a; akkor és csak akkor, ha a; < a. Hasonloan, (A, <) miniméalis elemei
ugyanazok, mint (A, <) maximaélis elemei.

Ezek utan az allitasok ekvivalenciija vilagos. Ha igaz a Zorn-lemma, akkor alkal-
mazzuk azt (A, <) halmazra. A Zorn-lemma feltétele teljesiil, hiszen a <-re sz6l6
lancfeltétel éppen azt mondja ki. Tehéat van <-re nézve maximalis elem, ami (A, <)
egy minimalis eleme. A megforditas ugyanigy megy: A Zorn-lemméban szerepld
rendezett halmazt (A, <)-vel jellve definidlhat6 a részbenrendezés < megforditasa.



