Algebra 1., els6 ZH
2005 aprilis 7.

1. Bizonyitsuk be, hogy p és n ekvivalenciarelaciok p o n szorzata pontosan akkor
ekvivalencia, ha pon=nop.

2. (Altaldnos homomorfiatétel) Legyen A algebrai struktiira és 6 kongruenciarelacio
A-n. Definidljuk A/60 algebrat a kovetkez6 modon. Elemei legyenek 6 ekviva-
lenciaosztalyai, jeldlje a € A osztalyat [alg. Ha f, egy A-n értelmezett mive-

let, akkor a megfelel6 miivelet A/6 algebran az alabbi: ay,...,a, € A esetén
fn([a1]97 SR [a’n]9) = [fn(a'b s 7an)]0-

(a) Mutassuk meg, hogy a definici6 értelmes, tehat a miivelet eredménye fiiggetlen
attol, hogy az ekvivalenciaosztalyokbol mely elemeket valasztottuk reprezen-
tansnak.

(b) Legyen Ker ¢ = {(a,a’) € A% : p(a) = p(a’)} kongruencia és Im p = p(A) =
{¢(a) : a € A}. Igazoljuk, hogy amennyiben ¢: A — B homomorfizmus,
akkor A/ Kerp = Im .

3. Lassuk be, hogy a kovetkez§ allitasok ekvivalensek egy G csoport nemiires H rész-
halmazara:

(a) H részcsoport;
(b) HH™' C H;
() HH ' = H.

4. Legyen G csoport, H és K két véges részcsoportja. Bizonyitsuk be, hogy

(a) ha H és K rendje relativ prim, akkor H N K = {e};
(b) ha K normaéloszto, akkor
K- |H|

——— = |KH|.
|HN K| | |

5. Igazoljuk, hogy tetszdleges k, n pozitiv egészekre D; pontosan akkor homomorf képe
D,, csoportnak, ha k oszt6ja n-nek.
(Emlékeztetsiil: D, az n-edfoku diédercsoport, tehat

D’I’L: {67f7f27"'7fn_17t7tf7tf27'"7tfn_1}
és fr=e, t?=e, ft=tf""1)

6. Legyen g € S,, permutacio, amely az i jegyet g(i)-be viszi, tovabba (ajas...a,,) €
Sy legyen egy ciklus. Mutassuk meg, hogy

1

g-(amay...an) g = (glar)g(az) ... g(anm)).

Munkaidé 100 perc.
Minden feladat hibatlan megoldasa 10 pontot ér. Figyeljetek a véilaszok preciz indoklaséral
Osztalyozas: 0-29: 1, 30-37: 2, 38-45: 3, 46-52: 4, 53-60: 5.



