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Algebra 1. 2009/2010 tavasz
4. gyakorlat: Lagrange tétele, normalis részcsoportok,
faktorcsoport

. Bizonyitsuk be, hogy C'», minden nem trivialis részcsoportja véges indext.

Melyek igazak az alabbi kovetkeztetések koziil?

(a) Ha |G| = 81 és van olyan g € G, amelyre g2 # g2, akkor G ciklikus.

(b) Ha |G| = 54 és van olyan g € G, amelyre g% # g2, akkor G ciklikus.
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¢) Ha |G| = 81 és van olyan g € GG, amelyre 2 akkor G nem ciklikus.
(c) yan g € G, yre g*° = g°,

Igazoljuk, hogy egy H < G részcsoportra x € G és y € G pontosan akkor vannak azonos H szerinti
mellékosztalyban, ha y~ 'z € H.

1

Igazoljuk, hogy rdgzitett g € G-re a ¢,: G — G, ¢4 : © — g~ g leképezés G automorfizmusa.

Mutassuk meg, hogy egy K C G részhalmaz legfeljebb egy részcsoportnak lehet baloldali mellékosz-
talya, és ha K baloldali mellékosztaly, akkor alkalmas részcsoport szerint jobboldali mellékosztaly
is.

Bizonyitsuk be, hogy egy 2 indexi részcsoport biztosan normaloszté.

Legyen N < G és M < G normalis részcsoportok, amelyekre N N M = 1. Igazoljuk, hogy minden
n € N ésm € M-re mn = nm.

Legyen G az n x n-es invertalhaté matrixok csoportja. Bizonyitsuk be, hogy ha N <G normaéloszto,
akkor minden A € N métrixra A Jordan féle normélalakja is N-ben van.

. Jelolje GL,(K) a K test feletti invertalhato n X n-es matrixok multiplikativ csoportjat. Az alabbiak

koziil melyek részcsoportok és melyek normaélis részcsoportok G L, (K)-ban?

(a)
(b) GL,(K)-beli fels6 haromszogmatrixok;
(¢) azon GL,(K)-beli matrixok, amelyeknek egy adott v € K" sajatvektora;

1 determinanst matrixok;

(d) 0 nyomu invertalhatéo matrixok.
Milyen csoporttal izomorf G/N, ha

(a) G =Z12 a modulo 12 maradékosztalyok additiv csoportja és N = {0, 4, 8};

(b) G = C a komplex szamok additiv csoportja és N = R;

(¢) G=C*={z€ C | z# 0} akomplex szamok multiplikativ csoportja és N = {z € C | |z| =
1}

(d) G a valos 3 x 3-as matrixok additiv csoportja és N azon méatrixok csoportja, amelyek f6atlo-
jaban csupa 0 szerepel;

(e) G =R a valos szamok additiv csoportja és N = Z.
Legyen m Osszetett szam, amely nem &alprim (van hozza Fermat-tant).

(a) Igazoljuk, hogy az m-hez Fermat-cinkosok részcsoportot alkotnak Z} csoportban.
(b) Ezt felhasznalva mutassuk meg, hogy m-hez legalabb @

cinkosok is definici6 szerint m-hez relativ primek.)

Fermat-tant van. (A tantk és

(*) Legyen H egy véges csoport részesoportja. Mutassuk meg, hogy H bal- és jobboldali mellék-
osztalyainak létezik k6z0s reprezentans rendszere.



