Algebra 1. 2009/2010 tavasz
5. gyakorlat: Homomorfizmusok, normalosztok

1. Legyen G csoport, H < G részcsoport. Melyek igazak az alabbi allitasok koziil?

2.
3.
4.
5.
e 6.

(a) Mindig van olyan homomorfizmus G-r8l, amely magja H.
Mindig van olyan homomorfizmus G-be, amely képe H.
Tetsz6leges ¢: G — G’ homomorfizmus esetén ¢(H) részcsoportja G'-nek.

Ha H normalosztoé G-ben, akkor ¢(H) normaloszté G'-ben.

)
)
)
e) Ha H normaloszto G-ben, akkor ¢(H) norméloszto ¢(G)-ben.
) Ha H < G, akkor van olyan G’ csoport és ¢: G — G’ homomorfizmus, amely magja H.
)

Tetsz6leges ¢: G — G’ homomorfizmusra ha n osztéja |G|-nak, akkor n osztédja |¢(G)|-nak
(véges csoportok esetén).

(h) Tetszbleges ¢: G — G’ homomorfizmusra ha n osztoja |¢(G)|-nak, akkor n osztoja |G|-nak
(véges csoportok esetén).

Tegyiik fel, hogy H < G, M, N < G. Bizonyitsuk be, hogy HNN < H, HN <G é NM <G.
Bizonyitsuk be, hogy ha N <G, H <G, HNN = {e} és HN = G, akkor G/N = H.
Igazoljuk, hogy ha M, N <G, M < N, akkor G/N homomorf képe G/M-nek.

Mutassuk meg, hogy N <G, N < H < G esetén H <G és H/N 4 G/N ekvivalens.

Legyen N <G és H; < Hy < G. Bizonyitsuk be, hogy

(a) (H2 N N)/(H1N N) normalosztoként beagyazhaté Hy/Hi-be;
(b) HyN/H; N homomorf képe Hs/H;-nek.

Legyen D, a szabalyos négyszoget 6nmagaba képez6 siktranszformaciok csoportja (negyedfoki diédercso-

port).

Legyen Q a kvaternidcsoport, azaz Q = {1,—1,4,—1,j, —j, k, —k}, a miiveleteket pedig a kovetkezd re-

e 10.
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laciok adjak meg: 1 az egységelem, (—1)2 = 1, (=1)¢ = {(—1) = ¢, £> = —1, ahol £ az i, j, k
barmelyike lehet, végiil ij = —ji =k, jk = —kj =1 és ki = —ik = j.

Bizonyitsuk be, hogy @-nak nincs Cy-gyel izomorf faktorcsoportja.
Adjunk példat M < N < G csoportokra, amelyekre M AG (azaz < nem tranzitiv).

Legyen G a két elemi test (Zs) feletti invertalhato 3 x 3-as fels6 haromszogmatrixok csoportja.
Melyikkel lehet G izomorf @ és D4 koziil? (Elegendd, ha valamelyikre megmutatjuk, hogy nem
izomorf vele G.)

Legyen p primszam és
pr—{qne@ | nEN,qGZ}/Z
p
faktorcsoport kvdziciklikus csoport (az Osszeadésra nézve).

(a) Lassuk be, hogy a definicio értelmes (amit faktorizalunk csoport a +-ra, benne Z normaloszto).
(b) Adjuk meg tetsz6leges m pozitiv egészre a Z;m csoport egy ¢ bedgyazisat Z,-~-be.
(¢) Mutassuk meg, hogy az elgbbi p-re

Zpoo/@ (Zprn,) = Zpoo

(d) (+10 ponteért) Igazoljuk, hogy Zp~ minden valédi részcsoportja véges. Mutassuk meg, hogy
emiatt Zp» nem lehet Zy,~ homomorf képe.



