Algebra 1. 2009/2010 tavasz
7. gyakorlat: Csoportok direkt szorzata

. Legyen g1, g2 € G, amelyekre g1g2 = gog1 és rendjiik relativ prim. Igazol-
juk, hogy (g1, 92) = (g1) X (g2)-

. Bizonyitsuk be, hogy a 3 elemi test feletti 2 x 2-es invertalhato felsd
haromszogmatrixok multiplikativ csoportjaban van hat elemi részcsoport.

. Igazoljuk, hogy ha C} a k elem ciklikus csoport, akkor C), x C,, pontosan
akkor ciklikus, ha (m,n) = 1.

. Legyen Gy és G csoport, G = G1 XGs, G} = G1x{eq, }, Gy = {eq, } XxGa.
(a) Bizonyitsuk be, hogy G} <G, G, QG és Gy NGy = {e}
(b) Igazoljuk, hogy G/G'| =2 G4 és G/GS =2 Gy.

. Legyen NNM <G, NN M = {e}, és G/N = M. Igazoljuk, hogy ekkor
GXNxMé G/M=N.

. A G =Gy x Gy direkt szorzat egy H < G részcsoportjara legyen
Hy={g1€Gy: 392 € G2(g91,92) € H} és

Hy = {gz S GQ : 391 S G1 (gl,gg) S H}
Lassuk be, hogy H; < G; és H < H; x Hy < G.

(a) Mutassuk meg, hogy amennyiben G; és G2 rendje relativ prim, H <
G = G X Ga, akkor valamely K7 < G és Ky < G5 csoportokra
H = K1 X KQ.

(b) Adjuk meg Cy x Cg és Cy x Cy csoportok egy-egy részcsoportjat,
amelyek nem allnak el a komponensek részcsoportjainak direkt szor-
zataként.

. Legyen ¢ a G1 x G4 csoport egy homomorfizmusa és ¢g, az a leképezés,
amely g1 € Gi-hez ¢ ((g1,eq,)) elemet rendeli. Ertelmezziik pg, homo-
morfizmust analég moédon. Mutassuk meg, hogy amennyiben G; és Gs
rendje relativ prim, akkor ¢(G1 X G2) = vg, (G1) X pa,(G2).



