Algebra 1. 2009/2010 tavasz
10. gyakorlat: Gytirtikkel kapcsolatos alapfogalmak

. Igazoljuk, hogy egy gytri pontosan akkor bal-egyszertisitéses (ab = ac = a = 0 vagy b = ¢), ha

nincs benne baloldali nulloszt6 (a # 0 baloldali nulloszto, ha van olyan b # 0, amire ab = 0).

Mutassuk meg, hogy tetsz6leges m egészre mZ < Z és Z/mZ = Z,,, ahol Z,, a modulo m mara-
dékosztalyok gytrtije.

Legyen H # () az R gytir( egy nemiires részhalmaza. Lassuk be, hogy a H altal generalt jobbideal

(H) i = {Z (nihi + hirs) | ni € Z,hy € Hyry € R} :

%

Irjuk fel hasonlé moédon a H altal generalt ideal elemeit is.
Fontos specialis eset: ha 1 € R (R egységelemes), akkor a h € R altal generalt jobbideal hR. Ha
R raadasul kommutativ is, akkor ezek szerint a € (h) pontosan akkor, ha a oszthato h-val.

. Egy gytiri egyszert, ha nincs valédi idedlja. Mutassuk meg, hogy egy kommutativ gy(ri pontosan

akkor egyszerd, ha test, vagy prim rendi zérogytrt.
(Utmutatas: Ha R egyszert és nem zérogytri, akkor mutassuk meg, hogy R nullosztomentes.)

Mondjuk ki, és bizonyitsuk be a gytiriikre vonatkoz6 homomorfia és izomorfizmus tételeket.

Tegyiik fel, hogy R kommutativ gytirti, R?> = R. Bizonyitsuk be, hogy I < R ideal pontosan akkor
maximalis, ha R/I test.

(Kinai maradéktétel) Legyen mq,ma, ..., m, paronként relativ primek és m = mq - mg - -+ - m,..
Igazoljuk, hogy
Loy, = Uiy X Loy X =+ X Loy,

Legyen K test és jelolje K|z, y] a K-egyiitthatos két valtozos polinomok halmazat. Kz, y] nullosz-
tomentes, egységelemes kommutativ gytird a polinomok szokasos 6sszeadasara és szorzasara nézve.
Adjuk meg K[x,y] azon I ideéljanak elemeit, amelyet 22 és y general. Adjuk meg a K|x,y]/I fak-
torgytrd elemeinek egy reprezentans rendszerét és ennek segitségével hatarozzuk meg a faktorgytrt
Osszes idealjat.

. (Kinai maradéktétel polinomokra) Legyen fi(z), f2(x),..., fr(x) € Klz] paronként relativ prim
I; =

polinomok, f(x) = fi(x) - fa(z) - -+ - fr(2),
Igazoljuk, hogy

(fj(x)) az f; altal generalt ideal, I = (f(x)).

Kz)/I = K[z]/I, x K[2]/I» % - - x K[z]/I,.

Jelolje K[[z]] a K egylitthatos formalis hatvanysorok gytrtjét, azaz K[[z]] tetszleges k eleme
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i=0

alaku, ahol k; € K. Az Gsszeadés tagonként torténik:

k+k = (ki + kj)a',
=0

a szorzas hatvanysorok formalis szorzasa: k - k'-ben 2™ egyiitthatoja kokl, + ki1k,_1 + - + knkj.
K|[[z]] nullosztomentes, egységelemes kommutativ gytri.

Igazoljuk, hogy 1 — x invertalhaté K{[z]]-ben, de z nem.

Mit mondhatunk azon R gy(riirsl, amelyre igaz, hogy tetszéleges r € R esetén a {0,r} halmaz
idealja?



