Algebra 2. 2005/2006 Gsz

2. gyakorlat: Maximalis idedlok, primidealok, primér idealok
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Legyen R egységelemes kommutativ gytrd és I,J < R relativ prim idealok (azaz I + J = R).
Igazoljuk, hogy IJ = I N J. Mutassuk meg, hogy amennyiben I; <« R paronként relativ prim

k k
idealok, akkor [] I; = (0 I;.
j=1 j=1

(Kinai maradéktétel) Tegyiik fel, hogy R kommutativ egységelemes gytriben I; <R (j =1,...,k)
paronként relativ prim idealok. Igazoljuk, hogy

k k
Pr/L=r/T] 1
j=1 j=1

Miért altalanositasa ez a szamelméletbdl tanult kinai maradéktételnek?

Lassuk be, hogy amennyiben R kommutativ gytrtd valamely I idealjara I és R/I Noether-gytrd,
akkor R is Noether-gyr.

R mostantol egységelemes kommutativ gytrd, K test.

M < R mazximdlis idedl, ha M # Rés M CI<<R= 1= M. (Ekvivalens: R/M test.)

P < R primidedl, ha P # R és ab € P = a € P vagy b € P. (Ekvivalens: R/P nullosztomentes.)

Q<R primér idedl, ha ab € Q = a € Q vagy valamely n-re b € Q. (Ekvivalens: R/Q minden nulloszt6ja

nilpotens.)

I < R idedl radikdlja /T = {r € R : 3In > 1 amelyre r™ € I}.
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Mutassuk meg, hogy Z[x]-ben (z) primideél, de nem maximélis ide4l.
Adjunk sziikséges és elégséges feltételt arra, hogy két primideal metszete mikor primide4l.

Tegyiik fel, hogy R kommutativ egységelemes gytirt, M maximélis ide4l R-ben és M minden eleme
nilpotens. Bizonyitsuk be, hogy ekkor R minden M-en kiviili elemének van inverze.

Bizonyitsuk be, hogy ha @ primér, akkor /Q primide4l. A megfordit4s altaldban nem igaz, viszont
ha /@ maximalis ideél, akkor @ primér. (Az utébbihoz hasznéljuk az el6z6 feladat eredményét.)

Igazoljuk, hogy K [x] nemnulla primidealjai és egyben maximalis idealjai az irreducibilis polinomok
altal generalt idedlok, tovabba K [x] nemnulla primér idealjai ezek hatvanyai, azaz (f™(z)) alaktak,
ahol f(z) irreducibilis polinom és n > 1.

(a) Bizonyitsuk be, hogy maximalis ideal hatvinya mindig primér.

(b) Primideal hatvanya viszont nem feltétleniil primér, ezt a kiovetkezd példa mutatja. Legyen
R = Klx,y,z]/(zy — 2%) és P = (,%Z) < R. Mutassuk meg, hogy P primideal, de P? nem
primér.

Nem minden primér ideél primideél hatvanya, péld4ul legyen R = K|x,y] és Q = (x,y?). Lassuk
be, hogy ez valéban ellenpélda.

A primér felbontés altalaban nem egyértelmd. Legyen R = Klx,y], és I = (2%, 2y). Igazoljuk,
hogy I = (z) N (22,y) = (z) N (z,y)?, és mindketts [-nek minimalis primér felbontésa.

Igazoljuk, hogy Dedekind-gytriben A, B,C nemnulla idedlokra AC C BC <= A C B <«—
3D ideal, amelyre A = BD.



