Algebra 2. 2005/2006 Gsz
5. gyakorlat: Féligegyszert gytriik, Wedderburn—Artin-tétel

1. Alljon az F,, gytiri egy R gytiri elemeibdl képezett szigortian felsé haromszog matrixokbol (azaz
a f6atloban és alatta csak 0 lehet). Lassuk be, hogy F, nilpotens gytirt, és az

F = éFn
n=1

gylrd minden eleme nilpotens, de F' maga nem nilpotens.
(& direkt Osszeg, azaz F elemei matrixokbdl 4ll6 olyan végtelen sorozatok, amelyek majdnem
minden koordindtajaban a 0 métrix szerepel.)

2. Adjunk példat bal oldali Artin-gydriire, amely nem féligegyszeri.
3. Igazoljuk, hogy R egységelemes gytriiben a kovetkezdk teljesiilnek.

(a) Ha e € R idempotens, akkor R = Re & R(1 — ¢e) balideédlok direkt tsszege.

(b) Ha R = A® B balidealok direkt Gsszege, akkor van olyan e € R idempotens, amelyre A = Re
és B=R(1—e).

(¢c) Ha e € Z(R) idempotens, akkor R = Re ® R(1 — e) ideélok direkt osszege.
(d) Ha R = A® B idealok direkt 6sszege, akkor van olyan e € Z(R) idempotens, amelyre A = Re
és B=R(1—e).
Itt Z(R)={2z€ R: rz=2zr (Vr € R)} az R gytrd centruma.

4. Mikor lesz az R = Z/(n) gytrt féligegyszert és mikor egyszerd? Amennyiben féligegyszer, adjuk
meg R felbontasat egyszerd gydrik direkt Gsszegére.

5. Valaszoljuk meg az el6zd feladat kérdéseit Z helyett K[x]-re, ahol K test, tehat R = K[z]/(f),
valamely f € K[z]| polinomra. (Segitség: R Artin, ha f # 0. Ennek igazol4dsdhoz azt lassuk be,
hogy R egy K feletti véges dimenzids vektortér.)

6. Bizonyitsuk be, hogy ha R bal oldali Artin-gytiri, akkor

(a) ha R-nek nincs 0-t6l kiilonb6z6 nilpotens eleme, akkor ferdetestek direkt Osszege;

(b) ha R nullosztémentes, akkor ferdetest. (Ezzel 1j bizonyitast adtunk az 1.4. feladatra.)

Megjegyzés: ha R tetszsleges véges gytri, akkor az (a) és (b) &llitasok igazak maradnak ugy is,
ha a ferdetest sz6t testre cseréljiik, mivel Wedderburn tétele szerint minden véges ferdetest test.

7. Mutassuk meg, hogy kommutativ Artin-gytiriben minden primideil maximalis.
8. Hatarozzuk meg a kommutativ féligegyszerd gytirtiket.

9. Legyen R kommutativ gytrd és I az R egy idealja. Mutassuk meg, hogy R/I baloldali R-modulus
az r - [a]; := [ra]; szorzéassal (ahol [a]; az a € R elem I szerinti mellékosztélyat jeloli). Specialisan
I = 0-ra R modulus R felett. Igazoljuk, hogy R részmodulusai éppen R idealjai.



