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Algebra 2. 2005/2006 Gsz
7. gyakorlat: Projektiv és injektiv modulusok

Mutassuk meg, hogy

(a) projektiv modulus direkt 6sszeadanddja projektiv;

(b) injektiv modulus direkt Osszeadandoja injektiv.
Igaz-e, hogy projektiv modulus homomorf képe projektiv, injektivé injektiv?
Legyen {M; : i € A} modulusok egy csalddja. Lassuk be, hogy

(a) minden M; projektiv < G?\M7 projektiv;

ic
(b) minden M; injektiv = H\Mi injektiv.
ie

(Bass tétele: R kommutativ gytirti Noether <= injektiv R-modulusok direkt Gsszege injektiv.)

. Legyen o : A — B injektiv modulus-homomorfizmus. Mutassuk meg, hogy Im(a) pontosan akkor

direkt 6sszeadandoja B-nek, ha van olyan 3 : B — A modulus-homomorfizmus, amelyre Sa = id 4.
Fogalmazzuk meg és bizonyitsuk be az allitas dudlisat.

Baer-lemma
Legyen R kommutativ gytrtd, @) pedig R-modulus. @ injektiv <= minden I < R ideélra és
0 : I — @ R-homomorfizmusra van olyan v : R — ) R-homomorfizmus, amely ( kiterjesztése.

Egy Abel-csoport torzidmentes, ha a nullelem kivételével minden elemének rendje végtelen és torzid

csoport, ha minden elemének rendje véges.

Egy Abel-csoport oszthatd, ha minden a € A és n € NT esetén van olyan b € A, hogy nb = a.

6.

o 7.

A Baer-lemma felhasznalasaval igazoljuk, hogy egy A Z-modulus pontosan akkor injektiv, ha A
oszthaté Abel-csoport.

Igazoljuk, hogy a Q és Q/Z modulusok (Z-modulusok) injektivek. Mit mondhatunk az ,0sztés”
egyértelmiségérsl?

. Bizonyitsuk be, hogy egy nemnulla Z-modulus nem lehet egyszerre projektiv és injektiv, tehat Q

olyan torziémentes Z-modulus, amely nem projektiv.

Végesen generdlt Abel-csoportok alaptétele
Bizonyitsuk be, ha A végesen generalt Abel-csoport, akkor valamely k,r € N egészekre és q1, .. ., q,

primhatvanyokra
1=z @ (e ).
i=1

Utmutatas:

Legyen T'(A) az A véges rendd elemeinek halmaza (A torzié részcsoportja). Mutassuk meg, hogy
T(A) részcsoport és A/T(A) torziomentes. Kihasznalva, hogy minden végesen generalt torzidmen-
tes Abel-csoport szabad (Id el6z6 feladatsor), igazoljuk, hogy alkalmas k-ra A = ZF @ T(A). Végiil
alkalmazzuk a véges Abel-csoportok alaptételét.



