e 10.
11.
12.

e 13.
14.

Algebra 2. 2005/2006 Gsz
11. gyakorlat: Irreducibilis polinomok, normalis bévités

. (Gauss-lemma)

Egy f € Zx] polinom primitiv, ha egylitthatoinak legnagyobb kozos osztoja 1. Bizonyitsuk be,
hogy primitiv polinomok szorzata primitiv polinom.

Lassuk be, hogy f(z) € Z[z] pontosan akkor irreducibilis Z[z]-ben, ha irreducibilis Q[z]-ben.

(Eisenstein-féle irreducibilitdsi kritérium)
Legyen f(x) = ag+aix+---+ana™ € Zlz] polinom és p € Z prim, amelyre p osztja ag, . . . , an—1-€t,
de p1ay és p? 1 ag. Igazoljuk, hogy f(x) irreducibilis Q[z]-ben.

Legyen R UFD (egyértelmti faktorizacios tartomany) és K a hanyadosteste. Altalanositsuk Z-rél
és Q-r6l R-re és K-ra az utobbi harom feladatot.

Bizonyitsuk be, hogy 2?~! + 2P=2 4 ... + z + 1 irreducibilis Q felett, ha p primszam. (Utmutatés:
Mutassuk meg, hogy egy f(x) polinom pontosan akkor irreducibilis, ha g(z) := f(z + 1) az.
Hasznéljuk az Eisenstein-kritériumot annak igazolasara, hogy (z+1)P =1+ (2+1)P= 2+ - -+ (2+1)+1
irreducibilis.)

Mutassuk meg, hogy minden n-re van n-edfoka Q felett irreducibilis polinom. Lassuk be, hogy Q
algebrai lezartja nem lehet véges bévitése a racionéalis szamoknak.

Legyen f(x) € F[z] irreducibilis n-edfoka polinom és K az F egy k-adfoku bévitése. Bizonyitsuk
be, hogy amennyiben (n, k) = 1, akkor f(x) irreducibilis K felett is.

Igazoljuk, hogy 2° + 923 + 15z + 6 irreducibilis Q(v/2, v/3) felett.
Hanyadfoka a K/F bévités, ha K az f € F[z] polinom felbontasi teste és
(a) F=Q, f(z) =2 -1,
(b) F=Q, f(z) =2° -2
(c) F=Fs, f(z) =a°—1;
(d) F=Fr, f(z)=2%-1?

Hatarozzuk meg 2* + 1 felbontési testét Q, Fy és F; felett.
Bizonyitsuk be, hogy z* — 2% + 1 irreducibilis Q felett. Milyen p primekre irreducibilis F,, felett?

Mutassuk meg, hogy a Q(4/2)/Q bévités nem normélis bévités. Adjuk meg a legkisebb olyan K
testet, amire K/Q normalis és Q(v/2) C K.

Lassuk be, hogy minden 2 fokd b&vités normalis.

Legyenek K D L D F testek. Lassuk be, hogy ha K/F normaélis b&vités, akkor K/L is az, de L/F
nem feltétleniil. Mutassunk olyan példat, amelyben K/L és L/F is normalis b6vités, de K/F nem
az.



