Egy F felett algebrai a elem szepardbilis F felett, ha minpoly ,(z) szeparabilis
polinom, azaz gyokei egyszeresek. K/F bivités szepardbilis, ha K minden eleme
szeparabilis F felett.

F(a)/F algebrai bovités pontosan akkor szeparébilis, ha « szeparabilis F felett.

Algebra 2. 2005/2006 Gsz
12. gyakorlat: Szeparabilis bévitések

1. Legyenek K D L D F testek. Lassuk be, hogy ha K/F szeparébilis
bovités, akkor K/L és L/F is az.
(A megforditas is igaz, a bizonyitésa egy kicsit triikkkdsebb.)

2. Igazoljuk, hogy ha F' egy p > 0 karakterisztikaja test, a € F'\ F?, akkor
2P — a irreducibilis F felett.

3. Bizonyitsuk be, hogy perfekt test minden algebrai bévitése is perfekt.
(F perfekt, ha F' minden algebrai bdvitése szeparabilis. Ez azzal ekviva-
lens, hogy F? = F', ahol p > 0 az F karakterisztikija.)

4. Igazoljuk, hogy minden véges test perfekt. Adjuk meg F,(t) egy nem
szeparébilis bévitését.

e 5 Legyen F = Fy(t), K = F(¥/t). Mutassuk meg, hogy K = F(V/t, ¥/t)
és v/t szeparabilis F felett, mig v/t nem az. (Utébbi rdadasul teljesen
inszeparabilis, ez kovetkezik a 8. feladatbol.)

6. Legyen f(z) € F[z] irreducibilis. Mutassuk meg, hogy f minden gyokének
ugyanannyi a multiplicitasa.

Egy F felett algebrai a elem teljesen inszepardbilis, ha miniméalpolinomjanak &
az egyetlen gyoke. Egy K/F bévités teljesen inszeparabilis, ha K minden
eleme teljesen inszeparabilis F' felett.

o 7. Tegyiik fel, hogy F egy p > 0 karakterisztikaju test és f(z) € Fl[z] ir-
reducibilis polinom. Igazoljuk, hogy létezik g(z) € F[z] irreducibilis és
szeparébilis polinom, és van m > 0 egész, amelyre f(z) = g (z?").

e 8. Legyen F egy p > 0 karakterisztikaju test és a algebrai elem F’ felett. Lés-
suk be, hogy a pontosan akkor teljesen inszeparébilis F' felett, ha valamely
m > 0 egészre o?” € F.

* 9. Legyen K = [, (¢, u) két valtozos racionalis fiiggvénytest és F' = F, (t?, uP).
Mutasssuk meg, hogy ezen bévités foka p?, K/F teljesen inszeparabilis,
tovabba nem egyszerd bévités.



