Algebra 2. 2005/2006 Gsz
13. gyakorlat: Galois-bovitések, véges testek

Legyen K/F véges bovités. Ekkor Gal (K/F) Galois-csoport a K test F test elemeit fixen hagyé Gsszes
automorfizmusaibél all.

A K/F véges bovités Galois-bovités, ha |Gal (K/F)| = [K : F]. Ez azzal ekvivalens, hogy K/F normaélis
és szeparabilis.

Tétel. Legyen K/F normaélis bdvités, « € K és o' € K az a minimalpolinomjanak egy gyoke. Ekkor van
olyan o € Gal (K/F), amelyre o(a) = o'.

1. Hatarozzuk meg a K/F bévités Galois-csoportjat és a bovités kozbiilss testeit, ahol K az f(x)
polinom F feletti felbontasi teste és F = Q, f(x) = 23 — 7. Oldjuk meg ugyanezt a feladatot
F =Ty, f(x) = 2% + 1 esetén is.

N

. Mennyi a Gal (F,({/t)/F,(t)) és a Gal (Q(V/2)/Q) csoportok elemszama?

3. Bizonyitsuk be, hogy Q(¢)/Q bdévités Galois-csoportja izomorf (Z,,)*-gal, ahol e primitiv n-edik
egységgyok. (Felhasznalhatjuk, hogy ¢ minimalpolinomjinak gyokei pontosan a primitiv n-edik
egységgyokok.)

* 4. Lassuk be, hogy minden véges Abel-csoport elgall mint valamely K/Q bévités Galois-csoportja.
(Hires megoldatlan probléma, hogy tetszSleges véges csoporttal igaz-e ugyanez.)

o 5. Tegyiik fel, hogy n > 2 egész, F test, amely karakterisztikija nem osztja n-et, F' tartalmaz ¢
primitiv n-edik egységgytkot, tovabba f(r) = 2™ — a € F[z] irreducibilis polinom. Hatéarozzuk
meg Gal (K/F) csoportot, ahol K az f(x) felbontési teste.

6. Lassuk be, hogy ha K D F' véges testek, akkor K az I egyszerd b&vitése.
(Utmutatas: hasznéljuk, hogy K multiplikativ részcsoportja ciklikus)

7. Mutassuk meg, hogy tetsz6leges F' véges test és n egész szam esetén van F felett n foka irreducibilis
polinom.

o 8. (Primitiv elem tétel) Igazoljuk, hogy minden véges szeparabilis b6vités egyszer.
(Utmutatas: mutassuk meg, hogy a bovitésnek csak véges sok kdzbiilss teste van, ennek segitségével
pedig lassuk be, hogy ha F' elemszama végtelen, a, 5 € K, akkor van két kiillonb6z8 A, Ao € F,
amelyre F(Aa + 3) = F(A2a + 3). Ebbdl kévetkeztessiink arra, hogy F(A\a+ 8) = F(«, 3).)

9. (a) Legyen f(z) € F,[z] n-edfoku irreducibilis polinom, aminek o egy gytke. Igazoljuk, hogy
F,(«) egy p™ elem test.

(b) Legyen F,n egy p" elemii test. Mutassuk meg, hogy F,» a felbontasi teste 2P" —z polinomnak.
(Ezek szerint p™ elemt testbdl egyetlen egy van.)

(c) Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges n-edfoku F,, egylitthatos irreducibilis polinom linearis ténye-
zGkre esik szét F,»-ben.
10. (a) Mutassuk meg, hogy Gal (Fp» /F,) n-edrendd ciklikus csoport, amelynek a Frobenius-auto-
morfizmus (a — aP) generatora.
(b) Hatarozzuk meg a bévités L résztesteit és irjuk le az L/, és Fyn /L részbovitések Galois-cso-
portjait is.

e 11. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges n-edfokd F» egyiitthatos irreducibilis polinom linedris tényezdkre
esik szét [F,xn-ben.

e 12. Hatarozzuk meg K /Fg Galois-csoportjat, ahol K az 22 + x + 1 polinom Fg feletti felbontési teste.



