Algebra 2., els6 p6tZH megoldasok
2005 november 30.

1. Legyenek Ry és R, egységelemes gytirtik, L balidedl R; X Rs-ben. Bizonyitsuk be,
hogy létezik L, balidedl R;-ben és L, balidedl Ry-ben, amelyekre L = Ly x Ls.

Megoldas:

Legyen
L, = {T‘l e R : dbe R, hOgy (Tl,b) S L},

és hasonldan
Ly ={ro € Ry : Ja € Ry hogy (a,rm) € L}.

A definici6 szerint L C Ly X Ly. A masik irdnyu tartalmazés igazolasahoz legyen
(ri,r79) € Ly X Lo. Ekkor — L; definicioja alapjan — van olyan b € Ry, hogy
(r1,b) € L. Miutan (1,0) € Ry x Ry és L balideal, igy (r1,0) = (1,0) - (r1,b) € L.
Hasonloan (0,73) € L, ezért (r1,79) = (r1,0) + (0,7r3) € L.

2. Tegyiik fel, hogy R f6idedlgytird p € R elemére teljesiil a kovetkezd tulajdonsag:
Va € R esetén p | a vagy (p,a) = R (a p és a altal generalt ideal R).

Igazoljuk, hogy p irreducibilis vagy egység R-ben.
Megoldas:

Annyit kell megmutatni, hogy amennyiben p = a - b, akkor a és b valamelyike
biztosan egység, tegyiik tehat fel, hogy p = a-b. Ebbdl kévetkezik, hogy a | p, tehat
ha p | a is igaz, akkor a és p asszocialtak, azaz b egység. Ha p { a, akkor viszont a
feltétel szerint R = (p,a) = (ab,a) = (a), azaz a egység.

3. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges K test és n pozitiv egész esetén az R = K[z]/(z")
gytirt egyetlen primidealja (x)/(z").

Megoldas:

Legyen J < K[z]|/(x™) primideal, ekkor van olyan [ < K[z|, I D (z"), amelyre
J =1I/(z"). A faktor, azaz (K[z]/(z"))/(I/(z™)) = K[z]/I nullosztémentes, ami
egyben azt is jelenti, hogy I primideél K[z]-ben. Csakhogy I tartalmazza 2" elemet,
igy ha = ¢ I volna, akkor x osztalya nemnulla nilpotens elem (és igy valodi nullosz-
t60) lenne K[z]/I-ben. Tehat I O (z), és miutan () maximalis idedl K[z]-ben, igy
I = (z), amint allitottuk.

4. Legyen R Dedekind-gytirt, [ < R ideal, I # 0, I # R. Mutassuk meg, hogy R/I
gyird pontosan akkor féligegyszert, ha I kiilénb6z6 primidealok szorzata.

1. megoldas:

Ha L < R/I (bal)ideal, akkor van olyan J < R, I C J, amelyre L = J/I. Ilyen J
azonban csak véges sok lehet, hiszen I C J miatt ./-ben minden primideal kisebb
vagy egyenld hatvanyon szerepel, mint /-ben. Tehat R/I-nek mindenképpen csak
véges sok idedlja van, ezért Artin-gytrd.



Legyen el@szor [ = Hle P; kiilonb6z6 primideédlok szorzata. Ha L = J/I < R/I
nilpotens (bal)ideal, akkor van olyan n € N, hogy L" = 0. Az el6z6 bekezdés szerint
az is igaz, hogy J = Hle PP valamely ; € {0,1} szamokra. Ekkor

0=L"= (J/I)" = J"/] = (ﬁ Pfﬁi> /1,

ezért [[i_, P"% D I =[]\, P, tehat n - §; > 1, amib6l §; > 1 kovetkezik, tehat
minden i-re 3; = 1 ésigy [ = J, azaz L = J/I = 0. Megmutattuk, hogy R/I Artin
és nincs benne nullatol kiilonb6z6 nilpotens (bal)ideél, tehat R/I féligegyszert.
Ha I nem kiilonb6z6 idealok szorzata, hanem I = Hle P és példaul aq > 1, akkor
<P1 1, Pf”) /I nemnulla nilpotens (bal)idealja R/I-nek (hiszen oy hatvanyra
emelve 0). Ebben az esetben tehat R/I nem féligegyszerti.

2. megoldas:
Ha I = Hle P, akkor a kinai maradéktétel szerint

R/I = R/ (H pﬁi) ~ @ r/pP.

Ha o; = 1, akkor R/ P test (Dedekind-gyfirtiben a primidealok egyben maximali-
sak), tehat ha I kiilonb6z6 primideélok szorzata, akkor R/I testek direkt Gsszege,
igy féligegyszerti. Ha valamely i-re a; > 1, akkor viszont R/[-ben P;/P{" nemnulla
nilpotens ideél, tehat R/I nem féligegyszeri.

. Alljon R gytirii az Gsszes 2 X 2-es egész elemii fels6 haromszég matrixokbol (az
Osszeaddas és szorzas a matrixok szokasos miiveletei).

(a) Keressiik meg R Osszes primitiv idempotens elemét. (e € R primitiv idem-
potens, ha idempotens és nem bonthat6é valodi médon egymaésra merd6leges
idempotensek Osszegére, tehat e = ey + €3, €3 = €1, €2 = €9 és €163 = ege; = 0
esetén e; = 0 vagy ey = 0.)

(b) Adjunk meg e;,e2 € R\ {0} elemeket, amelykre R = Re; & Res.

Megoldas:
Ha A = 8 Z , akkor A? = A azt adja, hogy a* =a, b* =bés (a+b—1)c =0,

amibédl a,b € {0,1} és ¢ = 0 vagy {a,b} = {0,1}. Konnyi ellendrizni, hogy az
egységelem (identitas matrix) kivételével ezek mind pritmitiv idempotensek.

Tanultuk gyakorlaton, hogy amennyiben e € R idempotens, akkor R = Re ® R(1 —

e), tehat példaul
(1 ¢ (0 —c
““\loo) 2 \o1

megfelel valasztas.



6. Legyen R egységelemes gyiirti, M pedig ciklikus (egy elemmel generalhatd) baloldali
R-modulus. Mutassuk meg, hogy van olyan L balidedl R-ben, hogy M izomorf az
R/L baloldali R-modulussal.

1. megoldas:

Gyakorlaton igazoltuk, hogy egy k elemmel generalhat6 modulus homomorf képe a
k rangt szabad modulusnak. Speciélisan egy ciklikus modulus homomorf képe R-
nek. A modulusokra vonatkozd homomorfia tétel szerint ha ¢: R — M sziirjektiv,
akkor R/ Kerp = M. Végiil Ker ¢ részmodulusa R-nek, igy egyben balideélja is,
tehat L = Ker ¢ megfelel§ valasztas.

2. megoldas:

Legyen M generatora m, ekkor M = Rm és legyen L = Ann(m) = {r € R :
rm = 0}. Nyilvan L balideal, tovabba R/L = M, ugyanis az [r]; — rm leképezés
kénnyen lathat6éan modulus-izomorfizmus.



