Algebra 2., els6 ZH megoldasok
2005 november 4.

1. Adjuk meg Z[z]| gytiri egy

(a) maximalis idealjat;

(b) primidealjat, amely nem maximalis;

(c)

primér idealjat, amely nem primideal.

Természetesen igazolni kell, hogy a példak megfelelGek.
Megoldas:

(a)
(b)

(c)

(x,2) ideal maximalis, mert Z[z|/(x,2) = Z/27 = Z,, ami test;

(x) primideal, mert Z[x]/(x) = Z nullosztomentes, de nem maximalis, mert a
faktor nem test;

(7,2)? primér, mert maximélis ideal hatvanya, de nem prim, mert a faktorban
T # 0 nulloszto, hiszen négyzete 0.

2. Legyen p € Z primszam és

(a)
(b)

(c)

R:{%EQ: a,beZéspJ(b}.

Igazoljuk, hogy R részgytiriije Q-nak és hatarozzuk meg R egységeit (1 0sztoit).

Bizonyitsuk be, hogy R tetsz6leges valodi idedljat valamely n pozitiv egészre
p" generalja.

Lassuk be, hogy R Dedekind-gyfirt.

Megoldas:

(a)

Zart a kivondsra és a szorzésra: § — § = adb;lbc, illetve ¢ - 5 = 72, amik R-ben
vannak, hiszen ha p nem osztja b, d egészeket, akkor szorzatukat sem.

R egységei UR) = {2 €Q : pta,b}. Hapta,b, akkor 4-nek R-beli inverze
s, igy ¢ egység. Megforditva: legyen § egység és tegyiik fel, hogy a és b relativ
primek. Ekkor § invertalhaté R-ben, igy valamely c és d relativ prim egészekre
#-% =1, ahol p{d. A relativ primségi feltételek miatt ebbdl kovetkezik, hogy
a = d, tehat p 1 a.

Ha ¢ € I\ {0} és a = p™d’, ahol p { o/, akkor 5 € R, ezért p™ = 5% el
Legyen n minimélis, amelyre p" € I. Ekkor I = (p"), hiszen ha ¢ € I, és p-nek
p"-nél kisebb p™ hatvanya osztana csak a-t, akkor az el6bbiek szerint p™ € I

lenne, ellentmondéisban n minimalitasival.

R féidealgytird, igy Dedekind. Kozvetleniil is lathato ez: épp most igazol-
tuk, hogy minden ideal (p)" alaku, igy (p) maximaélis ideal és minden ideal
maximélis idealok szorzata.



3. Mutassuk meg, hogy ha egy R Dedekind-gytirtiben minden irreducibilis elem prim
(tehat R UFD: R minden eleme egyértelmiien 4ll el irreducibilisek szorzataként),
akkor R féidealgytri.

Megoldas:
Ha megmutatjuk, hogy minden primideal fideal, példaul P, = (p;), akkor egy
tetszoleges ideal [ = Hle P = Hle(pi)a" = (Hf:1 p;t) is az.

Legyen tehat P primidedl, r € P tetszoleges, tovabba r = Hle p;* az r irreducibilis
felbontasa. Miutan P prim, igy a szorzat valamelyik tényezGje is P-ben van, legyen
mondjuk ez a p irreducibilis elem. Ekkor p prim is, igy (p) primideal. De (p) C P,
azaz (p) felbontasaban szerepel P. Ez csak gy lehet, ha (p) = P, ezért P f6ideal.

4. Legyen R egységelemes gytird, L nilpotens balidedlja, M pedig egyszerti R-modulus
(tehat nincs valédi részmodulusa). Mutassuk meg, hogy minden ¢ € L és m € M
esetén /m = (.

Megoldas:

Azt kell megmutatni, hogy LM = 0. Tudjuk, hogy LM < M, tehat M egyszeriisége
miatt LM = 0, vagy LM = M. Uto6bbi csak akkor lehet, ha M = 0, mert ha LM =
Més L"=0,akkor 0=0-M = L"M =LY LM)=L"'M=-.--=LM = M.

5. Tegyiik fel, hogy R egységelemes gytiri, e € R idempotens és Re minimalis balideal
R-ben. Bizonyitsuk be, hogy e primitiv idempotens (azaz e nem bonthat6 valodi
modon egymésra merdleges idempotensek Gsszegére, tehat e = e; + eq, €2 = e,
€2 = ey és e1e9 = ege; = 0 esetén e; = 0 vagy ey = 0).

Megoldas:

Legyen e = e;+e,, a feltételeknek megfelels. Ekkor Re; balideal R-ben és Re; < Re,
ugyanis re; = reje € Re, miutan reje = rej(e; +e3) = ret +rejes = re; +0 = re;.
Re minimalitdsa miatt Re; = Re, vagy Re; = 0. ElGbbi esetben ¢ € Re elGall rey
alakban, igy e; = ees = rejeo = 0. Utobbi esetben pedig 1 € R miatt e; € Re; = 0-
bol kovetkezik e; = 0.



