Primtesztek
A cél, hogy minél gyorsabban ddntsiik el egy (jo nagy) n szamrol, hogy Gsszetett-e.

Fermat-teszt Tanultuk, hogy ha n prim, akkor minden n-hoz relativ prim a egészre a" ! =1 (n). A

Fermat-teszt ezt az egyszerd tény hasznélja ki n primségének tesztelésére.
Fermat-teszt:

1. Valasszunk egy 0 < a < n egész szamot.

2. (a,n) 2 Ha nem = n Osszetett. Ha igen =

3. a1l =1 (n) Ha nem = n Osszetett. Ha igen = barmi lehet.

Természetesen ™! = 1 (n)-b6l nem kdvetkezik, hogy n prim volna, tehat ebben az esetben a teszt
nem hozott eredményt. Vizsgaljuk meg, hogy mit lehet ilyenkor tenni.

1. Definicié. Legyen n egész Osszetett és (a,n) = 1. Ekkor a az n Gsszetettségének Fermat-tanija, ha
a1 #1 (n) és a az n Fermat-cinkosa egyébkeént.

Ha a Fermat-tesztet egy Gsszetett szamra végezziik el, akkor célunk, hogy talaljunk egy tanat. Kérdés,
hogy mindig le lehet-e buktatatni az Osszetett szamokat igy, azaz nem til sok a valasztasaval lehet-e
Fermat-tanit talalni. A valasz sajnos nem.

2. Definicié. Ha n Osszetett szdmhoz nem létezik Fermat-tant, akkor n Carmichael-szdm, mas néven
dlprim.

3. Példa. Az 561 Carmichael-szam (ez a legkisebb).
Bizonyitds. 561 = 3-11-17. A kinai maradéktétel és a Fermat tétele szerint:

a?=1 (3) = a=@)®=1 (3)
(110 = 1 (11) _— a560 = (a10)56 = 1 (11)
af=1 (17) = a®=.'%®=1 17
fgy ¢ =1 (561) minden a-ra, melyre (a, 561) = 1. a

A kovetkez6 tétel biztositja, hogy amennyiben n Gsszetett szdm, de nem &lprim, akkor a Fermat teszt
,hagy valoszinilséggel” lebuktatja.

4. Tétel. Ha n-hez van Fermat-tanu, akkor van legaldbb @.

Bizonyitds. Legyen 2" = {a € Z : (a,n) = 1és 0 < a < n}, tovabba jeldlje C = {a € Z} : a" ! =
(n)} a cinkosok halmazat. A feltétel szerint van Fermat-tana n-hez, tehat C C Z%. Legyen t € Z egy
tant. Ekkor minden a € C esetén ta is tand, ugyanis (ta)" ! = t"ta"~! = t"~1 £ 1 (n), hiszen t
tand. Tovabba ha a # o’ két C-beli elem, akkor ta # ta’ (n), hiszen t € Z7 invertalhat6. Ezek szerint
a ta alaku elemek adnak legalabb |C| Fermat-tanut, tehat az n-hez relativ prim maradékosztalyok koziil
legaldbb annyi tant van, ahany cinkos. Az allitast ezzel belattuk.

A bizonyitast elegdnsabb az algebra nyelvén megfogalmazni. Koénnyd latni, hogy Z} a modulo n
szorzésra nézve csoport, aminek C' részcsoportja. Lagrange tétele szerint (aminek a bizonyitasa egyéb-
ként nagyjabol a fenti érvelés altalanositdsa) egy csoport részcsoportjanak elemszama osztoja a csoport
elemszamanak, azaz itt |C| osztja |Z} |-ot. Miutan C # Z}, az allitas ebb6l mar latszik. O

Legyen n Osszetett szam nem &alprim. Valasszuk a Fermat-tesztben szerepls a egészet véletlenszertien
(egyenletes eloszlassal) az [1,n — 1] intervallumbol. Az elSbbi tétel alapjan annak a valdszindsége, hogy
cinkost valasztottunk legfeljebb %Z) < % Ismételjiik meg ezt az eljarast k-szor, igy annak a valdszi-
niisége, hogy mindannyiszor épp egy cinkost fogunk ki, kisebb, mint 2% Mais szoval ardnylag kevés a
kiprébalaséaval igen nagy eséllyel taldlunk tanut, amely lebuktatja n-et. Az egyetlen probléma ezzel a
modszerrel, hogy dlprimekre és primekre is ugyanazt az eredményt adja.

A primtesztelési eljaras szempontjabol rossz hir, hogy 1992-ben sikeriilt bebizonyitani, hogy végtelen
sok Carmichael-szam létezik (Alford, Granville, Pomerance). A kovetkezs részben targyalt Rabin—Miller-
teszt — amely tekinthetd a Fermat-teszt javitott valtozatanak — viszont az alprimeket is ki tudja szlrni.

Bar a primtesztelésen nem segit, az alabbi két tétel igaz alprimekre.



5. Tétel. Egy n dsszetett szam pontosan akkor dlprim, ha négyzetmentes és minden p primosztojdra
p—1|n—1.

Bizonyitds. Tegyiik fel elGszor, hogy n &lprim. Ha p? | n volna, akkor legyen g egy primitiv gydk modulo
p?. Megmutatjuk, hogy g Fermat-tantja n dsszetettségének, ami ellentmondt annak, hogy n Carmichael-
szam. Valéban: g modulo p? rendje p(p?) = p(p — 1) oszthaté p-vel, de n — 1 nem oszthaté p-vel (mivel
p | n), ezért g rendjével sem, igy g"~* # 1 (p?), tehat nem teljesiilhet a kongruencia modulo n sem.
Ezek szerint az alprimek négyzetmentesek. Hasonl6 érvelés mutatja, hogy n minden p primosztdjara
p—1|n—1. Legyen ugyanis most g primitiv gydk modulo p. Ekkor 1 = ¢g"~! (n) miatt 1 = g"~! (p)
is igaz, tehat g rendje (ami p — 1) osztoja n — l-nek.

Megforditva: legyen n négyzetmentes szam, amelyre teljesiil, hogy p | n, p prim esetén p — 1 | n — 1.

n—1

Ekkor minden n-hez relativ prim a esetén a"~! = (a?~!) 77" = 151 =1 (p), tehét a kinai maradéktétel
szerint a"~! = 1 igaz modulo n is. O

6. Tétel. Ha n dlprim, akkor legaldbb hdrom primosztdja van.

Bizonyitds. Az el6z6 allitast felhasznalva tudjuk, hogy n négyzetmentes, tehat ha nem prim és haromnél
kevesebb primosztdja van, akkor csak n = pq fordulhat el§ valamely p és ¢ kiilonb6z6 primekre. Feltehetd,
hogy p > ¢. Ha g primitiv gydk modulo p, akkor 1 = g1 = gPi~t = (¢P)?. g7t =g9- gL = g7 (p).
Ezek szerint ¢ — 1 oszthaté g rendjével, azaz p — 1-gyel, ami lehetetlen, mert p > gq. O

Rabin—Miller-teszt Legyen n paratlan egész, n — 1 = 2"s és a egy n-hez relativ prim szdm. Ekkor
A" t—1=d>"—-1=(a*-1)-(a®*+1)- (a* +1)- (ans + 1) (ayizs + 1) . (a27_1$ + 1)

Ha n prim, akkor a"~! — 1 =0 (n) és igy az el6bbi szorzat valamelyik tényezGje oszthat6 n-nel. Mas-
képpen megfogalmazva, ha az a®* = 1 (n), a®>* = —1 (n) (i = 0,1,...,r — 1) kongruencidk koziil egyik
sem teljesiil, akkor n Gsszetett. A Rabin—Miller-teszt ezen az Osszefiiggésen alapul.

Rabin—Miller-teszt:
1. Valasszunk egy 0 < a < n egész szdmot.

2. (a,n) 2 Ha nem = n Osszetett. Ha igen =
? i, 7
3.a°=1 (n),a?*=-1(n) (i=0,1,...,7r—1).
Ha semelyik sem teljesiil = n Gsszetett. Ha valamelyik teljesiil = n valdszinileg prim.

7. Definicié. Legyen n paratlan Gsszetett szam, n — 1 = 2"s, ahol s paratlan és (a,n) = 1. Ekkor az a
az n Osszetettségének Rabin—Miller-tanija, ha a® #Z 1 (n), tovabba a®* # —1 (n) minden 0 <i <r —1
esetén. Egyébként a Rabin—-Miller-cinkos.

A kovetkezo tételek biztositjak, hogy a Rabin—Miller-teszt minden szamra nagy valoszintiséggel helyes
eredményt ad. Az els6t nem bizonyitjuk, bar nem volna tilsdgosan bonyolult.

8. Tétel. Minden pdratlan dsszetett szimhoz létezik Rabin—Miller-tanii.

9. Tétel. Minden pdratlan dsszetett szamhoz van legaldbb @ Rabin—Miller-tand.

Bizonyitds. Az allitas teljesen igazolhato, mint a Fermat-tesztre vonatkozo hasonlé tétel, felhasznalva,
hogy most az el6z6 allitas biztositja legalabb egy Rabin-Miller-tant létezését. O

A primtesztelési eljarasbol a Fermat-tesztnél latott modon kaphatunk olyan moédszert, ami nagy
valészintiséggel helyes erdményt ad. Legyen tehat n paratlan egész szam. Valasszunk a egészet ismét
véletlenszerten az [1,n— 1] intervallumbol. Az imént igazolt tétel szerint ha n 6sszetett, akkor tobb, mint
% valdszintséggel maris taldltunk egy Rabin-Miller-tantt, tehat az eljarast k-szor ismételve kevesebb,
mint 2% a valészintisége, hogy csupa cinkost valasztottunk. Ha tehat ezek utan azt allitjuk, hogy n prim,
akkor a tévedés valdszintisége kisebb, mint 2% Természetesen ha az eljaras soran azt deriil ki, hogy n

Osszetett, akkor ezt viszont egészen biztosan (tehat nem csupan nagy valoszintséggel) allithatjuk.



