Szamelmélet 2005/2006 Gsz
3. gyakorlat: Euklideszi algoritmus, kongruencidk bevezetd

o 1. Hatarozzuk meg a (693, 147) és a (233, 377) legnagyobb kozos osztokat és adjuk meg a 693x+147y =
(693, 147) egyenlet egy z, y egész megoldasat.

2. Igazoljuk, hogy adott a, b és c egészek mellett az ax + by = ¢ diofantikus egyenlet pontosan akkor
megoldhato z, y-ra, ha (a,b) | c. Specialisan tehét a és b pontosan akkor relativ prim, ha van olyan
x és y, amire ax + by = 1.

a,b,m € Z-re a kongruens b-vel modulo m, azaz a = b (m), ha m | a — b. Nyilvan igaz, hogy

(a) a=a (m) (reflexiv),

(b) ha a =b (m), akkor b = a (m) (szimmetrikus) és

(¢) haa=b (m), b=c (m), akkor a = ¢ (m) (tranzitiv),

azaz = ekvivalenciareldcio.

3. Bizonyitsuk be, hogy amennyiben a = o’ (m), b= (m), akkor
(a) a+b=a +b (m),
(b) a-b=ad -V (m),

azaz = kompatibilis a szorzdssal és az Osszeaddssal. Mutassunk példat arra, hogy r = s (m), de

a” #a® (m).

4. Lassuk be, hogy a = b (m;) minden ¢ = 1,2,...,r esetén, akkor és csak akkor, ha a = b
([ml,...,mr]).

e 5. Igazoljuk az aladbbi, kongruencidkra vonatkozé Gsszefiiggéseket:
(a) haa=0b (cm), akkor a =b (m);
(b) ¢ # 0 egészre a = b (m) akkor és csak akkor, ha ac = be (me);
(c) ¢ # 0 egészre ac = be (m) akkor és csak akkor, ha a =b (

) )-

e 6. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges a, ¢, m egészek esetén az ax = ¢ (m) kongruencia pontosan akkor
oldhaté meg x-re, ha (a,m) | c.

7. Bizonyitsuk, hogy az euklideszi algoritmus Fibonacci-szdmokra a leglassabb, azaz ha a > b leg-
nagyobb kozos osztéjat keresve az algoritmus n maradékos osztast végez, akkor a > F, ;. (Ut-
mutatds: igazoljuk j-re vonatkozé indukciéval, hogy 0 < j < n esetén a,—; > Fjyq, ahol az
algoritmusban az
ap:=a
a; :=b
ap = aiqi + az
ay = azqz + as
a2 = azqs + a4

Gp—1 = GnQn
jeloléseket hasznaljuk.)



