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1. Keressiik meg az
br =561 (1968)

kongruencia 6sszes megoldasat.

Megoldas:

Elészor a kibgvitett euklideszi-algoritmussal szamolva megadjuk 5 és
1968 legnagyobb kozos osztojanak elGallitasat 5 és 1968 lineédris kom-
binacidjaként.

1968 -2 + 5-y
1968 = 5-393+3| 1 0
5 = 3-1+42 0 1
3 = 2.1+1 1 —393
2 = 1-240 ~1 394
1 p —787

Ezek szerint 2 - 1968 — 787 -5 = 1, tehat 5! = —787 = 1181 (1968).
Miutén 1181 - 561 = 662541 = 1293 (1968), tehat x = 1293 (1968) az
egyetlen megoldas.

2. Adjuk meg az
M +z4+1=0 (121)

Osszes megoldasat.

Megoldas:

Miutan 121 = 112, ezért oldjuk meg el6szér modulo 11. Ha 11 | z,
akkor nem kapunk megoldast, tehat feltehets (z,11) = 1, ésigy 2 =z
(11) a kis Fermat-tétel szerint. Megoldand6 tehat a 2z + 1 = 0 (11)

kongruencia, aminek egyetlen megoldasa z =5 (11).
Ezek utén kereshetjiik a modulo 112 megoldast 5411y alakban. Legyen
f(z) =2t + x + 1, igy azt kapjuk, hogy

0 = f(G+11y) = f(5) + 11yf'(5) (11?), azaz

0 = @qtyf’@) (11).

5 =4 (112), igy 5! = (5%)° - 25 = 64 - 25 = 27 (112), tehat f(5) = 33
(112). Masrészt f'(z) = 11z'°+1 =1 (11), igy az egyenletiink

0=3+y (11).



Innen y =8 (11), és ezért z =5+ 11-8 =93 (112).

A Hensel-felemelésrél szol6 tétel miatt més megoldésa nincs a kongru-
encianak.

. Mutassuk meg, hogy tetszdleges p prim és n egész szam esetén n? —n
oszthato p-vel.

Megoldas:

Miutan p? = 17 = 1 (p — 1), igy n** = n' = n (p), ami igazolja az
allitast.

. Bizonyitsuk be, hogy 2" nem oszt6ja n!-nak

Megoldas:
Legyen t = |logy n|, azaz 2 < n < 2. A 2 kitevGje n! primtényezds
felbontasaban

t
n n o n . n 27'=1 —t
gl Xg=32r =5 == <n

i=1 =1 =0

. Bizonyitsuk be, hogy 4 semmilyen m > 1-re nem lehet primitiv gyok
modulo m. Melyik az a legkisebb szam, amellyel o,,(4) = 47

Megoldas:
Ha (4,m) # 1, akkor természetesen nem lehet 4 primitiv gyok. Egyéb-
ként 475 = 2¢(m) = 1 (m) igaz az Euler-Fermat-tétel szerint, tehat 4

rendje kisebb, mint ¢(m), azaz nem lehet primitiv gyok.

Az 0,,(4) akkor értelmes, ha 4 relativ prim m-hez, olyan m-et keresiink
tehat, amely paratlan. Rdadasul 4 = o,,(2%) = (Olm(g)m miatt 0,,(2) = 8
és ezért olyan m johet csak szoba, amelyre 8 osztoja ¢(m)-nek. Az elsd

ilyen a 15, de 015(4) = 2, a masodik a 17, ami viszont megfeleld.

. Legyen p egy 4k + 1 alakt prim. Szamitsuk ki az (%) + (%) + (’%2)
osszeget.

Megoldas: .
A 4k +1 alakid primekre —1 négyzetszam, tehét (%) = (_7’) = (’%). Igy
2(O)+ @)+ + BY) = O+ @O+ )+ -+ (5. Utobbi sssre

a négyzetelemek szama minusz a nem négyzetek szama, ez 6sszesen 0,
hiszen mindkett&bol qu van.



