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1. Szamoljuk ki a 11413 és a 10403 szamok legnagyobb kozos osztojat és adjuk meg a 11413z +
10403y = (11413,10403) diofantikus egyenlet egy megoldésat!

Megoldas:
Euklideszi algoritmussal szdmolva kapjuk, hogy

11413-2 + 10403 -y

11413 = 10403 -1+ 1010 1 0

10403 = 1010-10+ 303 0 1
1010 = 303-3+101 1 -1
303 = 101-3 -10 11
101 31 —34

azaz a legnagyobb kozos oszt6 101 és 11413 - 31 + 10403 - (—34) = 101.

2. Keressiik meg az
P2+ +1=0 (27)

kongruencia 6sszes megoldasat!

Megoldas:
Miutén 27 = 33, ezért oldjuk meg elészoér modulo 3. Az z; = 0 (3) nem megoldas, ezért (rq,3) = 1
minden megoldésra, tehat az 27 = 1 (3) azonossagot kihasznalva 0 = 25 + 22 + 21 + 1 =21 + 1 +

x1+1=2x+2 (3),igy z1 =2 (3).
Keressiik 2° + 22 +2+1 = 0 (32) megoldasét xo = x1 + 3y alakban. Legyen f(z) = 2%+ 22 +x+1,
igy az egyenlet

0 = f(2+3y)=rf(2)+3yf(2) (3%, azaz
0 = e @

Miutan f(2) = 3 (32) és f/(2) = 1 (3), azt kaptuk, hogy 0 = 1 +y (3), amibsl y = 2 (3), tehat
2y =2+3-2=8 (32).

Végiil 2° + 22 + 2 + 1 = 0 (3%) megoldaséhoz legyen x5 = x5 + 3%y, igy 0 = f(8) + 32y f'(8) (3?).
Nyilvan f/(8) = f(2) = 1 (3), tovabba f(8) = 9 (3%), tehat az egyenlet 0 = 9 + 32y (33), azaz
0=1+y (3). Ezek szerint ismét y = 2 (3), tehat 3 = 8+ 32 -2 =26 (3%). A Hensel-felemelésrsl
52616 tétel szerint mas megoldasa nem lehet a kongruencianak.

Lehettiink volna ligyesebbek is, lathatd ugyanis, hogy —1 gyoke f(x)-nek. Miutan kiszamoltuk,
hogy modulo 3 egyetlen megoldas (z1 = 2 (3)) van, tovabba hogy f/(z1) #Z 0 (3), mar tudjuk az
elébb emlitett tételbdl, hogy modulo 3™ is egyetlen megoldas van, ami csak —1 lehet.

3. Mennyi 13 rendje modulo 497

Megoldas:
Tudjuk, hogy 049(13) | ¢(49) = 42, ezért 42 = 2 - 3 - 7 osztoéival kell csak probalkoznunk. 132 = 22
(49), 13% = —8 (49), 136 = 15 (49), 137 = —1 (49). Utobbib6l 1314 = 1 (49), tehat 019(13) = 14.

4. Keressiink primitiv gyokot modulo 50. Hatarozzuk meg az
2% =31 (50)

Osszes megoldasat.

Megoldas:
©(50) = 20, tehét olyan elemet keresiink, aminek 20 a rendje modulo 50. A 3 j6 is lesz: 32 =9
(50), 3% = 31 (50), 35 = —7 (50) és 310 = —1 (50).

Ha 2z = 3Y, akkor az egyenlet 326Y = 3% (50), tehat 26y = 4 (20), azaz 3y = 2 (10), y
Tehat y = 4 (20) vagy y = 14 (20), ezért 2 = 3* = 31 (50) vagy x =34 =3*.310= -3

=

4 (10).
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5. Adjuk meg azt a legkisebb z pozitiv egész szdmot, amelyre

17

Z(a2 —13)% =2 (17).

a=1

Megoldas:
A kis Fermat-tétel szerint (a? — 13)16 =1 (17), ha o — 13 # 0 (17). Miutan

2
BY (=4 _ (=) (2 = (1) =1,
17 17 17 17

ezért 13 négyzetelem, amibdl kovetkezik, hogy pontosan két olyan a € {1,2,...,17} szdm van,

amire a> = 13 (17). Erre a két a-ra (a® — 13)16 = 0 (17). Ezek szerint két nullat és 15 egyest
adunk Ossze, azaz z = 15 (17).

6. Hatarozzuk meg az Gsszes olyan m > 2 egész szamot, amely rendelkezik a kdvetkezs tulajdonsiggal:

haa€Z,a#0 (m) akkor minden n € N esetén o Z0 (m).

Megoldas:

A négyzetmentes szamokra igaz a fenti tulajdonsag. Ha ugyanis m négyzetmentes, akkor a Z 0
(m)-bol kovetkezik, hogy m valamelyik p primoszt6ja nem osztja a-t. Ekkor viszont a semelyik
hatvanyat nem osztja p, tehat m sem.

m

Ha pedig m nem négyzetmentes, mondjuk p? | m, akkor példaul a = 7 egész, amelyet nem oszt

m, de a® =m - I3 =0 (m), hiszen 73 egész szam.

7. Mutassuk meg, hogy (mi,ms) = d esetén az © = ¢ (mq), ¢ = co (m2) kongruenciarendszer akkor
és csak akkor oldhaté meg, ha ¢; = ¢y (d).
(Segitség: ha ¢; = co (d), akkor mutassuk meg, hogy a dy = d (m1), dy = 0 (m2) rendszer
megoldhat6 és x = y(c; — ¢2) + ¢ megoldésa az eredeti kongruencidknak.)

Megoldas:
Tegyiik fel, hogy a kongruenciarendszer megoldhaté, = egy megoldas. Ekkor x = ¢; (m;) és d | m;
miatt © = ¢; (d) is, tehat ¢; =z = ¢ (d), azaz a feltétel sziikséges.

Megforditva, legyen d | ¢; —c2. Az Gtmutatas szerint eljarva tekintsiik a dy = d (my), dy =0 (m2)
kongruenciarendszert. Mindkett6t leosztva d-vel, azt kapjuk, hogy y = 1 (™), y = 0 (%?), ami
megoldhaté a kinai maradéktétel szerint, hiszen ("3, ™2) = 1. Legyen z = y(c1 — ¢2) + c2 = yd -
A=2 ey, Miutan <52 egész szam a feltétel szerint, igy dy = d (m1) miatt x = d- 272 +co = ¢;
(m1) ésdy =0 (mg) miatt * = 0- 252 + ¢y = ¢ (m2). Ezzel belattuk, hogy = valoban megoldasa

a kongruenciarendszernek.

Az egyértelmiiségrol a kivetkezd mondhato:

Ha x; megoldas, akkor x5 € Z pontosan akkor megoldas, ha x1 = x5 (D), ahol D = [m;, ms]. Ha
ugyanis x1 és xo megoldasok, akkor 1 — z9 = ¢; — ¢; = 0 (m;), amibdl kovetkezik, hogy z1 — xo
oszthaté my és mo legkisebb kozos tobbszorosével is. Ha pedig 21 megoldas és xo = 21 (D), akkor
persze x5 = x1 (m;) is, amibdl latszik, hogy x5 is megoldas.



