
Számelmélet 2006/2007 ®sz6. gyakorlat: Primitív gyök, index, Wilson-tétel1. Oldjuk meg a 3x5 ≡ 2 (13) és a 3x10 ≡ 4 (13) kongruen
iákat!2.• Adjuk meg az 5x22 ≡ 6 (17) összes megoldását.3.• Tegyük fel, hogy az xk ≡ 1 (p) összes megoldása a b1, b2, . . . , br (modulo p különböz®) számok.Legyen (a, p) = 1 és xk ≡ a (p) egy megoldása c. Bizonyítsuk be, hogy ekkor xk ≡ a (p) összes(modulo p különböz®) megoldása éppen cb1, cb2, . . . , cbr.4. Igazoljuk, hogy amennyiben g primitív gyök modulo m, akkor(a) gk primitív gyök ⇐⇒ (k, ϕ(m)) = 1 és(b) modulo m pontosan ϕ(ϕ(m)) (páronként inkongruens) primitív gyök van.5. Legyen p prím, k egész. Mivel kongruens
p−1
∑

a=1

akmodulo p?6. (a)• Mutassunk példát olyan 1 f®együtthatós, egész együtthatós f polinomra, aminek f fokszámá-nál több gyöke van modulo 15.(b) Lássuk be (az el®bbi f segítségével), hogy Z15[x] polinomgy¶r¶ben nem egyértelm¶ mindenpolinom irredu
íbilis polinomokra bontása.7. Legyen p prím és jelölje az f(x) ≡ 0 (p) kongruen
ia (modulo p páronként különböz®) megoldása-inak számát r. Lássuk be, hogy
r ≡ −

p
∑

a=1

f(a)p−1 (p)8. Tegyük fel, hogy p egy 4k − 1 alakú prím. Bizonyítsuk be, hogy
(

p − 1

2

) ! ≡ ±1 (p).9. Legyen p ≥ 3 prím, {a1, a2, . . . , ap} és {b1, b2, . . . , bp} teljes maradékrendszerek modulo p. Iga-zoljuk, hogy {a1b1, a2b2, . . . , apbp} nem lehet teljes maradékrendszer. (Útmutatás: Használjuk aWilson-tételt.)


