Szamelmélet 2006 /2007 Gsz
12. gyakorlat: Négyzetosszeg probléma, szamelméleti fiiggvények

1. Tudjuk, hogy minden 4k + 1 alaka pozitiv prim felirhato két négyzetszam 6sszegeként. Adjunk
erre a tényre 0j bizonyitast a végtelen leszallas modszerével.

o 2. Igazoljuk, hogy n pozitiv egész szdmra az alabbi két allitas ekvivalens.

(a) 2n elGéll harom négyzetszdm Osszegeként.

(b) n elsall négy négyzetszam Osszegeként, ugy, hogy az Gsszeadanddk kozott van (legalabb) két
azonos.

Jelolje o(n) az n egész osztoinak Osszegét, ¢ az osztok szama, p(n) pedig a Mdbius-fliggvényt.

3. Legyen f multiplikativ szamelméleti fiiggvény. Bizonyitsuk be, hogy minden pozitiv egész a, b-re

fa) - f(b) = f((a,b)) - f([a,0]),
ahol (a,b) a legnagyobb kozos osztdja, [a, b] a legkisebb kozos tobbszorose a és b szamoknak.

e 4. Tgazoljuk, hogy ha 2P — 1 (Mersenne-)prim, akkor n = 2P~1(2P — 1) t&kéletes szam, azaz

o(n) = 2n.

5. Bizonyitsuk be, hogy a o(n) fliggvény értékkészletébdl végtelen sok természetes szam kimarad.

6. Milyen értéket vesz fel

g(n) =Y u(kn)?

k| 100!

7. Széamoljuk ki a
(a) C%:u(d)ff (%),
(b) %H(%N(d)

Osszegeket.
8. Adjuk meg g(n) megforditési fliggvényét, ha

(a) g(n) = c¢ valamely ¢ € C szamra;

(b) g(n) = S5+

9. (a) Igazoljuk, hogy a modulo p primitiv gy6kok Gsszege éppen pu(p — 1)-gyel kongruens modulo p.
(Utmutatas: Legyen S(n) a pontosan n-edrendt elemek sszege, T'(n) pedig azon a elemek
Osszege, amelyekre a™ = 1 (p). Mutassuk meg, hogy T'(n) = 0, ha n # 1 és hasznaljuk a
Mobius-inverzios formulét.)

° (b) Bizonyitsuk be, hogy az n-edik komplex primitiv egységgyokok osszege p(n).



