Szamelmélet 1. ZH megoldasok
2006 november 7.

1. Adjuk meg a 66 049z + 32639y = 7967 diofantikus egyenlet egy egész megoldasét.

Megoldas:
Euklideszi algoritmussal szdmolva kapjuk, hogy

66049-z + 32639y

66049 = 32639-24771 1 0

10403 = 771-42 + 257 0 1
71 = 257-340 1 -2
257 —42 85

azaz a legnagyobb kozds oszt6 257 és 66 049 - (—42) + 32639 -85 = 257. Miutan LT = 31, ezért az
utoébbi egyenletet 31-gyel szorozva kapjuk a megoldast: x = —42-31 = —1302 és y = 85-31 = 2635.

2. Melyik az a legkisebb pozitiv egész x szadm, amelyre
z=13"" (9)

teljestil.

Megoldas: .

Miutan ¢(9) = 6 és 117 = (=1)17 = —1 (6), ezért 1311 = 1371 = 47! (9), tehat 4 modulo 9
inverzét kell kiszdmolni: 4-2=8= —1 (9),azaz 4 ' =-2=7 (9),2="T7.

3. Keressiik meg a
39:°=8 (7)
és a
3925 =8 (19)
kongruencisk 6sszes megoldasait (kiilon-kiilon a kettt).
Megoldas:
Ha 392° = 8 (7), akkor 42° = 1 (7), igy 2% = 2 (7). Mivel 32 =2 (7), 33 = —1 (7), és ¢(7) = 6,
ezért a 3 primitiv gydk modulo 7. Ha bevezetjiik az y = inds = 4j valtozét, akkor az egyenletiink
3% =32 (7), tehat 5y =2 (6). Innen y =4 (6), z =31 = -3 (7).
Ha 392° = 8 (19), akkor ° = 8 (19). Mivel 2 primitiv gyék modulo 19 és indy 8 = 3, tehat ha
x = 2Y, akkor 5y = 3 (18). Ezt megoldva kapjuk, hogy y = 15 (18), azaz x = 2¥ =215 = —26 = -7
(19).
4. Adjuk meg a
3925 =8 (931)
kongruencia Gsszes megoldaséat! (Segitség: 931 = 72 - 19)

Megoldas:

Tanultuk, hogy a megadott kongruencia megoldésa ekvivalens a 392° = 8 (72), 392° = 8 (19)
kongruenciarendszer megoldaséval. Ehhez a 392° = 8 (7) kongruencia el6z6 feladatban kiszamolt
megoldasét fogjuk felemelni modulo 72 megoldassé.

Legyen f(z) = 392° — 8. Ekkor f’(z) = 1952* = —a* (7), innen f(—3) = 21 (49) és f'(-3) =3
(7). Tehéat az x = —3 + Ty alakt megoldéasokra felirhatjuk a

0=f(=3)+Ty- f'(=3) (49)
egyenletet. Héttel leosztva és f(—3), f'(—3)-at behelyettesitve:
0=3+3y (7),

tehat y = —1 (7), azaz © = —3 — 7 = —10 a keresett megoldas modulo 49.



Az eredeti 392° = 8 (931) egyenlet megoldasésait Ggy kapjuk, hogy kinai maradéktétellel Gssze-
rakjuk a modulo 49 és a modulo 19 megoldisokat. Tehat meg kell oldanunk az

= 10 (49)
7 (19)

rendszert. A megoldashoz az euklideszi algoritmus segitségével kapjuk, hogy 49-74+19-(—18) =1
tehat 1971 = —18 (49) é¢s 4971 =7 (19). Innen x =49 -7 (=7) + 19 - (—18) - (—10) = 88 (931).

5. Egy k szamot kdbmentesnek neveziink, ha m? | k-bél kovetkezik m = +1. Mutassuk meg, hogy ha
n € Nt akkor n egyértelmtien bonthat6 fel egy pozitiv kébmentes szdm és egy pozitiv harmadik
hatvany szorzatéra. (Tehét létezik k& € Nt kdbmentes és m természetes szam, hogy n = k - m3,
tovabba k és m egyértelm.)

Megoldas:
El6szor is vegyiik észre, hogy k pontosan akkor kobmentes, ha minden p | k primszam legfeljebb
masodik hatvanyon szerepel kanonikus alakjaban.

Legyen n = H p;?, ahol p; primek kiilonb6zdek és legyen G8; = L%J, v = «a; — 33;. Ekkor

m= H p;tés k= H p,* a kivant felbontast adja:

= i=1
k-m? = n, mert minden i-re v; + 33; = ay,

k kébmentes, mert v; < 3.

Egyértelmiiség:
Tegyiik fel, hogy n = k - m3. Megmutatjuk, hogy k és m csak a fent definialt lehet. Miutdn m és
k is osztdja n-nek, ezért m és k kanonikus alakjaban ugyanazok a prlmek fordulhatnak elo mint n

felbontasaban. Legyen tehat n, k és m kanonikus alakja n = H Pyt k= H p)tésm = H pﬁ ‘, ahol

1= 1= 1=

természetesen 3; = 0 és v; = 0 elsfordulhat. Az n = k-m? osszefuggesbol % +306; = o4 kovetkez1k
abbdl pedig, hogy k kobmentes, azt latjuk, hogy v; < 3. Ezt a két egyenlGséget pontosan 3; = [ J
és v; = oy — 303; elégiti ki.

6. Legyen p prim és a egész, amelyre op(a) = 6.
(a) Igazoljuk, hogy a? —a+1=0 (p)
(b) Mutassuk meg, hogy a — 1 modulo p rendje 3.
Megoldas:
(a) Abbdl, hogy 1 = a (p), kovetkezik
=a®-1=(a®>-1)(*+1)=(®-1)(a+1) (a®>—a+1) (p).

Miutan Z, nullosztémentes (primtulajdonsag), ezért az utdbbi szorzat valamelyik tényezGje 0
modulo p. Az a® — 1 =0 (p) kongruencia azt jelentené, hogy a rendje legfeljebb 3, a +1 =0
(p)-bél pedig o,(a) = 0,(—1) < 2 kivetkezne. Marad tehét, hogy a> —a +1=0 (p).

(b) Nézziik meg, hogy mi a — 1 harmadik hatvinya. Alkalmazva az el6bb igazolt Osszefiiggést, a?
lecserélhets a — 1-re.

(a—1P=0a*-3a*+3a—-1=ala—1)-3(a—1)+3a-1=a*>-a+2=1 (p)

Ezek szerint o,(a — 1) osztéja 3-nak. Annyit kell latni, hogy a rend nem egy, azaz a — 1 =1
(p) lehetetlen. Ha mégis igy lenne, akkor a = 2 (p)-bél kivetkezik 0,(2) = 6 tehat 2¢ = 1
(p), azaz p | 26 — 1 = 63, igy p = 3, vagy p = 7. Viszont 03(2) = 2 és 07(2) = 3 miatt ezen
primekre sem 6 a 2 rendje.

7. Legyenek p és ¢ kiilonb0z6 paratlan primszamok.



(a)

Mutassuk meg, hogy ha (a,pq) = 1, akkor az ¥?> = a (pq) kongruencidnak vagy 0, vagy 4
modulo pq kiilonb6zé megoldasa van.

. . o s 1w . (pq)
(b) Bizonyitsuk be, hogy a pg-hoz relativ prim, modulo pq kiilonbéz8 négyzetelemek szama £24
Megoldas:
(a) Tegyiik fel, hogy 2% = a (pq) kongruencidnak van megoldasa. Belatjuk, hogy ekkor pontosan

4 megoldés van.

Ha 22 = a (pq) megoldhato, akkor 22 = a (p) is az, tehat a négyzetelem modulo p. Legyenek
a négyzetgyokei +b. Hasonléan 22 = a (g) megoldésai legyenek +c. A kinai maradéktétel
szerint az

()y—b(p), =c (q)
2)y=b (p),y=—c (9
()y——b() y=c(q)

(4)y=—-b(p)y=—c(q)

kongruenciarendszereknek egy-egy megoldasa van modulo pq, amelyek mind kielégitik az 22 =
a (pq) egyenletet, hiszen mind a négy esetben y? = b> =a (p) ésy?> =c® =a (¢), tehat y*> =a
(pq). Négy kiilonbozs megoldast tudtunk mutatni.

Azt kell még latni, hogy tébb megoldas nincs. Ha egy d az eredeti egyenlet egy tetszGleges
megoldésa, akkor d megolddsa az 2> = a (p) és 22 = a (q) kongruencidknak is. Tanultuk,
hogy modulo egy primszam legfeljebb két négyzetgytke van a-nak , tehat d = +b (p) ésd = +c¢
(¢), ami azt jelenti, hogy d a fenti négy egyenletrendszer egyikének megoldasa.

Legyen {b1,...,by(pq)} redukalt maradékrendszer modulo pq. Ekkor az Gsszes négyzetelemek
halmaza nyilvan {b7,. .., ao pa) } Utébbiak k6éz6tt minden négyzetelem pontosan 4-szer szere-
pel, hiszen egy a feladat el6z6 része szerint egy négyzetelemnek pontosan négy négyzetgyoke
van modulo pg. Ez azt jelenti, hogy a négyzetelemek szama épp “”(p 9



