Szamelmélet 2009/2010 Gsz
11. gyakorlat: Szamelméleti fliggvények

Jelolje o(n) az n pozitiv egész osztoinak Osszegét, d(n) az ilyen osztok szamat, u(n) pedig a Mobius-
fliggvényt, azaz

1, han=1
win) =< 0, ha n nem négyzetmentes
(=1)",  han éppen r kiilonb6z8 primszam szorzata

Tétel. [Mobius-inverzios formula] Ha f szamelméleti fiiggvény Osszegzési fiiggvénye f1, akkor

fo) =35 @) n (%)
d|n

1. Legyen f multiplikativ szamelméleti fliggvény. Bizonyitsuk be, hogy minden pozitiv egész a, b-re

fla)- f(b) = f((a,b)) - f([a,b]),
ahol (a,b) a legnagyobb kozds osztoja, [a,b] a legkisebb kozos tobbszorose a és b szamoknak.
e 2. Igazoljuk, hogy ha 2” — 1 (Mersenne-)prim, akkor n = 2P~1(2P — 1) tokéletes szam, azaz

o(n) = 2n.

3. Milyen értéket vesz fel

o) = 3 ulkn)?

k|100!
4. Szamoljuk ki a

(@) 3 u(d)a (%),

d|n

(b) > (%) d(d)

d|n
Osszegeket.
5. Adjuk meg g(n) megforditasi fiiggvényét, ha

(a) g(n) = c valamely ¢ € C szamra;

(b) g(n) = =4+

6. (a) Igazoljuk, hogy a modulo p primitiv gyokok osszege éppen u(p — 1)-gyel kongruens modulo p.
(Utmutatas: Legyen S(n) a pontosan n-edrendii elemek Gsszege, T'(n) pedig azon a elemek
Osszege, amelyekre a™ = 1 (p). Mutassuk meg, hogy T'(n) = 0, ha n # 1 és hasznéljuk a
Mébius-inverzios formulat.)

° (b) Bizonyitsuk be, hogy az n-edik komplex primitiv egységgyokok osszege p(n).



