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1. Bevezetés

Dolgozatom témaja test feletti tobbvaltozos polinomgytrik bizonyos tulaj-
donsagainak vizsgalata. KésGbb természetesen a pontos definiciok is szere-
pelnek, egyel6re annyit mondunk, hogy egy polinomideal Grobner-bazisa egy
jo fajta generatorrendszere, az idealhoz tartoz6 standard monomok pedig az
ideal szerinti faktorstruktira — szintén kellemes egyéb tulajdonsagokkal is
rendelkez6 — linearis bazisa. Munkdmban olyan idedlok standard monomja-
ival és Grobner-bazisaival foglalkozom, amelyek egy véges halmazon (pont-
rendszeren) eltiing Gsszes polinombol allnak.

A Grobner-bazis fogalma Bruno Buchberger osztrak matematikustol szér-
mazik, aki mintegy 40 éve [5] Ph. D. tézisében és valamivel kés6bb megjelent
|6] cikkében dolgozta ki az elmélet alapjait. Buchbergert elsgsorban kommu-
tativ algebrai és algebrai geometriai kérdések motivaltak, de a témavezetdje
tiszteletére elnevezett Grobner-bazis — mikozben a hetvenes években egyre
ismertebbé valt — a matematika legkiilonb6z6bb teriiletein lelt alkalmaza-
sokra. A 33 Years of Grobner Bases cimmel tartott konferencia kiadvanya
[7] ezeknek egy jo Gsszefoglalojat adja: Buchberger eredeti [6] cikkének angol
forditasa mellett ismertet alkalmazisokat kodelméletben, egész programo-
zasban, automatikus tételbizonyitasokban, szimbolikus szamitasok elméle-
tében, statisztikdban, parcidlis differencidlegyenletek elméletében és nume-
rikus modszerekben. A legtobb matematikai program — igy a Maple és a
Mathematica is — tartalmaz Grobner-bazist szdmol6 algoritmust és hasznél
Grébner-bazisokat més jellegii kérdések eldontésére.

A technika ereje abban rejlik, hogy eszkozoket szolgaltat tobbismeretle-
nes polinomidlis egyenletrendszerek megoldasainak vizsgalatara. A Grobner-
bézisokkal egyszertien végezhetd redukcionak nevezett mitvelet kozos altala-
nositasa a linearis egyenletrendszerek megoldasira ismert Gauss eliminacio-
nak és az egyismeretlenes polinomidlis egyenletrendszer megoldhatésdgénak
eldontéséhez sziikséges euklideszi algoritmusnak.

Véges pontrendszerekhez tartozé Grobner-bazisokat dolgozatomban elss-
sorban kombinatorikus alkalmazasokra tekintve targyalom. Linearis algebrai
Osszefiiggések ilyen jellegli hasznélata széles korben ismert; bizonyara az Ol-
vaso is fel tud idézni példaul olyan bizonyitast, ahol valamilyen objektumok
szamat feliilr6l becsiiljiik a hozzdjuk tartozoé linedrisan fiiggetlen vektoro-
kat tartalmazé tér dimenzidjaval. Lineéris helyett magasabb fokid polinomok
segitségével szamos tovabbi kombinatorikus kérdés vizsgalhato, van tehat he-
lyiik a Grobner-bazisoknak. A moédszer alkalmazasaban Rényai Lajos és egy
doktorandusz hallgatéja, Hegediis Gabor, szerzett eléviilhetetlen érdemeket.

A mér emlitetteken tul a Grobner-bazisok nagy elénye, hogy mindenféle



kommutativ algebrai elGismeret nélkiil is konnyen érthetGek. A 2. fejezet-
ben ennek megfelel§en bemutatom az elmélet alapjait. A felépitésben nem
torekszem a lehetd legaltalanosabb formara, de igy is, a fejezet nagyjabol
tartalmazza a témakor definicidit és legfontosabb tételeit, bizonyitasokkal
egyiitt. Részletesebb targyalds talalhat6 példaul [1] és [4] konyvekben.

Egy ideal Grébner-bazisa és standard monomjai fiiggenek egy — a mono-
mokon értelmezett — rendezéstsl. Az egyik lehetséges valasztast lexikografikus
rendezésnek (vagy roviden leznek) nevezik. A 3. fejezetben egy kétszemélyes
jaték segitségével ekvivalens jellemzését adom a lexikografikus rendezésre vett
standard monomoknak. Ez 1j eredmény, amelyet Ronyai Lajossal és Réath
Balazzsal kozos [14] cikkiinkben is publikdlunk. Ezen kombinatorikus jellem-
zés, a bel6le kozvetleniil ad6doé lex standard monomok rekurziv szerkezetérsl
sz016 kovetkezménnyel egyiitt, tekinthets a dolgozat kozponti tételének. A 4.
és 5. fejezetekben bemutatott 6nallo eredmények nagy részét a jaték folyomé-
nyaként sikeriilt belatni. A méar ismert tételek leirasakor is torekedtem arra,
hogy a lex standard monomok fenti karakterizdcidjaval adjak egyszeriibb, a
dolgozat szerkezetébe jobban illeszked6 bizonyitasokat.

A 4. fejezet algoritmusokrol szol. Buchberger eredeti modszere, amely
altaldnos polinomideal Grobner-béazisat ki tudja szamitani, szerepel minden
a témaba bevezetd konyvben. Itt Adams és Loustaunau [1| munkijat vé-
lasztottam a leiras alapjaul. Targyalok két tovabbi algoritmust, amely véges
pontrendszerhez tartozé Grobner-bazist szamol; az altalanossig megszorita-
saért karpotlasul joval hatékonyabban. Ezek koziil Farr és Gao [12] eredmé-
nye aranylag 1j, de csak specidlis esetekben ad jobbat a sokak altal alaposan
vizsgalt Buchberger-Moller-algoritmusnél, amely bemutatasaban f6ként Teo
Mora és Lorenzo Robbiano [28] Gsszefoglalé cikkére hagyatkoztam. Annak
ellenére, hogy a modszerrel tobben foglalkoztak, a futasidének nem talaltam
olyan elemzését, amely nem csak a testben sziikséges aritmetikai miiveletek
Osszeszamolaséara korlatozodna. A koltségbecslésnél igy azt is figyelembe ve-
szem, hogy két monom a valasztott rendezés szerinti O0sszehasonlitisa nem
végezhet§ el konstans id6ben. Végiil ismertetek egy kombinatorikus algorit-
must lex standard monomok szamitésara, amely gyorsabban végez mint az
eddig ismert modszer.

Harom specialisan valasztott tipust pontrendszer standard monomjait és
bizonyos esetekben Grobner-bazisat hatdrozom meg az 5. fejezetben. A mo-
dulo r ¢-széles pontrendszer standard monomjait a 3. fejezetben ismertetett
jaték segitségével tudjuk kiszamolni, csakiigy mint az oszthatdsdgra nézve
minimiélis nem standard monomokat, amelyeknek altalaban a Grobner-bazis
meghatarozasakor kulcsszerepiik van. Magat a Grobner-bazist ennek ellenére
nem adom meg, helyette egy specialis esetben, az ¢-széles (tehat nem modula-
risan tekintett) pontrendszerét szimolom csak ki, amely mar ismert eredmény

4



[20]. A maésodik specialis eset az egy elem dltal generdlt szimmetrikus pont-
rendszer, amelynek lex standard monomjait hatarozzuk meg, szintén a jaték
kovetkezményeként. Ez — bar alapjai ugyanazok a kombinatorikus tények
— valamelyest egyszertisiti Hegedis és Ronyai [23] korabbi bizonyitasat. A
Grobner-bazist itt is csak egy speciélis esetre tudom megadni, Hegediis, Nagy
és Ronyai [21] munkaja nyoman. Végiil ugyanezen cikk alapjan ismertetem
a harmadik tekintett pontrendszer — amely iranyitott fik karakterisztikus
vektoraibol all — lex standard monomjait és lex Grobner-bazisat.

A lehetséges kombinatorikus alkalmazasok koziil néhanyat bemutatok a
6. fejezetben. Jorészt Hegedis, Friedl és Ronyai [20], illetve Hegedtis és Ro-
nyai [24] munkaibdl valogatva, foglalkozom az {1,2,...,n} halmaz bizonyos
tulajdonsdgoknak eleget tevs részhalmazainak csalddjaval. Halmazrendsze-
rek tartalmazdsi mdtriza altaldnositasa a grafelméletbdl ismert illeszkedési
méatrixnak. Néhany ilyen rangjat kiszdmolom és segitségiikkel bizonyitok a
halmazcsalad elemszaméra vonatkozo becslést, tobbek kozott igazolva Babai
és Frankl egy sejtését. Egy mas jellegii alkalmazasként bemutatom Hegeds,
Nagy és Ronyai [21] bizonyitasat a szimmetrikus polinomok alaptételének
altaldnositott alakjara.



2. Standard monomok és Grobner-bazis

Miel6tt ratérnénk a dolgozat kozponti fogalmainak definidlasara, bevezetiink
néhany jelolést, amelyeket végig hasznalni fogunk.

A nemnegativ egészek, az egészek és a raciondlis szimok halmazat rendre
N, Z és Q roviditi, I, pedig a p elemi véges testet jeloli. Mindvégig F egy
tetszbleges test lesz, n pedig pozitiv egész. Az {1,2,...,n} halmazra réviden
[n] halmazként hivatkozunk, az F feletti n valtozos polinomgytiriire pedig a
szokasos F[z1,...,x,] jelolést hasznaljuk.

Monomok alatt x7"z3? ... 2% € F[x1,...,x,] alaki polinomokat értiink.
Az F[z4,...,x,] polinomgyfri tekinthets F feletti vektortérnek (s6t akar al-
gebranak), ennek a monomok linearis bazisat alkotjak. Azt mondjuk, hogy
egy x1'xy? ... ¥ monom szerepel f-ben, ha f-et monomok linearis kombi-
naciojaként elGallitva x"z5? ... x% egyiitthatéja nem nulla.

Ha fi,..., fm € Flzy,...,2,], akkor az altaluk F|z,...,z,] gyilriben
generalt idealt (fi,..., fn) jeloli.

Vektorok megkiilonboztetésére félkovér bettiket hasznalunk, koordinata-

ikra pedig ugyanazon betli megfelel§en szamozott nem vastag valtozatéaval

hivatkozunk, példaul w = (wy,...,w,). Hasonléan, f(x) € F[x] roviditi
f(z1,...,2,) € Flzy, ..., z,)]-et, x¥ pedig az 27" z5* ... ¥ monomot.

2.1. Tagsorrend

Egy F [x] monomjain értelmezett < teljes rendezést tagsorrendnek nevezziik,
amennyiben minden x¥ € F[x] monomra 1 < x%, és minden xV,x" xV €
F[x] monomra, amelyre x" < xV, teljestil x" - x™ < xV - x" is.

Standard monomokroél és Grobner-bazisrél mindig egy rogzitett tagsor-
rendet feltételezve beszéliink, méas rendezéshez altalaban masok a standard
monomok. Bizonyos alkalmazésokban elegend§ egy tetszGleges Grobner-bazis
meghatarozasa, mig egyes esetekben egyéb tulajdonsigoknak is eleget tevd
tagsorrendek sziikségesek. A koévetkez6kben mutatunk néhany példat, és
egyben definidljuk a szamunkra legfontosabb két tagsorrendet.

Azt mondjuk, hogy x%V a lexikografikus rendezés szerint kisebb vagy egyen-
16, mint x", ha a legkisebb i-re, amelyre w; # u;, teljesiil w; < w;. Nyilvan-
valo, hogy a lexikografikus rendezés tagsorrend. Ezt a rendezést ezentil
roviden leznek fogjuk nevezni.

A masik gyakran hasznalt tagsorrend a fok-kompatibilis lexikografikus ren-
dezés, roviden deglex. Egy x% a deglex szerint kisebb mint x", amennyiben
x" foka kisebb, mint x" foka (azaz sz < Zu,) vagy pedig azonos fo-

1=1
kuak, és xV megel6zi x"-t a 1ex1kograﬁkus rendezés szerint. A tagsorrendtdl



megkivant tulajdonsdgok a deglex rendezésre is trivialisan teljesiilnek.
Példaul n = 2 esetén az elsé néhany monom lex rendezése

1 <2y <25 <20 <+ <2y <Xy < T1T5 < - <22 <2209 < T2 < ...
deglex rendezése pedig
2 2 3 2 2 3
1 <2 <71 <75 <7170 <77 <75 <3175 < T7T2 <] < ...

Altalaban is fok-kompatibilisnek hivunk egy tagsorrendet, ha teljesiil,
hogy kisebb fokii monomok a rendezésben kisebbek.

Miel6tt ratérnénk a tagsorrendek legfontosabb tulajdonsigainak igazola-
séra, bizonyitas nélkiil kozoljiik ezen rendezések egy szép jellemzését.

Legyen a pozitiv valés szamokbol 4116 n hosszi vektor. Egy x™ monom a-
val silyozott fokszdma a és w skalaris szorzata, azaz 1w, + asws~+- - -+ apwy,.
Legyen A egy n X n-es pozitiv valos elemekbdl 4l16 nemszingularis matrix, és
definialjunk a segitségével tagsorrendet a kovetkezé moédon. Egy x¥ monom
legyen kisebb, mint x", ha A els6 sora, mint silyvektor szerinti silyozott
fokszama x%-nek kisebb. Amennyiben ezek egyenlGek, hasonlitsuk Ossze az
A maésodik sora szerinti silyozott fokszamokat. Az eljarast folytatva teljes
rendezést kapunk, hiszen amennyiben x% és x" Osszes A szerinti silyozott
fokszama egyenld, akkor w-t és u-t oszlopvektorként tekintve Aw = Au, igy
w = u, hiszen A regularis. Teljesiil 1 < x%, mivel xV tetsz6leges stlyozott
fokszama nemnegativ. Végiil a tagsorrendt6l megkivant harmadik tulajdon-
sag abbdl kovetkezik egyszertien, hogy x" - xV stlyozott fokszdma éppen x"
és xV stulyozott fokszamainak Osszege.

Robbiano [29] (vagy vazlatosan |30]) igazolta, hogy tetszéleges tagsorrend
elgall ilyen alakban valamilyen alkalmasan valasztott A matrixszal. A lex
rendezést példaul megadja az n x n-es identitas, a deglexet pedig az

11 1 .01
1 0 0 ... 0

1 0 ... 0
| 0 0 1 0|

matrix.

2.1. Tétel. Tetszdleges < tagsorrend a monomok kézétti oszthatdsdg fino-
mitdsa (azaz ha x% | x*, akkor x¥ < x") és jolrendezés.

Bizonyitas: Az els§ allitas igazolasahoz tegyiik fel, hogy xV | x*. Ekkor
:—: is monom, tehat teljesiil 1 < :—: Ha beszorzunk x%-vel, éppen a kivant
egyenlStlenséget kapjuk.



Tegyiik fel indirekte, hogy < nem jolrendezés, azaz létezik végtelen hosszi
leszall6 lanc

XL XV o XM e XV XV
Tekintsiik az
(x™1y C (x™,x™2) C (x™, x"2 x"3) C ...

felszallo ideallancot. Mivel F|[x] Noether gyiirt, ez nem lehet végtelen, te-
héat speciélisan van olyan i, amelyre x"i+t € (x™* ... x%i). Ha h € F[x]
tetszbleges polinom, akkor minden x%h(x)-ben szerepl6 monom nagyobb
vagy egyenl§, mint x%. Emiatt igaz az is, hogy tetszGleges hy,...,h; €

(]
F[x]-re minden a ) hj(x)x™i polinomban szereplé monom nagyobb vagy
j=1

w1

egyenlé, mint az x™* ..., x"i monomok koziil a legkisebb. Mas szoval, az
(x™1 ..., x%i) ideal tetszGleges elemének legkisebb monomja is nagyobb vagy
egyenl§, mint x™i. Arra jutottunk tehat, hogy x™ < x%i+t ami ellentmond
indirekt feltevésiinknek. O

Wi

2.2. Standard monomok és f6tagok

Rogzitsiink egy < tagsorrendet. Egy f(x) € F[x|, f # 0 polinom fétagja
avagy vezeld tagja (a < tagsorrendre nézve) a benne szereplé monomok koziil
a legnagyobb. Az angol leading monomial elnevezés roviditéseként f fGtagjat
Im (f)-fel jeloljiik. Fdegyiitthatonak Im (f) egyiitthatojat hivjuk.

Legyen I <TF[x] egy ideél. Ekkor I fétagjainak Lm (I) halmaza az I-ben
szereplé nemnulla polinomok f6tagjaibol all, azaz

Lm(I)={Im(f) : fel,f#0}.

Lathato, hogy Lm (I) az oszthatosagra nézve felszallo halmaz, azaz xV €
Lm (I) és x™ | x" esetén x" € Lm (I), hiszen amennyiben x% = Im (f(x)),
agy x" = Im (%3 f(x)).

Az I idedl standard monomjai azon monomok, amelyek semelyik f € I
polinomnak sem vezetd tagjai, azaz

Sm(I)={x" €F[x]}\Lm (/) ={x" : Af € I, amelyre Im (f) =x"}.

Miutéan felszallo halmaz komplementere, ezért Sm (I) leszallo az oszthato-
sdgra nézve.

Néha fogjuk hasznélni idealok helyett tetszéleges F' C F[x] polinomhal-
mazra is a magatol értet6d6 Sm (F) és Lm (F) jeloléseket.
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2.3. Grobner-bazis
Grobner-bazis létezése

Miel6tt definidlnank egy ideal Grobner-béazisat, bebizonyitjuk a 2.3. allitast,
ami — mint a definici6 fényében régtén latni fogjuk — azt mondja ki, hogy
tetszoleges idealnak létezik Grébner-bazisa.

Egy I idealt monomidlis idedlnak neveziink, ha van monomokbol 4llo
generatorrendszere.

2.2. Lemma. Ha I monomidlis idedl, H monomokbadl dllo generdtorrend-
szere, és f € I, akkor f minden monomgja oszthato valamely H-beli monom-
mal, tehdt f minden monomja is I-ben van. Minden monomidlis idedlnak
van monomokbdl dllo véges generdtorrendszere.

Bizonyitas: Legyen I monomialis és f € I. Ekkor a feltétel szerint létez-
nek x%1 ... x"™ € H monomok és hy,...h, € F[x| polinomok, amelyekre

A jobb oldal minden monomja oszthaté valamely xVi-vel, azaz f minden
monomjara ugyanez igaz.

Tekintsiik I-nek egy véges fi,..., fm generatorrendszerét. A lemma els6
része szerint az ezekben szerepld véges sok monom mind /-ben van. Nyilvan-
valéan ezek generéljak is I-t, tehat a mésodik allitas is igaz. O

2.3. Allitas. Tetszdleges I idedl esetén Lm (I)-nek van olyan véges H rész-
halmaza, amelyre igaz, hogy tetszéleges x™ € Lin (I)-t osztja valamely H-beli
monom.

Bizonyitas: Tekintsiik az In (/) := (Lm (/)) monomialis ideal egy mo-
nomokbol all6 véges H generatorrendszerét, amely a 2.2. lemma szerint léte-
zik. Minden In (I)-ben levé monom szerepel Lm (I)-ben is, ugyanis ha x% €
In (), akkor a 2.2. lemma szerint valamely Lm ()-beli monom osztja x%-t,
igy — kihasznalva, hogy Lm (I) az oszthatosagra nézve felszallo —x" € Lm (I)
is teljesiil. Specilisan tehat H C Lm (I). Masrészt, ha x¥ € Lm (I), akkor
x% € In (I), igy megint csak a 2.2. lemma alapjan valamely H-beli monom
osztja 6t. Ezek szerint H megfelel a kovetelményeknek. O

Az I ideal Grébner-bizisanak neveziink egy olyan véges G C I halmazt,
amelyre teljesiil, hogy minden f € I, f # 0 polinomhoz létezik ¢ € G,
amelyre Im (g) osztoja lm (f)-nek. Vegyiik észre, hogy a 2.3. allitas éppen



azt mondja ki, hogy minden idedlnak létezik Grobner-bazisa, hiszen az ott
szereplé H halmaz minden xV eleméhez van g € I, amelyre lm (g) = x%,
és ezen g polinomok halmaza I egy Grobner-bazisa. Fontos megjegyezni,
hogy miutan egy polinom vezet§ tagja fligg a valasztott tagsorrendtél, ezért
altaldban a Grobner-bazis sem fiiggetlen téle.

Redukcio

A definiciobol nem latszik kozvetleniil a Grobner-bazisok legfontosabb tu-
lajdonsaga, amelyet az alabbiakban fogunk vizsgalni, és amely szerint a
Grébner-bazis egy nagyon jo adottsagokkal rendelkezé generdtorrendszere
az idedlnak.

Legyen f,g € F[x], tegyiik fel, hogy f egy x™ monomja oszthat6 lm (g)-
vel, xV egyiitthatoja f-ben cy, g f6egyiitthatoja pedig c,. Legyen

~ Cf'Xw

fx) =fx) - )g(X)- (1)

cg - 1Im (g

Vegyiik észre, hogy f—ban x" helyébe nala szigorian kisebb monomok keriil-
tek, hiszen % g(x) fétagja x% éppen kiesik. Ezt a miiveletet redukcionak
hivjuk.

Ha G polinomok véges halmaza és f(x) € F[x]|, akkor azt mondjuk,
hogy f redukdlt G-re nézve, amennyiben f semelyik monomjit sem osztja
semelyik g € G vezet$ tagja. Legyen most f tetsz6leges, és redukaljuk (1)
szerint G elemeivel, amig G-re nézve redukalt polinomot nem kapunk, ugy
hogy mindig a szerepld legnagyobb monomot helyettesitjiik kisebbekkel. Ez
az eljaras véges sok lépésben véget ér, hiszen minden egyes redukcidval kisebb
lesz a legnagyobb G-vel redukilhat6 monom. Az is vilagos, hogy az eljaras
soran megkapjuk f-nek egy

flx) = Z 9i(x)hi(x) + f(x)

elsallitasat, ahol G = {g1,...,9m}, h1,..., hm € F[x], f redukalt polinom
G-re nézve, és teljesiil Im (g;h;) < Im (f). Azt mondjuk, hogy f az f (egy)
redukdltja G-re nézve, amennyiben léteznek ilyen tulajdonsaga hi,..., hn,
polinomok.

Példa. Legyen g1(x1,%2) = 122+ 1, 92(T1, T2) = T122+ 22, G = {g1, g2} és
f(z1,29) = 22129+ 21 + 2. Ha f-et el6szor g;-gyel redukaljuk, akkor zo —x1-
et kapunk, ha go-vel, akkor x; — xo-t. Vilagos, hogy mindketts f redukaltja
G-re nézve. Raadasul f = g + go, ezért a redukalt definicioja alapjan a 0
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polinom is f redukaltja, annak ellenére, hogy (1) szerinti redukcios lépésekkel
nem kaphaté meg.

Latni fogjuk azonban, hogy ennek az az oka, hogy G nem Grobner-béazisa
a (@) idealnak. Hamarosan igazoljuk, hogy Grobner-bézis szerint minden
polinom redukaltja egyértelmi, és igy meg is kaphato6 a fenti redukcios lépé-
sekkel.

Az alabbi tétel az els6 fontos allitasunk, amit a Grobner-bazis fogalma
segitségével tudunk bizonyitani.

2.4. Tétel. Ha I idedl F[x]-ben, akkor az T feletti F[x] /I vektortérnek li-
nedris bazisdt adjik Sm (I) elemeinek I szerinti ekvivalenciaosztdlyai.

Bizonyitas: Sm (I) ekvivalenciaosztéalyai linearisan fiiggetlenek F[x] /I-
ben, ugyanis amennyiben

Zai x"i+1)=0
i=1
egy nemtrividlis linearis osszefiiggés, akkor
m
f(x):= Zaixwi el,
i=1

amibdl Im (f) € Lm (I) kovetkezik, ellentmondva annak, hogy csupa stan-
dard monomot tekintettiink.

Legyen G az I tetsz6leges Grobner-bazisa, f € F[x] és faz f egy G sze-
rinti redukaltja. Ekkor f és f azonos I szerinti mellékosztalyban van, hiszen

3 gi(x)hi(x) € I. Masrészt f redukalt G-re nézve, ezért monomjai nem le-
i=1

hetnek Lm (I)-ben, tehat f standard monomok linedris kombinécidja. Ezek
szerint f is el6all modulo I, mint Sm (/) elemeinek lineéaris kombinacioja. O

2.5. Kovetkezmény. Ha G az I idedl Grébner-bdzisa, akkor f € F[x] poli-
nom G szerinti redukdltja eqyértelmi, és f € I pontosan akkor, ha a redukdlt
0. Specidlisan (G) = I teljestil.

Bizonyitas: Amint az el6z8 bizonyitasban lattuk, f € F[x] polinom
G szerinti redukaltja standard monomok linearis kombinécidja, ami Sm (I)
bazis tulajdonsaga miatt egyértelmtien meghatarozott az f 4 I mellékosztaly
altal. A masodik allitas kovetkezik, hiszen f € I esetén f és 0 modulo I
azonos, redukaltjuk ezért megegyezik. Ugyanakkor a 0 polinom mar redukalt,
tehéat f redukaltja 0. O

A 2.5. kovetkezmény megforditasai is igazak.
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2.6. Allitas. Ha G C I véges, és minden f € I polinom G-vel redukdlhato
0-ra, akkor G Grobner-bdzis.

Ha G C I véges, és minden f € F[x]| polinom G szerinti redukdltja egyér-
telmi, akkor G Grébner-bdzis.

Az els6 allitas vilagos, hiszen ha 0-ra redukalhat6 egy f € I, akkor f =
> gihi, ahol G = {g1,...,gm}, hi € F[x]| és minden i-re Im (g;h;) < 1m (f).
i=1

Raadasul valamely i-re biztosan lm (g;h;) = lm(f), igy erre Im (g;) osztja
Im (f)-et. A masodik allitas bizonyitasa valamivel t6bb szamolast igényel,
de egyaltalan nem nehéz.

Redukalt Grobner-bazis

Egy I ideal Grobner-bazisa természetesen nem egyértelmi, példaul egy G
Grébner-bazishoz hozzavéve I véges sok elemét, a kapott halmaz is Grébner-
bazisa I-nek. Bizonyos kézenfekvs tovabbi tulajdonsigot is megkiovetelve
viszont méar egyértelmd lesz. Ha G Grobner-bazisra teljesiil, hogy minden
g € G redukalt G \ {g}-re nézve és fGegyiitthatoja 1, akkor G redukdlt
Grobner-bdzis. Més szoval G Grobner-bézis pontosan akkor redukalt, ha
minden g € G-ben lm (g)-t6l eltekintve csupa standard monom szerepel és g
f6egyiitthatoja 1.

2.7. Tétel. Tetszoleges I idedlhoz eqy rogzitett tagsorrend mellett létezik re-
dukdlt Grébner-bdzis és az egyértelmi.

Bizonyitas: A létezés igazoldsahoz legyen G tetszéleges Grobner-bazisa
I-nek, amelyben minden f6egyiitthatd 1, és modositsuk az alabbiak szerint.
Dobjuk el (valamilyen sorrendben haladva) azokat a ¢ € G polinomokat,
amelyek vezets tagjait osztja valamely mésik még el nem dobott G-beli poli-
nom fGtagja. Az igy kapott G'; polinomhalmaz nyilvan tovabbra is Grébner-
bézis, hiszen Lm (I) minden — az oszthatésigra nézve — minimalis x™ elemé-
hez pontosan egy g € G-t tartottunk meg, aminek fétagja x%.

Ha g € G4, akkor legyen g a g — Im (g) polinom G, szerinti redukaltja és

Gy :={lm(g)+g: g€ Gi}.

Ekkor G4 szintén Grébner-bazis, hiszen pontosan ugyanazok G és G ele-
meinek f6tagjai. Az is vildgos, hogy G5 redukalt.

Az egyértelmiiség bizonyitasdhoz tegyiik fel, hogy G és H is redukalt
Grébner-bazis. Mivel a f6tagok specidlisan egymast sem oszthatjak redukalt
Grobner-béazisban, ezért G és H vezetd tagjai is éppen Lm (I) minimélis
elemei, igy |G| = |H|. Legyen g € G és h € H, amelyre Im (g) = lm (h).
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Ekkor g — h standard monomokbo6l all, ugyanakkor g — h € I, ezért csak
g — h =0, lehet. Ezek szerint G = H. O

A redukalt Grobner-bazis elemeinek f6tagjait Lm (1) minimdlis generdto-
raznak hivjuk, hiszen — amint az el6bbi bizonyitasban is lattuk — ezek éppen
az oszthatosagra nézve minimalis /-beli vezetd tagok.

2.4. Adott halmazon eltiind polinomok idealja

A dolgozat nagy részében bizonyos specialis tulajdonsagu idedlokkal fogunk
dolgozni. Ebben az alfejezetben bevezetjiik ezeket az idedlokat, és igazolunk
egy alapvetd tényt standard monomjaik szamarol.

Ha f(zq,...,z,) € F[x] polinom, és y € F* az F feletti n dimenzids
affin tér egy pontja, akkor behelyettesithetjiik f valtozoi helyére y-t, azaz f
tekinthets " — T fiiggvénynek. Legyen V' C F" és jelolje I(V) a V-n elting
polinomok halmazat, azaz

I(V):={f(x) € F[x] : f(y) =0 mindeny € V-re}.

Vilagos, hogy I(V) ideal F[x|-ben. Az F feletti F[x| /I(V) vektortér a V-
n értelmezett polinomfiggvények tere. Az elnevezés jogos, hiszen f; és fo
polinomok pontosan akkor egyeznek meg fiiggvényként a V' halmazon, ha
fi — fo a teljes V-n eltiinik, azaz ha f; és f, modulo I(V') azonos.

Tegyiik fel, hogy V véges. Ekkor egyszeri interpoléicioval lathato, hogy
tetszGleges V. — T fiiggvény reprezentalhaté polinommal. Ebben az eset-
ben tehat F[x] /I(V) megegyezik a V — T fiiggvények vektorterével. Miu-
tan egyrészt az utobbi F feletti dimenzidja |V'|, méasrészt a 2.4. tétel szerint
F[x]/I1(V) éppen |Sm (I(V))| dimenzios, ezért igazoltuk, hogy

Sm (I(V)| = V1,

amely alapvetd Osszefiiggést a tovabbiakban gyakran fogjuk hasznélni.

A fentiek egyszerti kovetkezménye, hogy amennyiben G az I(V) véges
pontrendszerhez tartoz6 idedl Grobner-bazisa, akkor ¢ = 1,..., n-re létezik
g € G, amely vezet§ tagja z; hatvianya. Ehhez radadasul csak annyit kell
felhasznalni, hogy Sm (I(V')) véges. Ez esetben ugyanis az 1, z;, z2,... mo-
nomok linearisan sszefiiggéek, azaz van olyan f(x;) € Flz;], amely I(V)-ben
van. Ennek f6tagja =¥ valamely w kitevére, ezért z¥ € Lm (I(V)), kovetke-
zésképpen G-ben kell legyen egy kivant tulajdonsagi polinom.

Valdjéban ez a feltétel ekvivalens Sm (I) végességével, azaz igaz az is,
hogy ha egy tetszGleges I idedl Grobner-bazisara teljesiil, hogy minden z;
valtozora van a Grobner-bazisnak z”* f6tagi eleme, akkor Sm (I) véges. Ezt
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konnyt latni, ugyanis egy x" monom legfeljebb akkor lehet Sm (I)-ben, ha
minden i-re u; < w; (hiszen z}”" € Lm (I)), ilyenbdl viszont csak véges sok
(wy - wy ... wy,) van.

Ezeket az idealokat 0 dimenzidsaknak hivjuk. Altaldban nem teljesiil,
hogy egy 0 dimenzids ideal valamely véges pontrendszerhez tartozna.

Végiil bebizonyitunk egy lemmat, amit késGbb tobbszor is felhasznalunk
annak bizonyitasara, hogy egy F' = {fi,..., fm} polinomhalmaz Grébner-
bazis.

2.8. Lemma. Legyen I tetszdleges 0 dimenzids idedl és F = {f1,..., fm} C
I. Pontosan akkor Grébner-bazisa I-nek F, ha |Sm (F)| = [Sm (I)].

Bizonyitas: A definiciobol nyilvanvald, hogy Sm (F') O Sm (/) mindig
teljesiil. Az elemszamok egyenlésége tehét ekvivalens a halmazok egyenls-
ségével. Viszont Sm (F) = Sm (I) azt jelenti, hogy minden x¥ € Lm (I)
monom F'-re nézve nem redukilt, azaz valamelyik f; € F f{&tagja osztja,
tehat F' Grobner-bazis. O

Vegyiik észre, hogy amennyiben I = I(V) valamely véges V pontrend-
szerre, akkor |Sm (I)| = |V|, ezért a feltétel a szdmunkra érdekes esetekben
kénnyen ellenérizhetd lesz.
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3. A lexikografikus eset kombinatorikus jellem-
zése

Ebben a fejezetben < végig a lexikografikus rendezést fogja jelenteni, tehat
specidlisan z; > x9 > -+ - > x,. Ismertetiink egy kétszemélyes jatékot, amely
felhasznalhato lesz véges V' C F* pontrendszerekhez tartozé Sm (I(V)) le-
xikografikus standard monomok leirasédra. A karakterizacionak targyaljuk
néhany egyszert kovetkezményét, mas fontos alkalmazasokat pedig a kovet-
kez6 két fejezetre hagyunk. A jaték természetébdl kovetkezni fog, hogy a lex
rendezéssel tekintett Sm ((1')) halmaz fiiggetlen V' koordinatainak konkrét
értékétsl és a V-t tartalmazo testtsl; V' kombinatorikus szerkezete 6nmagéa-
ban meghatarozza a lex standard monomokat.

3.1. A lex jaték
Szabalyok és jel6lések

Legyen V' C F"* nemiires véges pontrendszer és w = (wy, ..., w,) € N*. Ezen
rogzitett paraméterek mellett a Lex(V; w) jaték a kovetkezo.

Az egyik jatékos, Stan, gondol egy y = (y1,...,yn) € V pontra. A masik
jatékos, Lea feladata, hogy kitalalja y egy koordinatajat a kovetkezd szaba-
lyok szerint. ElGszor y, értékére tippelhet, legfeljebb w,-szer. Amennyiben
eltaldlja, a jatéknak vége, Lea nyert. Egyébként Stan elarulja y, értékét. A
kovetkezé korben Lea w,_; alkalommal tippelhet y,_i-re, és igy tovabb. A
jatéknak akkor van vége, ha Lea valamely y;-re helyesen tippelt (ekkor Lea
nyer), vagy ha végiil y;-et sem talalta el Lea. Utobbi esetben Stan a gyGztes.
Fontos megjegyezni, hogy természetesen mindketten ismerik a szabalyokat,
azaz a V és w paramétereket.

Példa. Legyen o, 5 € F, n =5, és alljon V azon 5 hosszi «a-f sorozatokbol,
amelyekben 1, 2, vagy 3 koordinata értéke a. A w = (1,1,1,0,0) kérdésvek-
torra van Leanak nyeré stratégidja. Mivel ws = wy = 0, ezért a jaték els6 két
korében Stan egyszerien elarulja ys, majd y, értékét. Ezek utan Lea egyszer
tippelhet y3-ra. A kovetkezé modon tud nyerni. Amennyiben ys = y, = 3,
akkor Lea tippeljen ys, yo és y1 értékére is a-t. Igy biztosan nyer, hiszen
y valamelyik eleme biztosan «. Amennyiben viszont ys és y4 valamelyike o
volt, akkor tippeljen mindharomszor (-ra. Megint csak nyerni fog, hiszen
nem lehet, hogy y; = y» = y3 = « legyen, mert akkor y-nak méar négy o
koordinatija lenne.

Hasonléan végiggondolhato, hogy a w = (0,1,1,1,0) sorozatra viszont
nincs Leanak nyerd stratégidja, azaz barhogyan is jatszik, el6fordulhat olyan
y, amire az adott stratégidval nem nyer.
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Erdemes kiterjeszteni a jatékot a V = () esetre is, maskiilonben bizonyos
érveléseknél ezzel kiilon kellene foglalkozni. KésGbb latni fogjuk, hogy az ér-
telmes definici6 az, hogy tetszleges w € N* kérdésvektor mellett a Lex(0; w)
jaték gybztese Lea.

A jaték rekurziv szerkezete miatt leginkabb teljes indukciéval fogjuk tudni
allitdsainkat bizonyitani. Emiatt célszerti bevezetni az alabbi jeloléseket. Ha
B € I, akkor V-nek a §-ra végz6dd n — 1 hosszu kezddszeletei halmaza

Vﬂ = {(Ul,---;vn—l) eF 1. (Ul,...,Un_l,ﬂ) S V}

Vilagos, hogy amennyiben Stan és Lea egy Lex(V; (wy, ..., w,)) jatékot kez-
denek jatszani és Leanak nem sikeriil kital4lnia y,-et, akkor a jaték tugy foly-
tatodik, mintha éppen akkor kezdenének bele egy Lex(V}, ; (wi,..., wn_1))
jatékba. Altalanosabban, i > 1 esetén 5;, Bit1,- - ., Bn testelemekre legyen

Vﬂnﬂnflﬂz = {(Ula e avi—l) € P_l : (Ula ceey Vi1, Bia e Bn) € V} )

és igy amennyiben Lea nem talalta el y,, y,_1, ..., y; egyikét sem, akkor
valojaban egy Lex(Vy, .y, 1.y (W1, ..., wi_1)) jatékot jatszanak tovabb.

Legyen {ay,...,ar} C FaV elemeinek koordinataiban el6fordulo értékek
halmaza. Ekkor természetesen

V C{a,...,0x}".

Nyugodtan feltehetjiik, hogy Lea tippjei y koordinatéira az {a, ..., oy} hal-
mazbol keriilnek ki, hiszen értelmetlen volna mast valasztania, ha nyerni sze-
retne. Jelolje V¢ a V pontrendszer {«q, ..., ai}-ban vett komplementerét,
azaz legyen

Vc:{ozl,...,ak}"\v.

Nyerd stratégiak

A jatékkal kapcsolatos f6 kérdés, hogy mely rogzitett paraméterek mellett
van Leanak nyerd stratégiaja. A fejezet legfontosabb és egyben erre valaszt
ado tételét a kovetkez6 alfejezetben igazoljuk, el6tte azonban a jatékosok
stratégidira vonatkoz6 néhany egyszeriibb allitast targyalunk.

A jaték elemzését megkonnyiti, ha hasznaljuk a szamitastudomanybol jol
ismert ellenség modszert (1d példaul [26] 5.3.2. fejezetét) Stan stratégiaja-
nak meghatarozadsdhoz. A mi esetiinkben ez azt jelenti, hogy megengedjiik
Stannek, hogy csaljon a jatékban, mindaddig, amig ezt Lea nem tudja meg.
Pontosabban, feltessziik, hogy Stan vald6jaban nem is rogzit egy y € V ele-
met, hanem egyszertien egészen addig allitja Le4dnak, hogy rosszul tippelt,
amig van olyan y € V, amivel az addigi valaszai mind konzisztensek. Van
tehat értelme arrél beszélni, hogy a jatékban Stannek van nyerd stratégidja.
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3.1. Lemma. Ha n > 1, akkor Stannek pontosan akkor van nyerd straté-
gidja a Lex(V;(wy, ..., wn_1,wy)) jdtékban, ha van legaldbb w, + 1 olyan
B € {ou,...,ar}, amelyre van nyerd stratégidja Lex(Vg; (wq, ..., w,1))-
ben. Hasonloan, n > 1 esetén Lednak pontosan akkor nincs nyerd straté-
gidja a Lex(V; (wy, ..., w, 1,wy,)) jdtékban, ha létezik legaldbb w, + 1 olyan
B € {a,...,a}, amelyre nincs nyerd stratégidja Lex(Vg; (wy, ..., wn_1))-
ben.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy van w,+1 olyan 5 € {aq, ..., ax}, amelyre
Stannek van nyerd stratégidja a Lex(Va; (wi,...,wn—1)) jatékban. Ekkor
Lex(V; (wy, . .., ws—1, wy,))-ben nyerd stratégia szamara, ha Lea minden tipp-
jére nemmel véalaszol, majd azt allitja, hogy vy, = S egy olyan S-ra, amelyre
Lea nem kérdezett, de Stannek van nyerd stratégiaja Lex(Vs; (wy, - .., wy—1))-
ben. Mivel Lea w,-szer tippelhetett, ilyen § a feltétel szerint létezik.

Megforditva, tegyiik fel, hogy legfeljebb w, olyan g € {ay,...,q} 1é-
tezik, amelyre Lex(Vp; (w1, ..., w,—1))-ben Stannek van nyers stratégiaja.
Amennyiben Lea az 6sszes ilyen S-ra tippel egyet, akkor Stannek vagy igennel
kell felelnie, vagy y, = S-t kell valaszolnia egy olyan méasik 8 € {aq, ..., ax}-

ra, amelyre nincs nyerd stratégidja a maradék Lex(Va; (wy, ..., w,—1)) jaték-
ban. Ez viszont azt jelenti, hogy Lex(V’; (w1, ..., w,_1,w,))-ben sem biztos,
hogy tud nyerni.

A masodik allitas teljesen hasonléan igazolhato. O

Az alabbi kévetkezményben igazoljuk, hogy a két jatékos valamelyikének
mindenképpen van nyers stratégidja. Mas széval, a jaték paraméterei elére
meghatarozzak, hogy ki nyeri meg a jatékot, feltéve, hogy mindkét jatékos
a lehet6 legjobban jatszik. Mi élni fogunk ezzel a feltevéssel, és ezért a
kovetkezd alfejezetts]l kezdve ahelyett, hogy nyerd stratégiarol beszélnénk,
egyszeriien azt mondjuk, hogy a Lex(V;w) jatékban Lea illetve Stan nyer.

3.2. Kovetkezmény. Stannek pontosan akkor van nyerd stratégidja, ha Le-
dnak nincs.

Bizonyitas: Az Allitast n-re vonatkozo teljes indukcidval igazoljuk. Az
indukciés 1épést megadja a 3.1. lemma, mig az n = 1 eset a jaték definicioja
alapjan trivialis. O

3.2. Ki nyeri a lex jatékot?

A kovetkez6 két tétel teremt kapcsolatot a lex jaték és a valojaban vizsgélni
kivant lexikografikus vezetd tagok és standard monomok kozott.

3.3. Tétel. Legyen V. C " wéges pontrendszer és w € N'. FEkkor Lea
pontosan akkor nyeri meg a Lex(V;w) jdtékot, ha x¥ € Lm (I(V)).
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A 3.2. kévetkezmény alapjan a 3.3. tétel ekvivalens az alabbival

3.4. Tétel. Stan akkor és csak akkor nyer a Lex(V;w) jdtékban, ha x%¥ €
Sm (I(V)).

Példa. Az el6z6 alfejezet példajaban lattuk, hogy amennyiben V' az 5 hosszu
a-f3 sorozatok koziil azokat tartalmazza, amelyekben 1, 2, vagy 3 koordinata
a, ugy a Lex(V;(1,1,1,0,0)) jatékot Lea nyeri, mig Lex(V; (0,1,1,1,0))-ban
Stan a gyGztes. Ez a 3.3. illetve 3.4. tételek fényében azt jelenti, hogy xx9x3
vezet$ tag, mig ror374 standard monomja az I(V') idealnak.

3.3. tétel bizonyitasa, elsd rész: Ha Lea megnyeri a Lex(V; w) jatékot,
akkor x™ € Lm (/(V)).

Miutan z1, ..., 2, minden monomja benne van Lm (I(0))-ban, ezért az
allitas ezen esetre trivialis. Tegyiik fel a tovabbiakban, hogy V # (.

Legyen fj1, fj2, ---, [jw; Lea nyers stratégidja szerinti tippjei y; értékére
(j =1,2,...,n). Amikor Lea megprobalja kitalalni y;-t, akkor mar ismeri
az Yjt1,Yj+2,---,Yn ertékeket, igy f;; valojdban n — j valtozos fiiggvény,
amelynek valtozoi 41, T 42, -..,2,. Vildgos, hogy f;; értelmezési tartoma-
nya véges, hiszen (yji1,Yj42,...,Yn) a zaroszelete valamely y € V-nek és V
a feltétel szerint véges. Emiatt az f;; fliggvény reprezentédlhaté polinommal.
Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy maga f;;(xi1,Tjt2,...,2,) is F
feletti polinom. Tekintsiik az alabbi I(x) € F[x]-et.

I(x)=1(z1,...,2,) = (ﬁ (xn, — fm)) : (ﬁ (Tp—1 — fn“(xn)))

i=1 i=1
wj w1
(H (@ = fi (@11, Tjn, - -,xn))) (H (@1 = fri(w, ... ,xn))> (2)
i=1 1=1
Elgszor is, [(x) elttinik V-n, hiszen minden y € V-re Lea eltalalja az egyik
y; koordinatat, tehat a megfelels x; — f;i(zj41, 42, ..., %n) tényezd eltiinik
y-on. Ezek szerint [(x) € I(V).
Maésrészt f;; nem fligg x1, ..., z;-t6l, emiatt — kihasznalva a lexikografikus
rendezés tulajdonsagait — x; — f;:(%41, Tjte,. .., T,) f6tagja z;, tehat
w;
Im (H (x]' - fj,i(xj-i-l’ Tjt2y--- ’xn))> = x?]jﬂ
i=1

és igy Im (I(x)) = x%. Ezt Osszevetve [(x) € I(V)-vel, kapjuk, hogy x% €
Lm (I(V)), amint allitottuk.

A forditott irany igazoldsdhoz sziikségiink van egy egyszerti lemmaéra.
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3.5. Lemma. Legyen n > 1, I(x) € F[x]|, amely vezetd tagja xV. Ekkor
léteznek olyan g € Flx,] és h € F[x] polinomok, amelyekre teljesiil, hogy

deg g = wy,, h minden monomja kisebb, mint z{* ...z, 7" és
Wy, oy xn) =20 ooz, 1 g(Tn) + B2y, -2 T0)-

Bizonyitas: Gyfjtsiik 6ssze [(x) minden olyan monomjat, amelyben j =
1,...,n—1-re z; kitev6je w;. Ezzel megkapjuk a felbontéas 2" ...z, " g(z,)
tagjat. Nyilvin deg g = w,, miutan az ebben a részben szereplé monomok
kozott a rendezést éppen z, kitevGje hatarozza meg, és tudjuk, hogy a leg-

e ae . Wp—
nagyobb monom (ezek kozott is) xV = 2" ... x, "'zl
Wn—1

Legyen h(x) = I(x) — 2} ...z,"7' g(x,) és h kivant tulajdonsaganak iga-
zolasa érdekében tegyiik fel, hogy x" egy /(x)-ben szerepl§ monom.

Amennyiben x* > z}'...x,"7", akkor u; = w; minden j =1,...,n — 1-
re, mert méskiilonben x" > x"V lenne, a lexikografikus rendezés definicioja
alapjan. De ez azt jelenti, hogy x* az z{*...z,"7'g(x,) részhez tartozik.
Ezzel allitdsunkat bebizonyitottuk. O

3.3. tétel bizonyitasa, masodik rész: Ha x™ € Lm (I(V)), akkor Lea
nyeri a Lex(V;w) jatékot.

A V = () eset megint triviélis, feltehetjiik tehat az ellenkezdjét.

Az &llitast n-re vonatkoz6 indukcioval fogjuk belatni.

Ha n = 1, akkor 2 € Sm(I(V)) <= w < |V|, felhasznalva, hogy
Sm (I(V)) az oszthatosagra nézve leszallo és hogy |V| = [Sm (I(V))|. Ezek
szerint tehat Lea legalabb |V|-szor tippelhet y értékére, ami nyilvan elég
ahhoz, hogy nyerjen.

Tegyiik fel, hogy az &llitas igaz n — 1-re. Legyen V C F" és I(x) € I(V)
polinom, amely vezet§ tagja x%¥. Legyen tovibba g és h a 3.5. lemma szerint
létez6 polinom és

~

l(xla s axn—l) = l(xla . 'axn—laﬁ)a

ahol 8 € T tetsz6leges. Ha g(3) # 0, akkor a 3.5. lemma szerinti h-ra tett fel-
tevésbdl kovetkezik, hogy [ fétagja x1* ... x,"7". Miutan [ eltiinik V-n, nyil-
vanval6, hogy [ elttinik V-n. Ez azt jelenti, hogy 2 ... z""; € Lm (I (V3)),
ezért az indukcios feltevés szerint Lea nyer a Lex(Vs; (wy, ..., wp—1)) jaték-
ban.

Ezek utéan Lea a kovetkezs stratégiaval nyerheti meg Lex(V, w)-t. Mivel
deg g = w,, igy g-nek legfeljebb w, gyoke van F-ben. Ha Lea el&szor ezekre
tippel, akkor — amennyiben nem taldlta el az utolsé koordinata értékét —
Stan csak olyan [ értéket mondhat y,-re, amire g(5) # 0. Az el6z6 bekezdés
szerinti érveléssel viszont a maradék Lex(Vj; (wy, ..., w,_1)) jatékban ilyen-
kor Lea lesz a gy6ztes. Vegyiik észre, hogy az érvelés érvényes akkor is, ha
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wp, = 0. A 3.3. tétel — és igy az ekvivalens 3.4. tétel — bizonyitésa készen
van. U

A bizonyitasban szerepld (2) polinom bizonyos értelemben kodolja Lea

2z 2z

linomot, ami Stan stratégiajat irja le. A polinom bizonyitékul fog szolgélni
arra, hogy ha Stan nyeri a Lex(V;w) jatékot, akkor z%~1~%1 gh-1l-wn ¢
Lm (I(V*)). A kovetkezs alfejezetben egyébként igazoljuk, hogy utobbi ek-

vivalens z{* ... 2% € Sm (I(V))-vel.

3.6. Allitas. Ha Stan nyeri a Lex(V;w) jdtékot, akkor ¥ 1 %1 . gh-1-wn ¢
Lm (I(V*))

Bizonyitas: Legyen fj1, fj2, ---, fjw,+1 Stan lehetséges valaszai ko-
ziil néhany, amikor el kell arulja Leanak y; értékét. Vilagos, hogy ilyenbdl
legalabb w; + 1 kiilonb6z6 van, hiszen egyébként Lea tudna nyerni a jaték
J. korében, agy, hogy rdkérdez az Osszes lehet&ségre. Amikor Lea y; értékére

tippel, akkor y;i1,%;+2,...,Yn mar mindkét jatékos szaméra ismert, tehat
fii = fii(@js1, Tjqo, . .., Tn) valojaban n — j valtozotol fliggs fiiggvény. Rog-

zitett j-re legyen

{gj,17 gj,27 ey gj,k—l—w]'} = {fj,b fj,27 ey fj,w]‘+1}c .

Minden g;; = ¢ji(j+1,%j42,-..,%,) ismét fiiggvény, amelynek értelme-
zési tartomanya raadasul véges, mivel V-nek n — j hosszu zaroszeletei hal-
mazéan értelmezett. Emiatt van olyan polinom, ami fliggvényként tekintve
gj.i-vel megegyezik, tegyiik tehat fel, hogy g; (%41, Zjt2 . .. T,) eleve polinom.

A Stan stratégiajat kodold polinom ezek utan a kovetkezd:

s(x) = s(zq,...,2,) ==
k—1—w, k—1—wy,_1
( H (xn - gn,z)) . ( (xn—l - gn—l,i(xn))) e
i=1 i=1

k—1-w; k—1—w1

T @@, z0) | - ( (71 — 914(w2, . .. ,xn))> - (3)

i=1 i=1

Lathato, hogy s(x) vezets tagja x¥ 171 .. . zk-1-wn Az s(x) € I(V©)

allitas igazolasdhoz tegyiik fel, hogy s(y) # 0 valamely y € {a,...,ax}"-
re. Ekkor s(x) és g,; definiciéja miatt vilagos, hogy minden j-re létezik i;,
amelyre y; = fj; (Yj+1,---,Yn)- Ez azt jelenti, hogy y egy Stan szdméra
egy lehetséges valasztas, tehat y € V. Belattuk ezzel, hogy s(x) elttinik
I(V®)-en, amib6l kovetkezik Im (s) = 2¥ 7171 gh=1=wn ¢ Lm (I(VF)). O
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A 3.6. allitas fenti bizonyitasa a 3.3. tétel bizonyitasanak els§ részével
teljesen analog moédon ment. Most a 3.3. tétel bizonyitasanak mésodik részét
utdnozva mutatunk egy tanulsigos kozvetlen bizonyitast a 3.4. tétel egyik
irAnyara.

3.7. Allitas. Ha x € Sm (I(V)) akkor Stan nyer a Lex(V;w) jdtékban.

Bizonyitas: Teljes indukci6t hasznalunk n-re.

Az n =1 eset egyszerd, hiszen z* € Sm (I(V'))-bél kovetkezik |V| > w,
és igy Stan nyugodtan felelhet nemmel Lea mind a w tippjére.

Tegyiik most fel, hogy n > 1. Legyen

Y={Be{o,...,au} : aP"...z;"7" € Sm (I(Vj))}.

Azt allitjuk, hogy |Y| > w,. Ha ez igaz, akkor Stan a kovetkezs egyszert
stratégiaval tud nyerni. Nemmel felel Lea w, tippjére, majd valaszt egy
olyan 8 € Y-t, amely nem volt Lea tippjei kozott és azt mondja, hogy
Yo = B. Miutan |Y| > w,, biztosan létezik is ilyen 3. Definicié szerint
.oz, € Sm(I(Vp)), ezért az indukcios feltevés alapjan Stan nyer a
Lex(Vg; (w1, - . ., wy—1)) jatékban.

Igazolnunk kell tehat, hogy |Y| > w,. Elegend6 ehhez megmutatni, hogy
it xfﬁ]lm‘nyl € Lm (I(V)), miutdn Sm (I(V')) az oszthatosagra nézve le-
szallo, és z1* ...z, "7 x¥ € Sm (I(V)).

Minden # € {ai,...,ax} \ Y-ra van olyan fs(x1,...,z,—1) polinom,
amelyre z{* ... 2,7 + fg(x1,...,Tp1) eltinik Vz-n és fz minden monomja
kisebb, mint z* ...z, "7". Legyen

f(xla"'axn) = Z X,B(xn)fﬁ(xla---axnfl)a

ﬁe{al,...,ak}\Y

ahol xg(z,) a B karakterisztikus fiiggvényének egy polinom reprezentécidja,
azaz {ay, ..., ag}\{B}-n eltiing polinom, amelyre teljesiil még x3(5) = 1. Vi-
lagos, hogy f(z1,...,%n-1,8) = fa(z1,...,2pn—1) minden B € {oq, ..., o4 }\Y
esetén. A lexikografikus rendezés tulajdonsigai miatt f minden monomja ki-
sebb, mint z{* ...z, "7".

Ezekbdl azonnal kovetkezik, hogy

s(x) = (z*...zp"7" + f(x)) H (xn, — B)

BEY

eltiinik V-n és hogy Im (s(x)) = z' ... z""7'zh | € Lm (I(V)). O
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3.3. Lex standard monomok kombinatorikus tulajdon-
sagai

A 3.4. tételnek az alabbiakban ismertetjiik néhény egyszerii kovetkezményét.
Az els6 koziiliik azt allitja, hogy a V' C F" véges pontrendszerhez tartozo
lexikografikus standard monomok nagyban fiiggetlenek F-t6l, illetve V' elhe-
lyezkedésétsl” F-en beliil.

3.8. Kovetkezmény. Legyen ) tetszdleges test és tegyik fel, hogy adottak
;: {oq,. ..o} = T injektiv figguények j =1,2,...,n-re. Legyen V CF a
V' képe, azaz

A

V=A(e1(v1), -, 0n(vn)) : (v1,...,0,) € V}.

Ekkor a V-hez tartozd lex standard monomok F [x]-ben ugyanazok, mint a V-
hoz tartozdak F[x]-ben. Specidlisan, ha V' C {0,1}", akkor Sm (I(V')) minden
F test felett azonos.

Bizonyitas: A Lex(V;w) jaték ugyanaz, mint a Lex(V; w), hiszen csak
a koordinataértékek neveit cseréltiik fel (egy-egyértelmien). A masodik rész
pedig tényleg az els6 specialis esete, hiszen 0,1 € F minden F testre. O

A kévetkezmény V' C {0, 1}™-re vonatkozo részét mas modszerrel igazolta
Anstee, Sali és Ronyai [2]. Most megmutatjuk, hogy a V' C {0, 1}" pontrend-
szerhez tartozd lexikografikus redukalt Grobner-bazis 1ényegében ugyanaz
minden test felett. Ez szintén ismert eredmény (Friedl és Ronyai [17]), de
szorosan kapcsolddik az el6bbihez, tovabba hasznélni is fogjuk, ezért itt is
k6zoljiik bizonyitasat.

Jeloljiik ezen kovetkezményben az I test feletti polinomgytiriiben tekin-
tett I(V') idealt Ir(V)-vel. Ha f € Z[x], akkor minden 0 karakterisztikaju
F testre természetesen f € F[x]|, tovabba tetszéleges p > 0 karakterisztika
esetén is tekinthetd f az F[x] elemének, amennyiben f egész egyiitthatoit
redukaljuk modulo p.

3.9. Kovetkezmény. Ha V C {0,1}", akkor az Io(V) idedl G redukdlt lex
Grobner-bdzisa egész eqyiitthatos. Tetszileges F test esetén a G polinomhal-
maz F[x]-beli megfeleldje redukdlt Grébner-bazisa Ir(V') idedlnak.

Bizonyitas: Legyen a Q feletti G' redukalt Grobner-bazis egy eleme x% +
g(x), ahol g € Q[x] minden monomja kisebb, mint x% és tegyiik fel indirekte,
hogy g ¢ Z[x].

Legyen z € Z olyan, amelyre zg(x) egyiitthatoi egészek, amelyeknek nincs
1-nél nagyobb kozos osztojuk. Ha p prim z egy osztéja, akkor tekintsiik a
zg € Z[x| polinomnak az F, testbeli redukaltjat. Nyilvanvaléan ez olyan nem
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azonosan nulla polinom, amely (modulo p) elttinik V-n, ugyanis zx" + zg(x)
elttinik V-n, de z = 0 (mod p). Ezek szerint zg(x) fétagja Lm (Ig, (V)) =
Lm (Ig(V))-ben van. Utébbi egyenléség a 3.8. kovetkezmény alapjan igaz. Ez
viszont azt jelenti, hogy g egy monomja vezets tag Ig(V)-re, ellentmondasban
azzal, hogy x% + g(x) a redukalt Grobner-bazis eleme. Megmutattuk tehat,
hogy G C Z[x].

Legyen F most tetsz6leges test és tekintsiik G-t F[x] részhalmazaként.
Nyilvan igy is G C Iy(V) és a f6tagok valtozatlanok. Miutan G elemei
vezet§ tagjuktol eltekintve standard monomok F-linearis kombinécioi, ezért
G az Ip(V) ideédlnak is redukalt Grobner-bazisa. O

Most tjrafogalmazzuk a 3.1. lemmaéat. Ez a kévetkezmény a késébbiekben
donté szerepet fog kapni, és gy is fogunk allitasara hivatkozni, mint a lex
standard monomok rekurziv tulajdonsiga.

3.10. K6vetkezmény. (Sm (I(V)) és Lm (I(V)) rekurziv tulajdonsaga)
(i) Ha n > 1, akkor x¥ € Sm(I(V)) pontosan akkor teljesil, ha van
legaldbb wy, + 1 olyan B € {au, ..., o}, amelyre z{* ...x,"" € Sm (I(Vp)).
(1)) Ha n > 1, akkor x¥ € Lm (I(V)) akkor és csak akkor, ha léte-
zik legaldbb k — w, olyan B € {au,...,ax}, amelyre fenndll 7" ...z, 7" €
Lm (I(V)).

Bizonyitas: (i) nyilvanval6 a 3.1. lemma és 3.4. tétel miatt.
(ii) bizonyitasédhoz tekintsiik a kovetkezs allitasokat.

1. x¥ € Lm (I(V));
2. xV ¢ Sm(I(V));

3. Legfeljebb w, olyan 8 € {ai,...,a} létezik, amelyre z* ...z " " €
Sm (I(V));

4. Létezik legalabb k —w,, olyan 3 € {ay, ..., a}, amelyre 7t ...z, " 7"
Sm (I(Vp));

5. Létezik legalabb k —w,, olyan 8 € {ay, ..., ax}, amelyre 7' ... z," " €
Lm (I(Vp));

Felhasznélva jelen kovetkezmény (i) pontjat is, konnyt latni, hogy ezek ek-
vivalensek. 0

Az alabbi kovetkezmény leirja V¢ f6tagjait és standard monomjait.

3.11. Ko6vetkezmény. Tetszileges x™-re igaz, hogy 1" ... z¥ € Sm (I(V))
akkor és csak akkor, ha x¥~17" . gk=1mwn € Lm (I(V°)).
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Bizonyitas: n-re vonatkoz6 indukciéval bizonyitunk.

Az n = 1 eset vilagos, hiszen 2% € Sm ([(V)) <= w < |V| =
k—1-w>k—-1-|V| < k—1-w> |V < "7 € Lm (I(V?)).

Tegyiik fel, hogy n > 1 és hogy az allitas igaz n — 1-re. Miutdn minden
g €{ai,...,q} esetén

(Vﬂ)c = {(,U].a-"7v’n—1) € {ala"'aak}nil : (Ulv""vn—l’ﬁ) ¢ V} = (Vc)ﬂ

ezért rhatunk egyszertien Vg-t.

A 3.10. kovetkezmény (i) pontja szerint 27 ... z¥" € Sm ([(V)) azzal ek-
vivalens, hogy létezik w, + 1 olyan 8 € {ay,...,ax}, amelyre z7* ...z, 1" €
Sm (I(V3)). Az indukcios feltétel szerint ez pontosan akkor teljesiil, ha van
wy + 1 olyan B € {ov,...,ax}, amelyre ¥~ 170 g5t e oy (1(V§))-
Végiil alkalmazva a 3.10. kovetkezmény (ii) részét (kK — 1 — wy-et irva wy,
helyébe), azt kapjuk, hogy a fenti akkor és csak akkor all fent, ha igaz

ghlmwn | gk=l=we € Lm (I1(V®)). Allitasunkat belattuk. O

Ha x% € Lm (I(V)), akkor ezt tudjuk ,bizonyitani” egyetlen polinommal,
nevezetesen egy olyan f(x) € F[x]-szel, amely elttinik V-n és vezets tagja
éppen x%. A 3.11. kovetkezmény azt is mutatja, hogy x% € Sm (I(V'))-nek
is létezik hasonlo bizonyitéka, nevezetesen egy olyan f(x) € F[x] polinom,

amely V°-en eltiinik és fotagja o1 . gk,

3.4. Altalanositas eliminacios rendezésre

A standard monomok rekurziv szerkezetére vonatkozé allitas igazolhato a
jaték segitsége nélkiil is. Ebben a fejezetben mutatunk egy bizonyitast, ami
rdadasul a fenti eset altalanositasa, lexikografikus rendezés helyett ugyanis
més rendezéseket is tekinthetiink. Megmutatjuk, hogy amennyiben a valto-
zokat két csoportra osztva a tagsorrend eleget tesz egy bizonyos feltételnek
— ez 1ép a lexikografikus rendezésnél latott tulajdonsag helyébe —, akkor a
standard monomok meghatarozhatok tgy, hogy a két valtozocsoportra és
alkalmasan valasztott pontrendszerekre kiilon-kiilon szdmoljuk a standard
monomokat.

Legyenek x = (z1,...,2,) ésy = (y1,-..,Ym) valtozdk, és tegyiik fel,
hogy adottak <, és <, — a megfelels F[x] illetve Fly] polinomgytirt mo-
nomjain — tetszéleges tagsorrendek. Definidlunk Tz, ..., Zn, Y1, -, Ym] =
F[x,y] monomjain egy < tagsorrendet. Pontosan akkor legyen xWiy"t <
xV2y"2, ha x™! <, x"2, vagy x"! = x"2 és y" <, y"2. Ekkor < az x,y
vdltozok eqy elimindcios rendezése, amelyben x-ek nagyobbak y-okndl.

Nyilvanvalé, hogy az x4, . . ., xz, valtozok lexikografikus rendezése barmely
X1,...,%; €S Tiyp1,...,T, csoportba osztassal teljesiti a fenti feltételt, tgy,
hogy az x1,...,z; valtozok nagyobbak az z;,q, ..., x,-eknél.
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Az alabbi tétel a standard monomok rekurziv szerkezetére vonatkozo 3.10.
kovetkezmény altaldnositasa. Vegyiik észre, hogy a bizonyitas a jatékrol szolo
fotétel (3.3. tétel és 3.7. allitasok) bizonyitasainak altalanositasa.

3.12. Tétel. Rigzitsiik az x1,...,%Zn, Y1, ..., Ym vdltozdk eqy elimindcios ren-
dezését, amelyben az x-ek nagyobbak az y wvdltozokndl. Legyen w € N és
u € N kitevévektorok és V C {ayq, ..., }"™ véges. Ekkor

xVy* € Sm (I(V)) <= y" € Sm(I(Y)),
ahol

Y = {(51; ‘e ,/Bm) € {0{1, .. .,ak}m cxv € SIII (I(Vﬂmﬂm—l---ﬂ1))} s
I(Vspnr.pn) CF[x] és I(Y) C Fly].

Bizonyitas:

(<) Tegyiik fel, hogy xVy" € Lm (I(V)) és legyen f € I(V), amely f6-
tagja x™y". Ekkor az eliminécids rendezés megfelels tulajdonsagat hasznalva
létezik a 3.5. lemméban szerepl6h6z hasonlo felbontas, azaz

fx,y) =x"g(y) + h(x,y),

ahol lm (g) = y" és h minden monomja kisebb x"¥-nél. A feltétel szerint tehat
Im (g) az Y standard monomja, ezért g nem tiinhet el a teljes Y-on. Létezik
ezek szerint B8 = (B1,...,8m) € Y, amelyre g(8) # 0. Ez a h-ra szabott
feltétellel egyiitt azonban azt adja, hogy f(x) = f(x,08) vezetd tagja x™.
Mivel f € I(V), ezért f € I(Vj,5,._,..5), amibél viszont azt lathatjuk, hogy
x" € Lm (I(Vs,.,,_1..5:)), ellentmondésban B € Y-nal.

(=) Tegyiik most fel, hogy az allitassal ellentétben y* € Lm (I(Y)) és
legyen g az ezt tantsité polinom, azaz Im (g) = y" és g € I(Y).

Ha B = (51,---,0m) ¢ Y, akkor van olyan h,B (x) polinom, amely monom-
jai mind kisebbek x™-nél é&s x¥+hg (x) elttinik Vg, g, . p-en. Legyen Xg (v)
olyan polinom, ami eltiinik az {a, ..., a}™ \ {8} halmazon, és Xﬂ(ﬂ) = 1.
Ekkor

hx,y):=x"+ Y hg(x)xg(y)
Be{at,.ar}m\Y

polinom f6tagja az eliminécids rendezés definicidja szerint xV és 3 ¢ Y esetén
h(x,8) =x" + hg (x). Megmutatjuk, hogy h(x,y)g(y) eltiinik a teljes V-n.
Ha egy (7,8) = (715« Vs B1s- - -, Bm) € V pontra B € Y, akkor g(8) = 0.
Ha viszont 8 ¢ Y, akkor h(7,8) =™ +hg(y) =0, hiszen v € V5, _,..6:-
Allitasunkat ezzel belattuk. O
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4. Algoritmusok

Négy algoritmust mutatunk be ebben a fejezetben. Az elsé Buchberger 1965-
os [5] dolgozataban méar szerepelt, amely azon kiviil, hogy altalanos modszert
ad egy ideal egy Grobner-bazisanak meghatarozasara, a redukciorél is sok
mindent elarul.

A masodik és harmadik a benniinket igazan érdekls esetekre specializalt
algoritmus, mindketts véges V' pontrendszerhez tartozo I(V') ideal Grébner-
bazisanak meghatarozaséra szolgal. Az irodalomban szamtalan egyéb algorit-
must lehet talalni, kozottiik olyanokat, amelyek altalanosabban nulla dimen-
zi6s idealokkal is miikédnek. A Buchberger—-Mdéller-algoritmust egyszeriisége
és ugyanakkor gyors futasideje miatt valasztottuk ki bemutatésra. Farr és
Gao algoritmusa mer&ben més alapotleten nyugszik, és a gyakorlatban nagy-
jabol hasonl6 id§ alatt végez, mint a Buchberger—Moller, bar elméleti futési-
deje rosszabb. Farr és Gao modszerét inkabb elméleti kdvetkezményei miatt
targyaljuk, segitségével jobban megérthetjiik véges pontrendszerek Grobner-
bazisainak szerkezetét. Ugyanezért viszont mell§zziik a futdsidé elemzését,
amig a Buchberger-Moller-algoritmust ebbsl a szempontbdl is részletesen
vizsgaljuk.

Végiil bemutatunk egy modszert, amely I(V') ideal lexikografikus stan-
dard monomjait adja meg, természetesen lényegesen gyorsabban, mint az
elgtte vazolt teljes Grobner-bazist kiszamoloé algoritmusok. A helyesség bi-
zonyitasahoz az el6z6 fejezetben bemutatott lex jaték egy kovetkezményét
fogjuk hasznalni.

4.1. Buchberger algoritmusa

Az algoritmus ismertetéséhez sziikségiink lesz néhany 1j fogalomra, a helyes-
ség bizonyitasahoz pedig a Grobner-bazisok egy ekvivalens definiciojara.
Legyenek f és g nemnulla polinomok, és legyen f és g f6tagjanak legkisebb

k6zos tobbszordse xV, azaz
w; = max{(Im (f)-ben z; kitevGje), (Im (g)-ben z; kitevsje)}.

Legyen f f6egyiitthatoja cy, g polinomé pedig c,. Ekkor f és g S-polinomja

W W

X X

om(g) 9(x)-

S(f,9)= mf x) — cpIm

Konnyi latni, hogy lm (cfi‘ir:(f)f(x)) = x" = Im (ch—I:(g)g(X)>’ ugyanak-
kor x% kiesik S(f, g)-bdl, igy Im (S(f,g)) < x™. El6fordulhat emiatt, hogy
S(f,g) nem redukalhato f-fel vagy g-vel.
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Az alfejezet {6 tételében belatjuk, hogy egy véges G polinomhalmaz pon-
tosan akkor Grobner-bazis (az altala generalt idedlban), ha tetszoleges két
eleme S-polinomjanak G szerinti redukaltja 0. Sziikségiink lesz a kovetkezs
lemméra.

4.1. Lemma. Legyenek f1,..., fs k6zds xV fotagi és 1 féeqyiitthatdju polino-
S

mok. Tegyiik fel tovdbbd, hogy f = > ¢;fi valamilyen ¢; € F egyitthatokkal.
i=1

s—1
Halm (f) < x%, akkor f elddll, Y ctS(fi, fi+1) alakban, ahol ¢ € F.
i=1

Bizonyitas: Miutan xV egyiitthatoja 0, ezért > ¢; = 0. Felhasznalva
i=1
S(fis fir1) = fi — fir1 egyenlGséget is, lathato, hogy

s s—1 i s—1
F=Ycafi=) (( Cj) (fi — fz‘+1)> = ¢S (fir firn):
i=1 i=1 \ \j=1 i1

O

4.2. Tétel. Legyen G = {g1, ..., gm} nemnulla polinomok halmaza. G pon-
tosan akkor Grébner-bdzisa a (G) idedlnak, ha minden g;,g; € G esetén
S(9i, gj)-nek G-vel vett redukdltja 0.

Bizonyitas: Ha G Grobner-bézis, akkor a 2.5. kovetkezmény szerint min-
den f € (G) redukaltja 0. Nyilvan S(g;, g;) € (G), tehat a feltétel sziikséges.

Tegyiik most fel, hogy minden g;, g; € G-re az S(g;, g;) polinom 0-ra re-
dukalhaté G-vel. Az &ltalanossig megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy minden
g; f6egyiitthatoja 1. A 2.6. allitas (bizonyitott része) szerint elegendé meg-
mutatni, hogy minden f € (G) redukalhat6 O-ra. Indirekt tegyiik fel, hogy
f ellenpélda. Tekintsiink egy olyan

f= Zgihi (4)

elgallitast, amelyben x% := max lm (g;h;) minimalis. Ilyen létezik, hiszen
1= m

f € (G) miatt van megfelels elGallitas, tovabba minden tagsorrend jolrende-
zés (igy a minimum létezik). Nyilvan lm (f) < xV, rdadasul egyenlGség sem
allhat fenn, kiilonben (4) azt mutatna, hogy f redukalhato O-ra.
Megkonstrualjuk f-nek egy (4)-hez hasonlé elGallitasat, amelyben azon-
ban a szerepl6 monomok mind x%-nél kisebbek lesznek, ellenmondva x%
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minimalitdsanak. Jelolje L azon ¢ indexek nemiires halmazat, amelyre x% =
Im (g;h;). Levalasztva azokat a tagokat, ahol x% szerepel, kapjuk, hogy

m
= Z gi(x)h; (x) + Z cigi(x)x™,

=1 €L
ahol lm (g;hy) < x™ és Im (g;(x)x™) = x%. Teljesiil ekkor ) .., ¢; = 0,
hiszen ez x™ egyiitthatoja. Legyen g(x) = >, ., cigi(x)x™i. Ha g eléllithato
g;-k polinomokkal vett linearis kombinaci6javal agy, hogy minden eléforduléd
monom kisebb x%-nél, akkor megkapjuk f-nek is egy hasonl6 tulajdonsigu
elgallitasat, ami ellentmondés. Ez lesz tehat mostantoél a célunk.

A 4.1. lemma alkalmazhat6 g(x) = >, ., ¢;gi(x)x"i-re, igy kapjuk, hogy

- Z c; 1S (gi(x)x™, g;(x)x™).

i,je€L

Szamoljuk most ki a szerepld S-polinomokat. Legyen Im (g;) és Im (g;) legki-

sebb k6z0s tobbszorose x"i. Vilagos, hogy x"i | xV. Ekkor
x% x% x%
S(gi(x)x™, g;(x)x™) = 9i — 9= —a5(9i, 9
J ) lm (gz) Im (g]) J X Wij ( ])

Miutén a feltétel szerint S(g;, g;) 0-ra redukalodik, ezért létezik

gza g] Z hz]fgf

el6allitas, ahol minden ¢-re Im (hjj09.) < 1m (S(gi, g;))-
Az elézdekkel Gsszevetve kapjuk, hogy

g(x) = Z ¥ e thﬂgﬁ Z (gg Z c; jhije uq) )

ijeL =1 ijeL
Itt Im (hsjege) < 1Im (S(gi, g;)) < X4, ezért
i ) 3y ) <
1,jE€L

és éppen ilyen tulajdonsagi el6allitast kerestiink. O

Buchberger algoritmusa ezek utan igen egyszerti. Legyen I ideal F[x]-
ben és F' C I egy tetszGleges véges generatorrendszere, F' = {f1,..., fs}.

28



Valasszunk két polinomot F-bdl, példaul fi, fo-t, szamitsuk ki S(f1, f2)-t
és redukaljuk F-fel. Amennyiben a redukalt r # 0, akkor vegyiik hozza
fiF|41 = r-et F-hez. Ha a redukalt 0, akkor nem tesziink semmit. Az algo-
ritmus altalanos lépése hasonl6, valasszunk az aktualis F-bél két polinomot,
amelyeket egyiitt addig még nem vizsgéltunk, szamoljuk ki S-polinomjuk re-
dukaltjat az aktualis F'-re nézve, és azt — amennyiben nem 0 — vegyiik hozza
F-hez. Az eljarast egészen addig folytatjuk, amig el nem fogynak a még nem
vizsgélt polinompérok.

A helyesség bizonyitasa a 4.2. tétel alapjan egyszerd. Tudjuk, hogy
(F) = I az elején, a tovabbiakban hozzévett polinomok pedig I-beli po-
linomok S-polinomjainak néhany I-beli polinommal vett redukiltjai, ezért
maguk is /-ben vannak. Tehat a végén kapott F-re is (F) = I. A konst-
rukci6 alapjan vilagos, hogy F' barmely két polinomjianak S-polinomja F'-fel
0-ra redukalhato (hiszen ahol ez nem volt igaz, ott hozzavettiik a redukaltat,
amit felhasznalva viszont méar nyilvan 0-ra redukalodik). A 4.2. tétel szerint
tehat I egy Grobner-bazisat kapjuk igy.

Végiil megmutatjuk, hogy az eljaras véges sok lépésben véget ér. El-
lenkez6 esetben volna olyan Fy C Fy, C ... végtelen sorozata I generato-
rainak, amelyre F; U {r;} = Fj;; egy F;-re nézve redukalt r; polinomra.
Teljesiil Lm (F;) € Lm (F44) is, hiszen Im (r;) € Lm (F;41) \ Lm (£;). De
ekkor Im (r;) € (Lm (Fi41)) \ (Lm (F;)) is igaz, ugyanis (Lm (F;)) monomi-
alis ideal, tehat a 2.2. lemma miatt ha lm(r;) € (Lm (F;)) lenne, akkor
Im (r;) € Lm (F;) is teljesiilne. Igy viszont

(Lm (F1)) G (Lm (F2)) S ...

idealok végtelen névé lanca, ami F[x]-ben nem létezik. O

Latjuk tehat, hogy a Buchberger-algoritmus F [x]| tetszéleges véges gene-
ratorrendszerrel megadott idealjahoz véges sok lépésben el6allit egy Grobner-
bézist. Természetesen ez altalaban nem lesz redukalt, s6t tipikusan a sziiksé-
gesnél sokkal tobb elemet tartalmaz. Emiatt az algoritmus 1épésszdméra nem
igazan mondhaté hasznilhat6 fels6 becslés. Ugyanakkor a modszeren lehet
gyorsitani néhany egyszerdi és néhany bonyolultabb triikkel. Miutan ben-
niinket elsGsorban véges pontrendszeren eltling polinomok ideélja érdekel,
ezért nem foglalkozunk ilyenekkel, az érdekl6d6 Olvaso taldlhat javitasokat
[1] 3.3. alfejezetében vagy Giovini, Mora, Niesi, Robbiano és Traverso [19]
munkajaban.

A kovetkez6 két alfejezetben egy-egy véges pontrendszerre miikods algo-
ritmust targyalunk. Emiatt, mig a Buchberger-algoritmus bemeneteként az
idealt egy véges generatorrendszerével adtuk meg, a tovabbi algoritmusoknél
egy véges V pontrendszerbél indulunk ki.
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4.2. Farr és Gao algoritmusa véges pontrendszerre

Az algoritmust szerz6ik [12] cikkben publikaltak.

Legyen V = {vy,...,v,} C F* a vizsgalt nemiires pontrendszeriink, és
jelolje v; j. koordinatdjat v;;. A bemutatand6 algoritmus ¢ = 1,...,m-re
kiszamolja a {vi,...,v;}-hez tartozo redukalt Grobner-bazist, felhasznalva

I({Vl, “ee ,Vz'_l})—ét.
Feltessziik, hogy a tagsorrendiink altal a valtozokon adott rendezés z; >
Ty > - -+ > T,. Az algoritmus egyszertibb leirdsa érdekében polinomokra is
kiterjesztjiik a rendezést: f; < fo akkor és csak akkor, ha lm (f;) < Im (f3).
Sziikséglink lesz egy Redukdlt (f,G) fliggvényre, amely tetszéleges f po-
linom és G Grobner-bazis esetén megadja f-nek G-re vett redukaltjat.

G :={1};
For 1 =1 to m do
g:=min{f € G : f(v;) # 0}; G G\ {g};
For fe€ G do f(x):= f(x) — £ %g(x); endfor;
For j=n downto 1 if z;- lm(g ¢ Lm (G) then do
G := GURedukalt ((z; — v;;)g9,G) ;
endfor;
endfor;

Bebizonyitjuk, hogy az algoritmus helyes. Jeloljiik a kiils§ For ciklus z. le-
futasa utan kapott G polinomhalmazt G;-vel és a {v,...,v;} C V pontrend-
szert V;-vel. Teljes indukcioval igazoljuk, hogy G; redukalt Grébner-bazisa
I(V;) idealnak, ha ¢ < m.

Ez i = 0-ra, azaz az els6 lefutas el6tt fennall, hiszen I(()) = F[x] redukalt
Gr6bner-bazisa Gy = {1}.

Tegyiik fel, hogy G,;_1 az I(V;_1) redukalt Grobner-bazisa. Az

f(Vz‘)
g(vi)

fx) = f(x) — 9(x)

értékadassal G;_; elemeit G;-ben olyan polinomokra cseréljiikk, amelyek el-
tiinnek a teljes V;-n. Raadéasul f&tagjaik nem valtoznak, ugyanis g-t gy
valasztottuk, hogy ha Im (¢g) > Im (f), akkor f(v;) = 0, tehat akkor f-en
nem valtoztattunk semmit.

Vizsgéaljuk most meg a tovabbi G;-hez vett polinomokat. Az algoritmus
ezen pontjan hasznélt polinomhalmazt G-vel jel6ljiik, hiszen mar G; 1 # G
és altalaban még G C G;. Most a masodik belsd For ciklusra végzett egyszert
indukcidval 1athatjuk, hogy G C I(V;). Legyen ugyanis h = Redukalt((z; —
vi)9,G). Nyilvan (z; — v;;)g € I(V;), ezért ugyanez igaz I(V;)-ben szerepls

30



polinomokkal vett h redukaltjara. Az is vilagos, hogy Im (k) = z; - Im(g),
hiszen z; - Im (g) ¢ Lm (G) miatt a f6tag mar redukalt. Ezek szerint teljesiil

Lm (Gi—1) = Lm (G;) U {lm (¢9)},
igy a komplementerek elemszamat nézve
i—1=[Sm(Gi—1)| = |Sm (G3) \ {lm (9)}| > [Sm (G4)[ -1, (5)

miutan G;_; az I(V;_;) ideal Grobner-bazisa. Masrészt Sm (1(V;)) C Sm (G;)
miatt |[Sm (G;)| > i, tehat (5) egyenlSséggel teljesiil. Kovetkezésképp igaz
ISm (G;)| = i = |Vi], igy a 2.8. lemma szerint G; Grobner-bazis. Azt is
belattuk ezzel, hogy Sm (I(V;_1)) U {lm (¢)} = Sm (Z(V})).
Hatravan még annak igazolasa, hogy G; redukalt. G; azon elemei, ame-
lyeket
f(vi)

o(vo) 9(x)

alakban kapunk, vezets tagjuktol eltekintve I(V;)-re nézve standard mono-
mok linearis kombinéciéi, ugyanis az indukcids feltétel alapjan f és g nem
fétagjai Sm (I(V;_1)) C Sm (I(V;))-ben vannak, tovabba Im (g) € Sm (1(V;))
az el6z6 bekezdés alapjan. Kiilénboz6 ilyenek vezetd tagjai nem oszthatjak
egymast, kiilonben méar G;_;-ben is osztottak volna.

A h = Redukalt((z; — v;;)g,G) alaki polinomok esetén csak azt kell
megmutatni, hogy A nem redukalhat6 olyan G;-ben levé polinommal, amit
csak késGbb vesziink be G-be. Ez viszont vilagos, ugyanis minden késGbb

bevett h polinomra lm (}AL) =2¢lm(g) és £ < j, tehat z, > z; és Im (ﬁ) -
Im (h). Ezzel allitadsunkat igazoltuk. O

f(x) = f(x) -

Az algoritmus elméleti futasidejének becslését a Redukalt ((z; —v;;)g,G)
idGigénye hatarozza meg, amelyet Osszesen O(mn)-szer hivunk. Az egyéb
feladatok Gsszesen csak O(m3n) aritmetikai miiveletet és — megfelels adat-
szerkezet hasznélata esetén — O(mnlog(mn)) Osszehasonlitast (< szerint)
igényelnek. Kés6bb latni fogjuk, hogy ez éppen ugyanannyi, amennyit a
Buchberger-Moller-algoritmus is hasznal. Sajnos azonban a redukalt szamo-
lasara ismert legjobb algoritmus is méar ennél idGigényesebbé teszi a modszert.

A helyesség bizonyitasabol és az algoritmus menetébdl vilagos, hogy igaz
a kovetkezd standard monomokra vonatkozé allitas.

4.3. K6évetkezmény. Ha V' CV véges pontrendszerek, akkor

Sm (I(V')) C Sm(I(V)),
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s6t, ha V#V', ésV =V'U{v}, akkor
Sm (I(V')) U {x"} =Sm (1(V)),

ahol x¥ = 1lm (g) a V' redukdlt Grobner-bdzisinak legkisebb vezetd tagi g
elemére, amelyre g(v) # 0.

4.3. A Buchberger—Moller-algoritmus véges pontrend-
szerre

Az algoritmus valtozatai tobb cikkben megtalalhatoak, az eredeti Buchber-
ger és Moller 1982-ben megjelent [8] munkija. Részletes koltségelemzést
tartalmaz és elég altalanos Marinari, Moller és Mora [27] dolgozata, végiil j6
osszefoglalot ad Mora és Robbiano [28]. Ugyanezen az alapdtleten milik Fa-
ugeére, Gianni, Lazard és Mora [13] algoritmusa, amely a szamitashoz felteszi,
hogy valamely més tagsorrendre mér ismert a redukalt Grobner-bazis.

A Buchberger-Moller-algoritmus véges pontrendszerhez tartozo ideal re-
dukalt Grobner-bazisat szamolja ki, aminek elemeit sorra adjuk hozza a kez-
detben iires G' halmazhoz. Egyuttal készitliink egy S halmazt, ami az al-
goritmus végére az Gsszes standard monombdl fog allni. Az eljards minden
lépésében megvizsgalunk egy x¥ monomot, amely, ha standard monom S-be
keriil, ha Lm (/(V)) minimalis generatora, akkor a redukalt Grébner-bazis
hozzatartozé elemét betessziik G-be, egyébként pedig nem foglalkozunk vele
tovabb. Az adott tagsorrendre nézve egyre nagyobb monomokat vizsgalunk,
amelyeket egy — néha béviils — M listabol valasztunk.

Az algoritmus folyaméan egy U C V halmazt is folyamatosan b&vitiink.
Kezdetben U = (), a végén U =V lesz, és végig igaz marad, hogy S pontosan
az U-ban levé pontokhoz tartozoé ideal standard monomjait tartalmazza, azaz
S = Sm (I(U)). Végiil a szerepl6 ¢; monomokra teljesiil, hogy amennyiben
U az uy,...,u; pontokbol all (bekeriilésiik sorrendjében) és i < ¢, akkor
minden j < i-re ¢;(u;) =0 és ¢;(u;) = 1.

Lassuk tehat az algoritmus pontos mitikodését.

G:=0; S:=0; U:=0; M:={1}; i:=0;
While M # 0 do
xV:=minM; M:= M\ {x"};
If x¥ ¢ Lm(G) then
p(x) :=x";
For j=1 to i do p(x):= p(x) —p(u;)g;j(x); endfor;
If p(x) € I(V) then
G:=GU{p(x)};
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else

1:=14+1;
legyen v € V, amire p(v) #0; u; :=v,;
U:=UU{u};
)= 29,
S:=SU{x"};
M:=MU{z; -xV: j=1...n};
endif;
endif;
endwhile;

Most bebizonyitjuk, hogy az algoritmus helyes, s6t eleget tesz a fent leirt
egyéb kovetelményeknek is. Nevezziik vizsgaltnak azon monomokat, amelye-
ket az algoritmus 3. sora szerint valamikor x%¥-nek vélasztunk.

El&szor is vegyiik észre, hogy a vizsgalt x¥ monomok egyre nagyobbak.
Valbéban, amikor xV-t vilasztjuk M-bél, akkor 6 a minimalis elem, és M-be
kés6bb mar csak olyan monomok keriilhetnek be (tekintsiink az els6 endif
el6tti sorra), amelyeknek valamelyik mér bent levé monom osztoja, tehat
olyan, ami x%-nél nagyobb. Vildgos emiatt az is, hogy amikor x%-t vizsgél-
juk, akkor a mar készen levs ¢, ..., q; polinomok csupa kisebb monombol
allnak, hiszen csakis vizsgalt (rdadasul S-ben levs) monomokat tartalmaz-
nak. Tehat lm (p) = xV igaz, igy amikor p € I(V'), akkor a vizsgalt monom

fotag.
Masodszor i-re vonatkoz6 indukciéval megmutatjuk, hogy ¢; eleget tesz
a kivanalmaknak, azaz ha az U-ba bekeriilt pontok rendre uy, ..., u;, akkor

j < iesetén ¢;(u;) =0 és ¢;(u;) = 1. Ezt a tulajdonsagot természetesen nem
valtoztatja meg, hogy kés6bb tovabbi pontokat is bevesziink U-ba.
Tekintsiik a kévetkezd

q1(uy) a(uz) ... @(uiq)

g2 (u1) g(uz) ... ga(ui1)
A= .

Qi—l(‘:,ll) %—1(32) e Qi—l(ui‘;l)

matrixot. Az indukcids feltevést alkalmazva

1 ¢i(u2) qi(uz) ... q(w-1)
0 1 @(usz) ... g(ui)
A= 0 0 1 “en C]3(u,~_1)
0 0 0 1
| u v u% uz” ui1" |




Nulldzzuk ki az utolsé sor elemeit rendre az els ¢ — 1 sor segitségével. Ekkor
az utolsé sorban p(x) polinom uy,...,u;_1 helyen vett helyettesitési értéke
fog szerepelni, hiszen éppen a For ciklusban szerepld miiveleteket végeztiik
el. Tehat p(u;) =0, ha j < i. Ugyanakkor p(x) ¢ I(V) miatt van olyan V-
beli pont, ami u;-nek valaszthato, tehat p(u;) # 0. Raadasul a fentiek szerint
u; biztosan kiilonbozik a mar U-ban levé pontoktol. Ebbél ¢; definiciojara
tekintve az allitas vilagos.

Most méar lathatjuk, hogy az algoritmus véges sok lépésben leall, ugyanis
ha méar ¢ = |V| =: m, akkor minden djabb p polinom az U = {uy, ..., u,} =
V helyeken eltiinik, ezért M-be tobb elem mér nem keriil, tehat el6bb-utobb
kitiriil.

Ezek utan igazoljuk, hogy az algoritmus végére minden monom vagy
Lm (G)-ben vagy S-ben van. Tegyiik fel, hogy x" egy minimaélis ellenpélda.
Az 1 monom az els6 1épésben bekeriil S-be, tehat x¥-nek van eggyel ki-
sebb foki osztéja. A minimalitds miatt ez szerepel Lm (G)-ben vagy S-ben.
Lm (G) felszallo, ezért csak S-ben lehet. Akkor viszont abban a lépésben,
amikor bekeriilt, x* monomot felvettiik az M listara. Valamikor tehat vizs-
galtuk x%¥-t, igy viszont vagy p polinom f&tagjaként bekeriil Lm (G)-be, vagy
S-hez vessziik hozza.

Lattuk, hogy standard monom nem keriilhet Lm (G)-be, tehat biztosan
Sm (I(V)) C S, rdadasul az algoritmus folyamén végig igaz Sm (I(U)) C S
is. Miutan [Sm ([(V))| = |V| = m = |S| (illetve a kézbensd lépések soran
végig |Sm (I(U))| = |U| =i = |S]), ezért igaz, hogy Sm (I(V)) = S (illetve
Sm (I(U)) = S az algoritmus kézben). Komplementert véve adodik, hogy
Lm (I(V)) = Lm (G), tehat G Grobner-bazis.

Végiil azt sem nehéz belatni, hogy G' redukalt Grébner-bazis. Mivel a
¢; polinomok mind S-beli, tehat standard monomok linearis kombinécioi,
ezért ugyanez igaz fétagjatol eltekintve az Osszes szerepld p polinomra is.
Igy specialisan G elemei vezets tagjuktol eltekintve standard monomokbol
allnak. Méar csak azt kell igazolni, hogy G kiilonb6z6 elemeinek f6tagjai nem
oszthatjdk egymast. Ez viszont abbol vildgos, hogy két vezetd tag koziil a
kisebbet el6bb vizsgaltuk, ezért amikor a nagyobb x% monomra keriilt a sor,
mar xV € Lm (G) lett volna, amennyiben a kisebb x™-nek osztoja lenne. [J

4.4. Tétel. Tegyiik fel, hogy az aritmetikai miveletek F testben a, két n
vdltozos monom < szerinti 0sszehasonlitdsa pedig nb koltségiek. FEkkor a
Buchberger—Miller-algoritmus O (am3n + bmn? log(mn)) idében megvaldsit-
hato. Példaul eqy kis elemszdmi véges testben a lex vagy degler rendezéssel
dolgozva, és valamely € > 0 szdmra m'~¢ > n-et feltéve a futdsidé O(m>n).

Bizonyitas ElGszor tesziink néhany észrevételt, amelyekre a futasidg
csOkkentése miatt lesz sziikségilink. El6szor is, M elemeit érdemes valamilyen
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binaris keres6faban tarolni. A pontos definiciok megtalalhatoak példaul [31]
3. fejezetében, vagy [10] 13. fejezetében. Itt csak annyit hasznalunk, hogy
O(log |M]) 6sszehasonlitassal meg tudjuk kapni M minimélis elemét, illetve
ugyanekkora koltséggel tudunk torolni és besztirni elemeket.

Ahelyett, hogy valamiféle kereséssel direkt médon probéalnank eldonteni,
hogy x% € Lm (G) fennall-e, a kovetkez6t tessziik. Feljegyezziik M elemei
mellé, hogy hany alkalommal sztirtuk be 6ket. Bebizonyitjuk, hogy ha xV az
M minimaélis eleme egy lépésben, akkor pontosan akkor teljesiil x™ ¢ Lm (G),
ha az xV mellé feljegyzett szam megegyezik az x"-ben nemnulla kitevivel
szerepld valtozok szaméaval.

Egy x" pontosan akkor standard monom, vagy Lm (/) minimélis genera-
tora, ha minden eggyel kisebb foki osztdja standard monom. Amikor xV-vel
foglalkozunk, addigra mar az Gsszes osztdjaval végeztiink (tehat vagy vizsgal-
tuk mar, vagy tobbé nem is fogjuk). Ha minden eggyel kisebb foku osztoja
standard monom, akkor x%-t mindnél besziurtuk M-be. Tehat a fent javasolt
szamlalo xV-re pontosan akkor egyenlé az x%-ben szerepld valtozok szama-
val, ha x™ € Sm (I(V)) vagy x¥ monom Lm (/) minimélis generatora. Ez
viszont ekvivalens azzal, hogy x¥ ¢ Lm (G) amikor ezt tesztelniink kell.

Sziikségilink van u;™ kiszdmolasara is. Ehhez M elemei mellé még tovabbi
értékeket is érdemes felirni. Ha z,x™ = x™ és x™-t most elsG izben szurjuk
be M-be, akkor irjuk fel mellé a méar agyis kiszadmolt UjWI értékeket (és persze
(-et se feledjiik). Igy minden egyes u;" kiszdmolhaté egyetlen szorzassal, ez
Osszesen tehét 7 < m aritmetikai mivelet.

Legyen V\ U = {vi,...,Vim_it1}. Amikor p polinommal dolgozunk,
p € I(V) eldontéséhez sziikségiink lesz ra, hogy minden pontban kiszamoljuk
p helyettesitési értékét. Igy nem tul nagy tobbletkdltséggel megtudjuk, és
eltaroljuk g¢;-nek V-n felvett értékeit is. Emiatt p szamolasakor feltehetd,
hogy az alabbi

1 Q1(u2) e 41 (ui—l) q1 (V1) Ql(Vm—z'+1) (]1(X)

0 1 <o Q2 (ui—l) 42 (V1) . q2 (vm—i—l—l) /)] (X)

0 o ... 1 gi-1(v1) oo Gim1(Vim—iy1)  Gi-1(X)
111w 112w lli_lw V1w . Vi_lw xV

matrixot ismerjiik. Amint a helyesség bizonyitasaban is lattuk, ha ezen mét-
rix utols6 soranak els6 ¢ — 1 elemét kinulldzzuk az els6 ¢ — 1 sor segitségével,
akkor éppen az algoritmusban leirt 1épéseket végezziik, tehat az als6 sorban
a p(u;), illetve a p(v;) értékek fognak szerepelni, a jobb alsé polinom pe-
dig éppen p(x) lesz. Kihasznalva, hogy a g¢;(x) polinomok csupa standard
monombdl 4llnak, igy legfeljebb m nemnulla monomot tartalmaznak (s6t ¢;
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legfeljebb j-t), lathato, hogy p(u;) (j =1...m) és p(x) polinom szamitasa-
hoz O(m?) aritmetikai operacio elegendd.

Minden standard monomra osszesen n elemet szirunk be AM-be, azaz
osszesen nm-et. Egy beszuras koltsége log|M| < log(mn)-nel aranyos, tehat
ebbdl a részbél a koltseg O(bmn?log(mn)). Az is kovetkezik, hogy Gsszesen
legfeljebb mn monomra kellett kiszamolni a megfelel6 p polinomot, ennek
ara O(m3n) aritmetikai mivelet.

A tovabbi miiveletek nagysagrendje lathatéan kisebb, az teljes futasidé
ezért valoban O (am®n + bmn? log(mn)).

A tipikus hasznalat esetét mutatoé példdban az O(m3n) kéltség konnyen
ellendrizhetd, hiszen ilyenkor a és b konstans, és O(log(mn)) = O(log(m)) <
O(m®). O

4.4. Véges pontrendszer lex standard monomjai

Ebben az alfejezetben kombinatorikus algoritmust mutatunk véges pontrend-
szerhez tartozo I(V') ideal lex standard monomjainak kiszamolaséra. Ez azt
jelenti, hogy a modszer aritmetikai operacié nélkiil miikodik, rdadésul nagy-
vonaltian elemezve is mindéssze O (m?n) elemi miiveletre lesz sziikségiink,
amely becslést kés6bb még javitjuk. Cerlienco és Mureddu [9] munkajabol
mas kombinatorikus algoritmus méar ismert. A futasidét 6k ugyan nem ele-
mezték, de ellendrizhetd, hogy modszeriik koltsége m2n-tel aranyos.

Sziikséglink lesz V' bizonyos el6feldolgozasara: egy V' forditott elemeit
tartalmazo szofat készitiink. A szadmunkra lényeges definiciokat felidézziik,
részletesebb leirds taldlhato példaul [26] 6.3. fejezetében. A V' pontrend-
szer forditott szofaja konnyen feldolgozhatoé struktiraban tarol minden sza-
munkra érdekes informéaciét V-rél.

Szo6fa

Els6ként idézziik fel a szofa nevii adatstruktiraval kapcsolatos definicidkat.

Gyokeres fanak hivunk egy olyan — grafelméleti értelemben vett — fat,
amelynek van egy gydkérnek nevezett kitiintetett csicsa. Azt mondjuk, hogy
egy csucs a fa 4. szintjén van, ha a csics gyokértsl vett tavolsaga i. Speci-
alisan tehat a gyokér a 0. szinten talalhato. A fdnak n szintje van, vagy n
mélységii, ha a gyokértsl legtavolabb levl cstics az n. szinten van. Ha v egy
a gyokértdl kiilonbozs csics, akkor v szildje a gyokeret v-vel 6sszekotd titon
v-t megel6z6 u csics. Ilyenkor v az u egy gyermeke. A gyokérnek nincs szii-
16je. Az olyan pontokat, amelyeknek nincs gyermekiik, levélnek nevezziik.
Ha v az ¢ > 0 szinten lev§ csucs, akkor tetszdleges 0 < j < ¢ esetén v cstcs
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j. szintd felmendjének hivjuk azt az egy u csicsot, amely a v-t a gyokérrel
0sszekot6 uton a fa j. szintjén van. Ilyenkor v az u leszdrmazottja.

A szdfa olyan gyokeres fa, amelynek minden élére egy rogzitett abécé va-
lamely jelét irjuk. Egy csiicsbdl a gyermekei felé mutato élekre kiilonbo6z6
értékek keriilnek. Igy a cstcsokat megnevezhetjiik az abécé véges hosszi sza-
vaival: egy cstcs neve a gyokértsl hozza vezets tton a szimbolumok Gsszeol-
vasasaval kapott sz6 lehet. A mi esetiinkben az abécé egy esetben a termé-
szetes szamok halmaza, egy esetben pedig az {ay, ..., ok} halmaz lesz, ahol
\% g {0[1, PN ,O[k}n.

Az algoritmus naiv valtozata

Legyen most is |V| = m, és a fejezet tovabbi részében feltessziik, hogy
m > 0. Legyen T a V forditott elemeihez épitett szofa, azaz T egy n
szintd fa, m levele van, amelyek mind az n. szinten talalhatoak és a gyo-
kértol egy levélig vezetd tton Osszeolvasva az éleken szerepls értékeket, olyan
Bns Bn-1, - - -, B1 sorozatot kapunk, amelyre (51,...,08,) € V. Roviden T-t a
V' forditott szofdjanak fogjuk nevezni. Az alabbi dbra egy egyszeri példat
mutat: a V ={(2,1,1),(3,1,1),(4,1,1), (4,2,1),(1,1, 3),(3,1,3)} pontrend-
szerhez tartoz6 T forditott szofat adtuk meg.

Emlékeztetjiik az Olvasot, hogy 5, Bit1, - - -, B testelemekre

V,Bn/)’n_l,b’l = {(Ula s av’i—l) € Fil : (Ula ceey Vi1, /Bi) s ﬁn) € V} .

Ha Vi, 5, ,.5 # 0, akkor létezik (és egyértelmi) egy olyan v csics T szofa
(n—1i+1). szintjén, amelyhez a gy6kérbdl a rendre 3, B, 1, .. ., Bi-vel jelolt
élekbol 4llo ut vezet. Vegyiik észre, hogy a V3,5, .5 pontrendszer forditott
szofaja éppen T azon részfaja, amely v-bél és v Gsszes T-beli leszarmazott-
jabol all, és gyokere v. Az algoritmus els6 — naiv — valtozata nem tesz mast,
mint ezt az észrevételt 6tvozi a lexikografikus standard monomok rekurziv
szerkezetérdl szolo megallapitasainkkal.
Az algoritmus soran S, halmazokat szdmolunk, végiil minden v csiicsra

Sy =Sm (I(Vs,p,_,..5:))

fog teljesiilni, ahol a gyokérbdl v-be vezets ut 5,5, 1 - - . 5; elemekkel indexelt
és a standard monomokat a lexikografikus rendezésre tekintjiik. Amennyiben
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v aT fa (n—1i). szintjén van, akkor I(Vg, s, ,.5) C Flz1,..., 4], ezért S,
minden eleme x4, ..., z; valtozok monomja lesz.

A 3.10. kovetkezmény alapjan S, elemei megkaphatoak, feltéve, hogy
mér ismerjiik az S,, = Sm (I(Vs,,_,..56,,,)) standard monom halmazo-
kat j = 1,...,r esetén, ahol vy, ..., v, a v csics Osszes gyermeke. Valdban,
minden olyan z1" ... z;";'-re, amely legalabb egy S, halmazban szerepel, az
...z} 7" 2¥ monom benne van S,-ben, feltéve hogy van legalabb w + 1
olyan v; a v cstcs gyermekei kozott, amelyre 27" ... z;"'7" € Sy,;- Ha specié-
lisan v a gyokér, akkor S, = Sm (I(V')), amit ki szeretnenk szamolm

Az algoritmus aldbbi naiv valtozata ezt a tervet valdsitja meg. Megje-

gyezziik, hogy i = 1 esetén az z{* ...z, 7" iires szorzatot 1-nek értelmezziik.

For v € {T levele} do S, :={1}; endfor;
For 1 =1 to n do
For v € {T (n—1i). szintjén levd csics} do

S, =0;
r:= (v fiainak szama); {vi,...,v.}:= (v fiai);
For j=1 to r do

For z{*...z;'1' € S, do

w.—1+max({£>0 Ptz el e S, u{-1});
Sy =8, U{z?t ... x txl )
endfor;
endfor;
endfor;
endfor;

A helyesség a fent elmondottak alapjan nagyjabol vilagos, csupén egy
egyszerl tovabbi észrevételt kell tenniink: minden szoba jové rogzitett i ér-

ték mellett j-re vonatkozo indukcidval igazoljuk, hogy S,-hez pontosan akkor

vessziik hozza a j. lépésig az =7 ...z 'z¥ monomot, ha S,,,..., Sy, hal-

mazokban w + 1-szer el6fordul az =7 .. .acz_’ll monom.

Ez j = 1-re igaz, hiszen ez esetben a tekintett maximum —1 lesz, tehéat

akkor és csak akkor vessziik be z{' ...z, 'z¥ = 2" ... 2" monomot S,-
be, ha az szerepel S,,-ben. Tegyiik most fel, hogy az allitds j — 1-ig igaz.
wz 1

Amikor a j. lépésben z7" ...z, 7' z¥-t hozzavessziik S,-hez, akkor (w > 0
esetén) tudjuk, hogy x7* .. x;”’llx“’ ! mar eleme S,-nek, ezért z' ... ;"7
az indukcios feltétel szerint legalabb w-szer eléfordult mér S, ...S,,_,-ek
kozott. Ez viszont az S,;-beli el6fordulaséval egyiitt éppen a kivant w + 1-et

adja. O

Vegyiik észre, hogy bar négy egymasba &agyazott For ciklust hasznéa-
lunk, mégis minddssze nm alkalommal fut le a legbelsé For ciklusban sze-
replé két utasitds, ugyanis konnyid latni, hogy 7" minden szintjén az S,
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halmazok elemszdmanak Gsszege pont m. Ahhoz azonban, hogy az algo-
ritmust igazan hatékonnyé tegyiik, kell6en gyors modszert kellene talalni a
max{f >0 : z*...x"7'2f € S,} mennyiségek szdmolasara. Ennek érdeké-
ben egy tjabb szofat fogunk hasznélni, és kiilsGségeiben jocskan megvaltoz-

tatjuk az algoritmust.

Hatékony megval6sitas

Legyen Sm (I(V)) szofaja S. Pontosabban, S éleire természetes szamok
keriilnek, amelyeket a gyokérbdl a levelekbe vezeté utak mentén Osszeol-
vasva éppen az Sm (I(V'))-ben szerepld monomok kitevévektorait kapjuk.
Az i. szinten levs csticshoz vezetd 0t zi,...,x; valtozok egy monomjinak
kitev6vektora.

Az algoritmusunk javitott valtozata ezt a szofat fogja elkésziteni, ami-
b&l 1(V) lexikografikus standard monomjai tehat konnyen leolvashatoak. A
konstrukciohoz sziikségiink lesz egy megfeleltetésre. A késziil6 S fa minden
csucsdhoz hozzarendeljiik 7' bizonyos leveleit. A hozzarendelés olyan lesz,
hogy T minden [ levelét S minden szintjén pontosan egy csiicshoz rendeljiik,
rdadasul agy, hogy ezek a csticsok S-ben egy utat alkotnak. Kényelmi okok-
b6l nem fogjuk azonban a teljes hozzarendelést eltarolni. Ehelyett 7" minden
[ levelére A[l] érték S azon csticsa, amelyhez legutobb hozzarendeltiik [-et.
Az algoritmus a gyokértdl szintenként lefele haladva késziti S szofat.

S := (egyetlen gyokérbsl alld fa); g:= S gydkere;
For | € {T levelei} do AJl] :=g; endfor;
For 1=1,...,n do
For v € {T csicsai az (n—1i). szinten} do
For u € {S csicsai az (i —1). szinten} do b[u] :=0; endfor;
For | € {T azon levelei, amelyek v leszarmazottai} do
b[A[]] := b[A[l]] + 1;
A[l] :== (A]l] azon gyermeke, amelybe vezetd élen
(b[A[l]] = 1) szam szerepel);
//Létrehozunk egy ilyen gyermeket, ha még nem létezik
endfor;
endfor;
endfor;

Az algoritmus helyességének igazoldsahoz, azaz annak belatasahoz, hogy
S valoban Sm (I(V)) (a fenti értelemben vett) szofija, elgszor bebizonyitjuk
a hozzarendelésnek harom alapvet6 tulajdonsagat.

4.5. Lemma. T tetszdleges | levelére igaz, hogy S azon csicsai, amelyekhez
l-et hozzdrendeltiik S-ben eqy levelétdl a gydkérig tarto utat alkotnak.
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Bizonyitas: Kezdetben [ levelet a gyokérhez rendeltiik, majd S minden
ujabb szintjének készitésekor az utolso eltarolt helyének egy gyermekéhez
tettiik. 0

4.6. Lemma. Ha S eqy i. szinten levd csucsdhoz hozzdrendeltik T-nek 1y és
lo kiilonbozd leveleit, akkor a T-beli (n—1). szintd felmendje nem lehet azonos
1, és ly-nek.

Bizonyitas: Ha [; és [y a lemma feltételeinek eleget tesz, akkor 4.5.
lemma szerint az (i — 1). szinten is azonos csicshoz vannak rendelve. Igy S
fa 1. szintjének épitésekor, ha a

For v € {T cstcsai az (n—1). szinten} do

ciklusban k6zos (n — ). szintl v felmendre keriilne a sor, akkor A[l;] = A[ls]
lenne, és ezért a b szamlalé gondoskodna réla, hogy S szofa 1. szintjén mar
ne keriiljenek azonos csicsba. O

4.7. Lemma. Legyenl a T egy levele, amely a (51, .., Pn) € V ponthoz tar-
tozik, €s teqyiik fel, hogy l-et S azon leveléhez rendeltiik, amelyhez a gyokérbdl
a (wi,...,w,) egészekkel jelzett titon lehet eljutni. Ekkor minden 1 <i<n
esetén

2yt 2y € Sm (I(Va,upumy.pigs)) - (6)

Bizonyitas: Az allitast i-re vonatkozo6 indukciéval 1atjuk be.

Legyen elGszor i > 1, és tegyiik fel, hogy (6) igaz (i — 1)-re. Legyen [,
(Biy -, Bn) és (wr,...,wy,) a feltételeknek megfelels, és S fa (wy, ..., w;_1)-
hez tartozo ((i — 1). szinten levs) cstcsa u. A 4.5. lemma szerint [ levél S
szofa (i—1). szintjén u-hoz van rendelve, az i. szinten pedig u-nak w;-hez tar-
tozd fidhoz. Az algoritmus alapjan ez csak tgy lehetséges, ha vannak olyan
loy 11,y lw_1,ly = 1 kiilonboz6 levelei T-nek, amelyek S fa (i — 1). szint-
jén ugyancsak wu-hoz rendeltek, és amelyek (n — 7). szintii felmendje T-ben
kozos, az a csucs, amelyhez a gyokérbdl a (B, Bu_1, - - -, Bir1)-gyel jelolt ut
vezet. Legyen [; cstcs (n — ¢+ 1). szintid felmenGje T-ben v;. A 4.6. lemma
miatt ezek paronként kiilonbozéek. A T gyokerébdl a v;-kbe vezets ut te-
hat (B, Bn-1,-- -, Bi+1, bij), valamilyen paronként kiilonb6z6 §; ; szdmokra.
Alkalmazva az indukcios feltevést,

Wi—1

xllul STy € Sm (I(Vﬂnﬁn—l---ﬁ¢+1,ﬂi,j))

minden 0 < j < w; esetén. Igy a 3.10. kovetkezmény szerint

m111)1 s x;ul € Sm (I(Vﬁn/gnfl---ﬂi+l)) )
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amint allitottuk.

Az indukci6 ¢ = 1 kezdGlépésének belatasdhoz vegyiik észre, hogy minden,
amit az indukcios feltétel alkalmazasa el6tt mondtunk, miikodik 7 = 1-re is.
A bizonyitast tehat onnan folytatjuk, felhasznéalva, hogy van w; + 1 olyan
Bi,5, amire (55, B2, ..., 0n) € V. Ez azt jelenti, hogy V,Bn,b’n_l...,b’z| > wy + 1,
ezért 2" € Sm (I1(Vj,p,_,..5,))- Ezt kellett megmutatnunk. O

A helyesség bizonyitdsa most mar nem lesz nehéz.

ElGszor is, a 4.6. lemmaét ¢ = n vilasztassal alkalmazva — miutan 7" gyckere
kozos felmenGje minden [ levélnek — azt kapjuk, hogy S minden leveléhez
legfeljebb egy Il-et rendelhettiink hozza. Az algoritmusbdl vilagos, hogy S
minden csticsdhoz T-nek legaldbb egy levelét hozzarendeltiik, tehat S-nek
pontosan annyi levele van, mint 7-nek.

Most 7 = n-re alkalmazva a 4.7. lemmaét, lathato, hogy S tetszéleges levele
altal megadott (wy, ..., w,) kitevévektorra z7* ...zp» € Sm(I(V)), azaz S
levelei valoban standard monomokat hataroznak meg. Végiil az is igaz, hogy
minden standard monomot megad S, ugyanis

|ISm (I(V))| = |V| = (T leveleinek szdma) = (S leveleinek szama).

O

AzaldbbiabraaV = {(2,1,1),(3,1,1),(4,1,1),(4,2,1),(1,1,3),(3,1,3)}
pontrendszerhez tartoz6 T forditott szofat, és a hozza tartozo S szofat ab-
razolja. Beszamoztuk T leveleit, hogy S cstucsainal lathato legyen a hoz-
zarendelés. FElhagytuk ugyanakkor S éleinek szamozéasat, amely konnyen
rekonstrudlhatd: egy csics gyerekeit balrél jobbra haladva kell 0-t6l kezdve
szdmozni. Az S szofa alapjan Sm (I(V)) = {1, x3, To, 71, T173, T3 }.

T S
123456
14 6 3
1 26
1 2 3 4 5 6 1 54 2 6 3

4.8. Tétel. Legyen r + 1 a T szdfa mazimdlis fokszdma és |V| =m. A fent
bemutatott mdodszer ekkor O(mnr) elemi mivelettel, a testben csak egyenléség
tesztelésével, tehdt aritmetikai operdcid nélkil meghatdrozza 1(V') lexikografi-
kus standard monomjait. Ha a test elemein van konstans iddében ellendrizhetd
rendezés, akkor ugyanez megualdsithaté O(mmnlogr) iddben is.
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Bizonyitas Az algoritmus két {6 1épése — T, illetve S elkészitése — koziil
az els6é bizonyul id6igényesebbnek.

Utobbi O(nm) koltséggel megoldhaté. Vegyiik észre ugyanis, hogy S
szofa i. szintjének megépitéséhez O(m) munkat végziink, miutdn 7" minden
levelével csak egyszer foglalkozunk, és T" alkalmas el6feldolgozasaval a T-ben
(n—1). szinten levé pontokhoz tartozo levelek konstans idében megkaphatoak.

A T-t rekurzivan épitjiik, V pontjait sorra szirjuk be a késziil6 forditott
szofdba. A fa mélysége n, és m beszirast kell elvégezniink, ezért a koltség
O(mmn)-szerese az egy csucsban toltott idének. Egy csucsban, ha ossze kell
hasonlitanunk egy elemet az Gsszes ott talalhaté masikkal, akkor nyilvan
O(r) id6t toltiink. Ha ismert gyorsan tesztelhetd rendezés F-ben, akkor —
ha a csticsokat rendezve taroljuk — binaris kereséssel megy ugyanez O(logr)
lépésben. O
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5. Szamolasok konkrét pontrendszerekre

Most ratériink néhany specidlisan valasztott véges V pontrendszer standard
monomjainak, illetve bizonyos esetekben egy Grobner-bazisanak konkrét ki-
szamolasara. Leginkabb szimmetrikus pontrendszerekkel fogunk foglalkozni,
azaz olyan V véges halmazokkal, amelyekre teljesiil, hogy y € V esetén y
koordinatait tetszélegesen permutalva a kapott vektor is V-ben van. Tel-
jes altalanossédgban viszonylag keveset fogunk tudni r6luk mondani, azonban
tobb specialis esetben pontosan meg tudjuk adni a standard monomokat il-
letve egy Grobner-bazist, amelyeket aztan a kovetkezd fejezetben kiilonb6z6
feladatok megoldasaban alkalmazni is fogunk. Egy olyan példat is bemuta-
tunk, ahol V' nem szimmetrikus, nevezetesen az irdnyitott fak esetét.

5.1. Szimmetrikus pontrendszerekrsl altalaban

Legyen V' C {ay,...,ap}" C F" véges pontrendszer. Egy y € V pont

tipusa A = (Aq,..., \¢), ha y koordinatai kozott pontosan \;-szer szerepel
«; minden 1 és k kozotti i-re. Egy A € ZF egészekbsl allo vektor tipus, ha,
valamely y € {ay,...,a;}"-nek a tipusa, azaz pontosan akkor, ha minden

k
1<i<kra)>06és > \=n.

=1
Azt mondjuk, hogy V' C {ay, ..., ax}" szimmetrikus, ha teljesiil ra, hogy
y € V esetén {aq,...,q}" minden y-nal megegyezd tipusa eleme V-ben
van. Més szoval 1étezik olyan D tipusokbdl all6 halmaz, amelyre

V=Vp,:={y €{a,...,04}" : y tipusa D-ben van}.

Természetesen Vp , definicioja akkor is értelmes, ha D C Z* tetszbleges, azaz
nem feltétlen csak tipusokbol all.

A kovetkezGkben a lex standard monomok rekurziv tulajdonsiga segit-
ségével megadjuk szimmetrikus pontrendszerhez tartozo lexikografikus stan-
dard monomoknak egy jellemzését. A tételt valojaban csak a & = 2 esetre
fogjuk alkalmazni, azonban az altalanos eset bizonyitdsa semmivel sem bo-
nyolultabb.

Sziikséglink lesz néhany jelolésre. Legyen p; € Z* a j. egységvektor, azaz
p; minden koordinatéja 0, kivéve a j-ediket, amely 1. Emlékeztetiink, hogy
[k] = {1,2,...,k}. Ha D C Z* és w € N, akkor legyen

D®) = U ﬂ (D =),

HC[k] JEH
|H|:w+1
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ahol D — p; = {X — p; : X € D}. Specidlisan w > k esetén D™) = (). Ha
w € N” akkor
D) = (. ((D<w1>)<wz>)---)w ,

5.1. Tétel. x™ pontosan akkor lezikografikus standard monomga az I (Vp,,)
idedlnak, ha 0 € D),

Bizonyitas: Legyen
A= {[.L S Zk ;X" € Sm (_l (VD—[,L,n))} .

A bizonyitast n-re vonatkozo teljes indukcioval végezziik: megmutatjuk, hogy
A = D™)_ Nyilvanval6, hogy ebbdl kiovetkezik a tétel allitasa.

Tekintsiik el6szor az n = 1 esetet. Pontosan akkor teljesiil u € A, azaz
¥ € Sm (I (VD,HJ)), ha ‘VD*M,1| > w, ami akkor és csak akkor all fenn, ha
van legalabb w + 1 olyan j € [k], amelyre u; € D — p, hiszen n = 1 hosszon
az Osszes lehetséges tipus pq, ..., p,. Ezek szerint p € A ekvivalens azzal,
hogy létezik H C [k], |[H| = w+1, hogy Vj € H esetén p; € D — p. Miutan
r; €D —p <= peD—p,, ezért belattuk, hogy p € A ugyanakkor all
fent, mint pu € D™,

Tegyiik most fel, hogy n > 1 és az 4llitas igaz n — 1-re, azaz

D(w1 ..... Wn—1) — {IJ' c 7k .quul %l e Sm (I (VD—[J,,n—l))} — B.

n—1

Ekkor B™») = D™) miatt elegend6 belatni, hogy A = B(®»),
A 3.10. kovetkezmény szerint u € A akkor és csak akkor teljesiil, ha
létezik olyan w, + 1 elemii H C [k] halmaz, amelyre j € H-bol kovetkezik

#" ...z € Sm (1 ((VD,u,n)%)) . (7)

o = VD—([I:-I—ILJ-),n—l
m+ p; € B-vel, ami pedig p € B — pj-vel. Azt kaptuk, hogy pu € A akkor
és csak akkor, ha van w, + 1 elemidi H C [k]| halmaz, amelyre j € H = pu €
B — p;, ezért A = Bwn), O

Vegyiik észre, hogy (Vp—p.n) és emiatt (7) ekvivalens

5.2. Egy szimmetrikus eset: modulo r /-széles pontrend-
szer

A Vp,, pontrendszert, amelyet ebben a fejezetben vizsgalni fogunk, a kovet-
kez§ alakt D C Z2? definiilja:

D=D(d,t,r)={(An—2) €N : d<Amodr<d+¢—1},
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ahol d, r és ¢ rogzitett egészek, amelyekre fennéll, hogy 0 < d < n, d < r
és 1 < ¢ < r. Szavakban: Vp, C {ai,a}" azon pontokat tartalmazza,
amelyekben a koordinatak kozott o; eléforduldsanak szdma modulo r a d
és d + ¢ — 1 egészek kozé esik. A Vp -t modulo r (-széles pontrendszernek
nevezziik.

Ki fogjuk szamolni ezen pontrendszer lexikografikus standard monomjait,
majd megmutatjuk, hogy a pontosan /-széles pontrendszer (tehat amelyet
nem modulérisan tekintiink) redukalt Grobner-bazisa minden z; > z5 >
-+« > x,-nek eleget tevé tagsorrendre megegyezik. Specidlisan tehat a stan-
dard monomok is azonosak ilyen rendezésekre a lex standard monomokkal.
A redukalt Grobner-bazist is megadjuk.

Hasonlo6 allitas egyébként a modulo r esetben nem igaz: nem nehéz meg-
mutatni, hogy a paraméterekre vonatkozé néhany egyszerii feltétel teljesiilése
esetén a lex és deglex rendezésre vonatkoz6 standard monomok eltérnek az
olyan [F testek felett, amelyek karakterisztikdja nem osztoja r-nek.

A nem modularis esetre vonatkoz6 eredmények koziil Anstee, Sali és Ro-
nyai [2] munkaja volt az els6, amelyben az £ = 1 esetre kiszamoltéak a lexiko-
grafikus standard monomokat. Hegediis és Ronyai [22| kés6bb meghatéaroztak
az ry = Ty = --- > x, tulajdonsigot kielégité rendezésekre vonatkozo re-
dukalt Grobner-béazist is. A — tovabbra is nem modularis — /-széles esetet
az utobbi szerzéparos Friedl Katalinnal egyiitt térképezte fel [20]. Eredmé-
nyiik jelen dolgozatban az 5.7. tételben szerepel, amely igazoldsidhoz is az
6 cikkiiket vettem alapul. Az alfejezet tovabbi tételei korabban nem voltak
ismertek.

Mielstt belekezdenénk Sm (I(Vp,)) kiszamolasaba, megmutatjuk Vi,
egy masik lefrasat. Alljon F halmazcsalad [n] azon részhalmazaibol, ame-
lyek elemszama modulo 7 a d és d + ¢ — 1 egészek kozott van. Ekkor az F
elemeinek karakterisztikus vektoraibdl all6 pontrendszer éppen Vp ,, feltéve,
hogy a1 = 1 és ap = 0. Az alkalmazasokrdl sz6lo fejezetben mutatunk pél-
dékat, hogy egy halmazcsaladhoz ilyen m6don megfeleltethet6 pontrendszer
idealja (illetve annak standard monomjai és Grobner-bazisa) miként segit a
halmazcsalad kombinatorikus tulajdonsagainak leirasaban.

Lexikografikus standard monomok

Tekintsiink egy négyzetracsot, amely vizszintes tengelye (X irany) az 1, flig-
gbleges tengelye (Y irany) a 0 szamokhoz tartozik. Egy olyan térdttvonalat,
amely az orig6bdl indul, és a racson egységnyit lépdelve halad rdcspoligonnak
nevezziik. Egy lépés kizarélag felfele vagy jobbra torténhet. Kolcsonosen
egyértelmid modon megfeleltethetiink egy w € {0, 1}" vektornak egy W racs-
poligont. Minden i-re (1 <4 < n) legyen az i. szakasza vizszintes W-nak, ha
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w; =1, és legyen fliggbleges egyébként.

A kovetkez6 tétel D™ explicit kiszamolasaval karakterizalja a Vb,n mo-
dulo r f-széles pontrendszer lexikografikus standard monomjait. Vegyiik
észre, hogy egy A = (A1, Ag) tipus megadéasahoz elegendd Aj-et elarulni, hi-
szen Ay = n — A;. Egyszertibb lesz a szamolas, ha ennek megfelel§en D-ben
is csak az els§ koordinatékat taroljuk. Az 1j jelolés szerint tehat

DO =(D—-1)UD és
DY =(D—-1)nD.
5.2. Tétel. Legyen w € {0,1}" és d € Z, amelyre d = d (mod r) és
n—r—1~¢ n+r—~4

<d <
2 - 2

Ekkor 0 € D™) pontosan akkor, ha W nem metszi elébb az Y = X — ¢
eqyenest, mint azY = X+r—~{-et, és amennyiben W végig a két eqyenes kozott
marad, akkor a végpontjdinak ni-gyel jelolt X koordindtdjdra (ami valdjaban
a w-ben szerepld 1 koordindtdk szdma) teljesiil

ny <min{n —d',d' + ¢ —1}.

Y Y=X+4+r—1¥¢
Y=X-/

..... % X+Y=n
X

min{n —d',d' + ¢ — 1}

A példdban n = 15, r =7,/ = 3 ésd = 1 vagy d = 5. A tétel szerint
xV = LoXel10L11X12X13L14T15 standard monom.

Tetszbleges w € {0,1}" esetén W metszi az abra szerinti vastag vona-
lak egyikét. Az 5.2. tétel azt allitja, hogy ha W el6bb a vékonyabbik vonalat
érinti, akkor xV a lex rendezésre f6tag, egyébként pedig x* standard monom.
Ha w kitevGvektornak van egynél nagyobb koordinataja, akkor természetesen
x% foétag. Ezzel tehat jellemeztiik a modulo r ¢-széles pontrendszer lexiko-
grafikus standard monomjait.
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5.2. tétel bizonyitasa: Legyenek a és b egészek, ekkor az [a,b] egész
intervallum
[a,b] :=={c€Z : a<c<b}.

Speciélisan, ha a > b, akkor [a,b] = 0. Ha [a,b] # 0, akkor [a,b]® = [a—1, b]
és [a,b]") = [a,b — 1]. Altalanosabban, tegyiik fel, hogy a w € {0,1}"
vektorban az 1 koordinatdk szama ni, a nulldké pedig n — ny = ng, és w
minden w' prefixére teljesiil [a, b)) # (). Ekkor

a, b](w) = [a — ng, b — n4], (8)

és [a — mo, b — n1] akkor és csak akkor iires, ha a — ng > b — ny, azaz az
[a, b] intervallum b — a + 1 hossza kisebb vagy egyenld, mint n; — ny. Miutan
[a, b](@Wirwn-1) =£ () &5 [a,b]™) = 0, ezért w, = 1 ésa—1ng < b— (n; —1).
Tehét, ha w olyan, mint fent, akkor [a — ng, b — ni] = () akkor és csak akkor,
ha b —a+1 = n; —ng. Megéllapithatjuk azt is, hogy ha w* a legrévidebb
kezdGszelete w € {0,1}"nek, amelyre [a,b]™") = ), akkor w* koordinatai
kozott pontosan b — a + 1-gyel tobb egyes van, mint 0.

Tegyiik most fel, hogy A C Z kiilénéll6 intervallumok uniéja, azaz A =
U [as, bi], és kiilonboz6 4, j € I esetén [a;, b;]U[a;, b;] nem intervallum. Ekkor
i€T
Veilégos, hogy

i€l

Ha ACZ,reZéwe {01}, akkoraz A—r ={a—71 : a € A}

halmazra nyilvanval6, hogy

(A—r) ™) = A0 _p, (10)

A mi esetiinkben D = |J(A —ir) és A= [d,d+ ¢ —1]. Az £ < r feltevés
i€z
miatt az A—ir = [d—ir, d+{—1—ir] intervallumok valoban kiilonalloak. Ki-
hasznélva (9) és (10) sszefliggéseket, n-re vonatkozé indukcioval egyszertien
adodik
DM = J(A™ —ir), (11)
i€z
feltéve, hogy |A(W')‘ < r fennall w minden w’ kezd@szeletére. Ha van olyan
w' prefix, amire ‘A(W')‘ = r, akkor D intervallumai Gsszeesnek D™')-ben,
azaz D™') = 7. Miutan Z© = Z®") = Z, ezért ilyenkor D™) = Z is teljesiil.
Tehat (11) segitségével D™) kiszamolasat vissza tudjuk vezetni az A™)
intervalluméra. Specialisan D™ = ) pontosan akkor, ha A™) = () és nincs
olyan w' kezd@szelete w-nek, amelyre |A(W')‘ = r. Legyen w* a w legrévidebb
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prefixe, amelyre A™") = ). Lattuk, hogy w*-ban £-lel tébb 1 koordinata van,
mint 0, azaz W* eléri az Y = X — £ egyenest (pont az utolso lépésben). Az
a feltétel, hogy w* minden w' kezdG@szeletére |A(‘”')‘ < r, ekvivalens azzal,
hogy w'-ben kevesebb, mint r — ¢-lel tobb 0 van, mint 1, azaz azzal, hogy a
w' racspoligon az Y = X + r — £ egyenes alatt marad.

Osszegezve, D™) akkor és csak akkor iires, ha W eléri az ¥ = X — ¢
egyenest, méghozza el6bb, mint az Y = X +r—/-et. Ilyenkor persze 0 ¢ D™).
Ha W elébb Y = X + r — l-et éri el, akkor D™) = Z, ezért 0 € D).

Mar csak azt az esetet kell megnézniink, amikor W végig szigortian a két
egyenes kozott marad. Legyenek w végpontjanak koordinatai (ny, ng). Ekkor
D™ kiszamolhato (11) segitségével. A (8) sszefiiggés miatt

AW =[d d+ ¢ — 1™ =[d —ng,d+ £ — 1 — n4],
tehat azt kaptuk, hogy
D(W):U[d+ir—n0,d+ir+€—1—n1]- (12)
i€Z

AzY = X +r—{és X +Y = n egyenesek metszéspontja (2=t nH=E),
Miutéan (nq,n0) az X +Y = n egyenesen, az Y = X + r — { alatt van, ezért

kovetkezik, hogy

n+r—1~4

ny < — és (13)
- Y4
ny > % (14)

Tehat (12) alapjan 0 € D™) pontosan akkor, ha van olyan i € Z, amelyre
d+ir—ng<0<d+/¥¢—1+ir —n;. Miutan

—/
(13) miatt, és
— l —r—/
d+ir2n1—£+12%—€+1>%

(14) miatt, ezért d' = d +ir. Azaz 0 € D™ akkor és csak akkor, ha
d—nyg<0<d+¢—1-—ng, ami ng = n — n; miatt éppen megegyezik a
kivant n; < min{n — d',d’ + ¢ — 1} feltétellel. O
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Lex f6tagok minimalis generatorai

A racspoligonos megfeleltetés és az 5.2. tétel segitségével konnyld meghata-
rozni a modulo r f-széles pontrendszer f6tagjainak minimalis generatorait.
Emlékeztetiink, hogy Lm (/(Vp,)) minimélis generatorai éppen a redukalt
Grébner-bazis vezetd tagjai. JellemezhetGek ugyanakkor tgy is, mint azok a
vezetd tagok, amelyek minden val6di osztoja standard monom.

5.3. Lemma. Az 5.2. tétel jeldléseit haszndlva

n+f—r
min{n —d,d +¢—-1}+1> +T,

azaz az 5.2. tétel utdni dbrdn a vastag vonal utolso rdacspontja azY = X+r—/4
egyenes alatt van.

Bizonyitds: Ha d'-t =1=¢ < &' < ™=t segitségével becsiiljiik, akkor
pont a bizonyitand6 egyenlGtlenséget kapjuk. Miutan ¥V = X + r — £ és
X +Y = n egyenesek metszéspontjanak X koordinatija éppen %H, ezért
az értelmezés is igaz. O

5.4. Kovetkezmény. Azon W rdcspoligonok tartoznak a lexikografikus érte-
lemben vett Lm (I(Vp,,)) minimdlis generdtoraihoz, amelyek elérik az Y =
X —Llwvagy az X =min{n—d',d' +¢—1} + 1 egyenest, mielétt metszenék az
Y = X +r—{-et, tovibbd azY = X — ¢, illetve X = min{n—d',d'+0—1}+1
egyenes elérése utin mdr kizdrolag felfele (Y irdnyba) haladnak.

A kovetkezmény szemléltetésére tekintsiik az aldbbi abrat.

Y X =min{n-d,d+¢-1}+1
Y=X-/
x X+Y=n
Y=X+r—¢ LU
W
X

min{n —d',d' + ¢ -1}

Apéldin n =15, r =7, =3 ésd =1 vagy d = 5. Az 5.4. kbvetkezmény
alapjan xV = 2129747639 minimalis, mig X" = X374T7210211212T13T14% 15,
bar f6tag, nem minimalis. Valéban, ha utobbibél elhagyjuk az x11, 19, 213,
Z14, T15 valtozok valamelyikét, akkor (minimaélis) f6tagot kapunk.
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A kovetkezmény racspoligonokra vonatkozo része azt allitja, hogy w €
{0,1}™ esetén x™ pontosan akkor van Lm (I(Vp,)) minimalis generatorai
kozott, ha W el6bb érinti a fenti Abra vastagabb vonalat, mint a vékonyat, és
az érintési ponttol kezdve felfele halad.

5.4. kovetkezmény bizonyitidsa: Az 5.2. tétel miatt vilagos, hogy ha
egy x% négyzetmentes monom minimalis vezet6 tag, akkor a fenti alak,
valahol ugyanis érintenie kell w-nak az Y = X — £ vagy az X = min{n —
d',d + ¢ — 1} + 1 egyeneseket: mondjuk, hogy az i. szakaszédnak vége teszi
ezt elgszor. Ekkor z}*...z;" a tétel szerint mar f6tag, és miutan osztoja
x"V-nek, csak az lehet, hogy egyenl6ek x™ minimalitdsa miatt. Tehat w;,; =
Wiyo = --- = w, = 0, ami pont azt jelenti, hogy W az 7. 1épés utan csak
felfele halad.

Megforditva, megint az 5.2. tételb6l lathato, hogy az ilyen alaki x%
monomok f&tagok, kihasznalva az 5.3. lemmaét is, hiszen amiatt az X =
min{n — d',d" + £ — 1} + 1 egyenest elérd racspoligonok nem érinthetik mar
az Y = X +r — [-et.

A minimalités igazolasidhoz megmutatjuk, hogy x" minden val6di osztdja
standard monom. Tudjuk, hogy W racspoligon végpontjanak X koordinitaja,
tehat a w-ben szerepld egyesek szama legfeljebb min{n — d',d' + ¢ — 1} + 1.
Igy x™ tetszoleges valodi osztéjara ugyanez maximum min{n —d’,d’' +£—1},
tehat vezets tag az 5.2. tétel szerint csak gy lehetne, ha érintené valahol az
Y = X — 7 egyenest. Azonban ez sem fordulhat el§, tekintve, hogy egyrészt
minden valédi oszt6 racspoligonja w-t6l balra kell legyen, mésrészt néhany
lépés utan szigortan balra halad, ezért ugyanott sem érintheti ¥ = X — /¢
egyenest, mint w. O

A valamely véltoz6 négyzetét is tartalmazé monomok koziil 22, 23, ...,
72 lehet esetleg minimalis fotag. A kovetkezd allitas lényegében azt mondja,
hogy z3, ..., 2 a degeneralt esetek kivételével mindig minimalis f6tag, z2-re
pedig £ > 1 esetén igaz ugyanez.

5.5. Allitas. A kévetkezd dllitdsok karakterizdlidk a nem négyzetmentes mi-
nimdlis fétagokat.

e Haowvagyd =n <r,vagyd =0, £ =1 ésn < r, akkor a minimdlis
vezeld tagok mind négyzetmentesek.

e Hod=0,¢=1 ésn=r, akkor 22 az egyetlen minimdlis nem négy-
zetmentes fdtag.

o Minden egyéb esetben x3, ..., x2 minimdlis vezetd tag, tovdbbd £ > 1
esetén 2 is az.
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Bizonyitas: Azt kell vizsgalnunk, hogy mely x; monomok lesznek f6ta-
gok. Az els6 allitas nyilvanvalo, miutan mindkét esetben |V, | = 1, tehat az
egyetlen standard monom az 1. A mésodik esetben az 5.2. tétel alkalmaza-
saval kapjuk, hogy Sm (I(Vp,,)) = {1, z,}, ezért ez is igaz.

Amennyiben min{n — d',d' + ¢ — 1} > 0, ugy vilagos, hogy z,, ..., z,
standard monom, és £ > 1 esetén pedig x; is. Az utolso allitas igazolasdhoz
tehat azt mutatjuk meg, hogy ha min{n — d’,d' + ¢ — 1} < 0 akkor a korabbi
esetek valamelyike teljesiil. Az 5.3. lemma és az 5.2. tétel szerint ha min{n —
d',d + ¢ —1} <0, akkor legfeljebb az 1 és az x, monom lehet lex standard,
azaz |Vp,| < 2.

A Vp,, # 0-t még a definicioban kikétottiik (mivel 0 < d < n). Lathato,
hogy [Vpn| = 1 csak a korabbi esetekben fordulhat elg. Tehat |Vp,| = 2.
De ez is — kizarva az els6 két allitdsban szereplé pontrendszereket — csak ugy
lehet, han=2,d=1,f=1ésr >2vagypedign=1,d=0,4=2,r > 2.
Viszont mindkét esetben min{n — d',d' + ¢ —1} = 1. O

(-széles pontrendszer Grébner-bazisa

A fentiek azon specidlis esetével fogunk foglalkozni, amikor d 4+ r > n, azaz
val6jdban nem modularis esetben nézziik az (-széles pontrendszereket. Tehat
ebben a részben

D={aeN:d<a<d+(-1}=[d, d+{—1],

ahol 0 < d <nés1 </ Masszoval Vp, C {ai,as}" azon elemeket tartal-
mazza, amelyekben a koordinataértékek kozott oy el6fordulédsainak szama a
d és d+ ¢ —1 kozé esik. Nem kotottiik ki, hogy a teljes intervallum lehetséges
tipusokat ad, azaz el6fordulhat d + ¢ — 1 > n, ettél még minden tovabbi
megallapitasunk érvényes.

Célunk ebben a részben, hogy kiszamoljuk I(Vp ,,) lexikografikus redukalt
Grobner-bazisat, és bebizonyitsuk, hogy ez minden méas z; > x5 > - >
x, feltételt kielégitG tagsorrendre nézve is redukalt Grobner-bézis. Ebbdl
azonnal kovetkezne, hogy ilyen rendezésekre a standard monomok halmaza
is megegyezik.

Az egyszeriibbség kedvéért feltessziik, hogy oy = 1 és ap = 0. Léat-
tuk mér a 3.8. kovetkezményben, hogy a lex standard monomokon ilyen
feltevés nem véaltoztat; most rdadéasul igaz ugyanez tetszGleges rendezésre
vett standard monomok esetén is. Ezt egyszert latni, ha ugyanis f(x) a
{0, 1}" bizonyos elemein elting polinom, akkor a; := («q,...,a;) jeloléssel

fx):=f % polinom {ay, as}™ megfelel elemein tiinik el, f6tagja pe-
dig azonos [ vezetd tagjaval. Ebbdl az is vilagos, hogy a 0-1 eset redukalt
Grobner-bazisa hogyan transzformalhato 4t az altalanos esetre.
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Egyik el6nye az a; = 1 és ap = 0 egyszertisitésnek, hogy {ay, oo }™ elemeit
gondolhatjuk [n] bizonyos részhalmazainak a karakterisztikus vektorainak.
Ha F' C [n], akkor jel6lje vp az F' karakterisztikus vektorat, azaz i € F' <=
vp 4. koordinataja 1. Igy Vb elemeihez azok az F' halmazok tartoznak,
amelyekre d < |F| < d+ /¢ — 1.

Elgszor kimondjuk az 5.2., az 5.4. tételek és az 5.5. allitds most tekin-
tett esetiinkre specializalt valtozatat, amelyek igy némileg egyszertibb alakot
oltenek.

5.6. Kovetkezmény. Legyen w € {0,1}", D, mint fent, és tekintsik a lex
rendezést. Akkor és csak akkor teljesil x™ € Sm (I(Vp,)), ha W nem metszi
azY = X —{ egyenest, és végpontjinak ni-gyel jelolt X koordindtdjira (ami
valdjdban a w-ben szerepld 1 koordindtik szdma) teljestil

ny < min{n —d,d+ ¢ — 1}.

Pontosan akkor minimdlis eleme x™ monom Lm (I(Vp,))-nek, ha W érinti
azY = X —l vagy az X = min{n—d,d+£¢—1}+1 egyenest és az elsd érintési
pont utdn mdr kizdrolag felfele halad. Ha d = n és £ tetszdleges, vagy d = 0 és
¢ =1, akkor csakis négyzetmentes monomok vannak Lm (I(Vp,,)) minimdlis
generdtorai kézott, eqyébként x3, ..., x2 is minimdlis elem, tovdbbd, ha £ > 1,
akkor x? is.

X+Y=n

b

X

i

I
min{n —d,d+¢— 1}
Az abran n = 9, / = 2 és d = 6 vagy d = 2. A kovetkezmény szerint
xV = w1237, miniméalis vezets tag.

Nincs mas feladatunk, mint az 5.6. kovetkezmény altal megadott x™ mi-
nimalis f§tagokhoz mutatni polinomokat, amelyek elttinnek I(Vp ) idealon,
és x% vezetd tagjuktol eltekintve standard monomok linearis kombinécidi.

Miutan Vp, C {0,1}", ezért az

xf —x; (i €[n]) (15)
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polinomok I(Vp ,)-ben vannak. Kovetkezésképpen, amennyiben 27 minimalis
fotag, akkor a hozza tartozo elem a redukalt Grobner-béazisbol éppen a fenti.
Legyen most x% olyan minimalis lex f6tag, amelyre w az X = min{n —
d,d+/{—1}+1 egyenest érinti, azaz x™ éppen min{n—d, d+/{—1}+ 1-edfoku
monom. Tegyiik fel el¢szor, hogy min{n — d,d+ ¢ — 1} = d+ ¢ — 1. Ekkor

maga
x" (16)

is eltiinik Vp ,-en, ugyanis utébbi elemei legfeljebb d + ¢ — 1 egyest tar-
talmaznak, mig x% pontosan d + ¢ valtoz6 szorzata. A masik esetben, ha
min{n — d,d+ ¢ — 1} = n — d, akkor a

n

[T @ - 1™ (16)

=1

polinom lesz a redukalt Grébner-bazis x%V f6tagi eleme. Ez nyilvanval6an
I(Vpn)-ben van, mivel v € Vp,-ben legalabb d egyes van a (16") polinom
viszont n — d + 1 olyan szorzatot tartalmaz, amely barmelyikébe 1-et helyet-
tesitve az egész polinom értéke 0. Az is igaz, hogy (16") f6tagjatol eltekintve
standard monomokbol 4ll, a feltevés szerint ugyanis x* minimalis vezets tag,
ezért minden valodi osztoja standard monom.

Végiil tegyiik fel, hogy x¥ minimalis lex f6tag, amely az ¥ = X — /¢
egyeneshez tartozik. Legyen x% foka ¢, igy tehat w az X =¢, Y =1t —/
pontban érinti el6szor az ¥ = X — / egyenest, onnan pedig csak felfele
halad. Miutan az X +Y = n egyenesen levs (t,n — t) végpontjiig még
(n—1t) — (t =€) =n— 2t + ¢ lépést halad felfele, ezért wo;_p = 1, és minden
it > 2t — £ esetén w; = 0. Legyen

W={ien|: wy=1}U{2t -0+ 1,2t —0+2,...,n},

és
2t—4 n
lw(x) := E x; = E xt + E T
iew i=1 i=2t—0+1

Vegyiik észre, hogy minden F' C {0,1}" esetén lw(vr) = W N F|. (Ponto-
sabban, ha a test p > 0 karakterisztikdja, akkor (|W N F| mod p)-vel igaz
ugyanez.) Legyen

fW(X) =

t
% (H (I — (d + £ — 7)) redukaltja z7 — z; (i € [n]) polinomokkal) . (17)
P\

93



Nem latszik rogton, hogy fw definicija p < t karakterisztika esetén is értel-
mes volna. Ha viszont igazoljuk, hogy 0 karakterisztikiju testek esetén fy
a redukalt Grobner-bazis eleme, akkor a 3.9. kovetkezmény alapjan f,, egész
egyiitthatos, tehat értelmes p karakterisztikdban is. Ezt fogjuk tenni.
Miutan z?—z; € I[(Vp ), ezért fy € I(Vp,) igazolasdhoz azt kell megmu-
t
tatni, hogy [] (Iw — (d+ £ — j)) elttinik minden vy € Vp, elemen. Ehhez

j=1
az ly-18l 52016 észrevétel miatt elegend6 d+ /4 —t < [WNF| <d+/¢—-1. A

fels6 becslés |F| < d + ¢ — 1 miatt nyilvanvalo, az als6 pedig
WnF=[F\(p]\W)| = |F| = [n]\W|=d+ {1t

szerint kovetkezik |[n] \ W| =1t — ¢ és |F| > d-bol.

Megmutatjuk, hogy f,, fétagjat leszdmitva standard monomok linearis
kombinacioja. Ha x" tetsz6leges monomja fy-nek, akkor négyzetmentes, leg-
feljebb t-edfoku és W-beli indexii valtozok szorzata. Vilagos, hogy ilyenek ko-
ziil xV a legnagyobb minden z; > x9 > -+ > x,-nek eleget tevs tagsorrendre,
és hogy x% egyiitthatoja 1. Az is latszik, hogy minden f-ben szerepld mo-
nom racspoligonja w-t6l balra-fel halad, tehat az x™-t61 kiilonb6z6 x"-k racs-
poligonjai nem érinthetik az Y = X —/ vagy az X = min{n—d,d+¢—1}+1
egyenest, azaz mind standard monomok.

Ezzel bebizonyitottuk, hogy a (15), (16), (16") és (17) polinomok koziil
a megfelel6ket kivalasztva I(Vp,) lexikografikus redukalt Grobner-bazisat
kapjuk. S6t, mar majdnem bebizonyitottuk az alabbi tételt is.

5.7. Tétel. Az {-széles pontrendszerhez tartozo idedlnak redukdlt Grébner-
bizisdt kapjuk minden x| > xo > --- > x, feltételnek eleget tevd rendezésre,
ha a (15), (16), (16') és (17) polinomok kiozil a fent leirtak szerint a meg-
feleldket vilasztjuk ki, tovdbbd minden ilyen rendezésre az (-széles pontrend-
szerhez tartozo standard monomok ugyanazok, mint a lexikografikus esetben.

Bizonyitas: Az allitas igaz a lex rendezésre. Lattuk viszont, hogy a
fenti polinomoknak minden x; > x9 > - -+ > x,-nek eleget tevs tagsorrendre
ugyanazok a vezetd tagjaik. Ha tehit < most egy tetszGleges ilyen rendezés,
akkor igaz, hogy minden lex szerinti f6tag < szerint is f6tag. Miutan a stan-
dard monomok szdma minden rendezésre ugyanaz, ezért ez csak ugy lehet, ha
a < rendezés és a lex tagsorrendhez tartozé standard monomok ugyanazok.
Igy viszont a (15), (16), (16') és (17) polinomok koziil a megfelelGek redukalt
Grobner-bazist alkotnak <-re nézve is. O
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5.3. Particiok és egy elem generalta szimmetrikus pont-
rendszerek

Olyan szimmetrikus pontrendszerrel foglalkozunk ebben az alfejezetben, ame-
lyet egyetlen tipus general, azaz a Vp ,-et definidlé D pontosan egy tipust
tartalmaz. Az itt targyalt eredmények — némileg eltérd bizonyitéssal — szere-
pelnek Hegediis és Ronyai [23| cikkében. A lex standard monomok rekurziv
szerkezetére vonatkozo allitds azért ebben az esetben is lehet&vé tesz némi
egyszeriisitést. Az alfejezet utolso, (1,...,1) tipussal foglalkoz6 része He-
gedis, Nagy és Ronyai [21] cikkébdl ismert, illetve hasonlo esetet vizsgalt
Kézdy és Snevily |25] is.

A konnyebb érthetdség kedvéért kicsit eltériink az eddig hasznalt jelo-
lesektdl: azt tessziik fel, hogy V C {ay,...,ar—1}", és ennek megfelelGen
a tipus koordinatéit is 0-t6l £ — 1-ig indexeljiik. Miutan most D egyetlen
A = (Ao, ..., \e—1) tipust tartalmaz, igy a révidebb Vy jelélést hasznéljuk
Vb n helyett.

Indexeljiik at ugy A koordinatéit, és ennek megfelelGen az «; elemeket is,
hogy teljesiiljon

Ao > AL 2> > A

Az ilyen tulajdonsagu k-asokat n particidjdnak nevezziik.
Azt mondjuk, hogy egy w € {0,...,k — 1}" sorozat rdcsszd, ha minden

(w1, ..., w;) kezdGszeletére igaz, hogy benne legalabb annyiszor szerepel az
u € {0,...,k — 2} egész szam, mint ahdnyszor az u + 1. Ha egy w €
{0,...,k — 1}" sorozatban minden i-re a koordinatak kozott ¢ pontosan \;-

szer szerepel, akkor w wektor A tipusi. Eddig olyan F"-beli sorozatokat
neveztiink A tipustinak, amely koordinatai kézott pontosan \;-szer szerepel
o;. Ezt a tovabbiakban is fenntartjuk, mindig vilagos lesz, hogy egész szamok,
vagy testelemek sorozatair6l beszéliink. Legyen

by ={we€{0,....k—1}":
w' € {0,...,k —1}" X tipusi racsszo, hogy Vj € [n]-re w; < w}}.

Vegyiik észre, hogy by pontosan azokra a tipusokra nem iires, amelyek par-
ticiok, hiszen egy réacssz6 tipusa sziikségképpen particié.

F6 célunk ebben az alfejezetben, hogy tetszéleges A particiora megmutas-
suk, hogy by elemei pontosan a lexikografikus rendezés szerinti Sm (I (V)‘))
kitev6vektorai. Igaz az is, hogy a deglex standard monomok is ugyanezek,
ezt azonban itt nem bizonyitjuk. Grobner-béazist csupan egy specialis esetben
szamolunk ki.

Az alfejezet f6 allitasat indukcioval fogjuk bizonyitani, amihez sziikségiink
lesz néhany tovabbi jelolésre. Legyen u € {0,...,k — 1}; ekkor AW azn—1
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azon particidja, amelyet A-bol tgy kapunk, hogy eggyel csokkentjiik az els6
u-nal nagyobb vagy egyenld indext koordinatajat, amelyet csckkentve még
particidt kapunk, azaz amely nagyobb az utdna kovetkezénél. Formulaval:
legyen 7 > 0 olyan, hogy Ay = Ayt1 =+ = Aygi > Aygiv1, VABY Ay = Ayy1 =
s = Ayyi = A1 és u+ 1=k — 1, ha az el6bbi nem létezik. Ekkor

A = (Ao A - Auicts Auti — 1y Ausiets - - o5 Abo1) -
Megjegyezziik, hogy a

(V)\)au = {(Ul,. . .,Un_]_) € IFnil : (Ula---:vn—laau) [ VA}

halmaz, bar altalAban nem egyenlé V)\(u)—val, mégis a lex esetben teljesiti,

hogy
sm (1((Vx),.)) =sm (I (Vyw)) (18)

Valéban, X' := (g, ..., Ay — 1,..., \s_1), definiciéval (V)\)
akkor X’ és A koordinatainak halmaza megegyezik, tehat a 3.8. kovetkez-
ménybdl (18) vilagos.

A kovetkezo két egyszerii lemma lesz segitségiinkre az alfejezet {6 tételének
igazolasaban.

=Vy'. Ugyan-

Oy

5.8. Lemma. Legyen XA = (X, ..., \k_1) az n egész egy particidja és 0 < u <
k — 1 egész. Ekkor b)‘(u+1) - b)\(u). Ezért igaz minden 0 <u<w < k—1-re
18

b)\(w) - b)\(u).

Bizonyitas: A maéasodik allitas az els6 nyilvanvalé kovetkezménye, ezért
csak az elsével fogunk foglalkozni.
Amennyiben A\, = Ayy1, akkor A(®) = A1 is_ igy nincs mit bizonyitani.

Tegyiik fel tehat, hogy valamely ¢ > 1-re Ay > A\yi1 = Aygo = -+ = Ay >
)‘U-I-i-l-l vagy Ay > /\u—l—l = )\u+2 == /\u-l-i =M1 ésut+i=k—1.
Bebizonyitjuk, hogy minden A®™V) tipusa w = (w, ..., wy_1) récsszo

b )‘(u)-ban van, igy a definici6 alapjan nyilvanval6 ugyanez b D tetszbleges

elemére. A bizonyitashoz konstrualunk egy A tipusi w' = (wi,...,w,_)
racsszot, amely minden koordinatajara w; < wz-.

Elészor legyen w' = w, majd modositsuk még w' néhany koordinatajat
a kovetkezek szerint. Ha j; a legnagyobb index, amelyre w}l = u, akkor

w; = u+ 1. Az igy kapott w'-re legyen j, legnagyobb index, amelyre
wi, =u+1, és ekkor w}, 1= u + 2. Hasonl6an jarjunk el egészen ji-ig, tehat

végiil w;-i :=u+ 1. Vildgos, hogy 1 < j; <jo <--- <75 <n-1.

96



Megmutatjuk, hogy a kapott w’ megfelel6. Minden lépésben noveltiik w’
koordinatait, ezért w; < w teljesiil. A konstrukciobol az is latszik, hogy w'
sorozatban eggyel kevesebb u és eggyel t3bb u + ¢ van, mint a A®+Y
w-ben, ezért w' tipusa A™. Azt kell csak igazolni, hogy w' racsszo.

Tekintsiik egy (wy, ..., w) kezdGszeletét. Ha j < ji, akkor (wi, ..., wj) =
(w1, ..., w;), tehat a racsszo-feltétel teljesiil ra. Legyen ¢ < i a legnagyobb
index, amelyre j, < j. Igy ennek a kezdészeletnek és (wy, ..., w;)-nek a
tipusa csak annyiban tér el, hogy el6bbiben egy u helyett u + ¢ szerepel.
Emiatt a racsszo-feltétel is csak kétféleképpen sériilhet. Egyrészt lehet, hogy
tobb u + 1 szerepel, mint u. Azonban az u-k széma (wy, ..., wj})-ben j; < j
miatt A\, — 1, mig az u + 1-ek szdma legfeljebb A, ;, tehét ilyen probléma
nincs. Masrészt ¢ > 1 esetén el6fordulhatna még, hogy tobb u + ¢ szerepel,
mint u + ¢ — 1. Viszont £ > 1 és j, < j alapjan u + £ — 1-b6l mind a A, 4,1
példany (wy, ..., wj)-ben van, ami egyenld A, -lel, tehat u + £-ek maximélis
szaméaval. A lemmét ezzel igazoltuk. O

tipust

5.9. Lemma. Tetszdleges (wy,...,w,) C{0,...,k— 1}" vektorra és X par-
ticiora

(wl,...,wn_l) € bA(w") <~ (wl, . ..,wn_l,wn) € b)\.

Bizonyitas: Legyen el6szor (wi, . .., wn_1) egy A tipusi racsszo. Ha
A@n)_et a X particiobol Ay, s (i > 0) csokkentésével kaptuk, akkor ko-
vetkezik, hogy (wi,...,wy_1,w, + i) épp A tipusa racsszo, és igy teljesiil
(wi,..., Wa_1,wp) € by. Ha (wi,...,wp_1) € bA(wn) tetszGleges, akkor van

nala koordinatanként nagyobb (w!,...,w! ,), amely A®) tipusi racsszo,
igy (wi,...,wy,_;,w,) a fentiek alapjan eleme by halmaznak, ezért ugyanez
igaz (wy,...,w, 1, wy)-Te is.

Megforditva, legyen most (wy, ..., w, 1, w,) egy b 3\ tipust récsszo. Ilyen-
kor Ay, > Ay,+1, maskiilonben a (wy, ..., w, 1) kezddszelet nem teljesithetné
a racsszo-feltételt. Igy viszont nyilvanvalo, hogy (wi,...,w, 1) épp Alwn)
tipust racsszo, tehat bA(wn)—ben van. Ha pedig (wy,...,w, 1,w,) € by tet-
szleges és (wi,...,w,_;,w!) nala koordinatanként nagyobb vagy egyenls A
tipusii racsszo, akkor az elébbiek szerint (wi,...,w;_;) € b)\(wg")’ és ezért

(wi,...,wn_1) € b)\(w'”)' Ugyanakkor w!, > w,,, tehat az 5.8. lemma szerint
b )\(w%

Ennyi elSkésziilet utan a Vy lexikografikus standard monomjait karakte-
rizalo tétel bizonyitasa mar konnyt lesz.

y Cb An)s amivel allitasunkat belattuk. O
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5.10. Tétel. Minden w = (w1, ..., w,) C N* vektorra és A particidra telje-
stil, hogy a lex rendezésre nézve

xV €Sm (I (Vy)) < weby.

Bizonyitas: Amint igértiik, n-re vonatkozé indukcioval bizonyitunk. Ha
n = 1, akkor |V)\‘ =1, ezért Sm (I (Vy)) = {1}, és by = {(0)}, tehat az
allitas igaz.

Han > 1, és a tétel n— 1-re igaz, akkor a lex standard monomok rekurziv
szerkezetére vonatkoz6 3.10. kovetkezmény szerint x% € Sm (I (V)\)) akkor
és csak akkor, ha van legalabb w, + 1 olyan u € {0,...,k — 1}, amelyre

Z¥ . 2% € Sm (1 ((VA)%)) = Sm (I (qu))) ,

utobbi egyenlGséghez a (18) Gsszefiiggést kihasznalva.
Az indukciés feltevés szerint Sm (I (qu))) kitevévektorai éppen b A®

elemei. Azokra viszont teljesiil az 5.8. lemma szerinti tartalmazés, ezért

s (1 (1) 290 (1 (130)) 2250 (1 (130

Wn—1

Ezek alapjan igaz, hogy x%¥ € Sm (I (V)\)) ekvivalens z{* ...z €

-1
Sm (I (wan)»—nel. Most megint az indukcids feltételt hasznalva, utébbi
pontosan akkor all fent, ha (wy,...,w, 1) € ban). Végiil ez, az 5.9. lemma
szerint, w = (wy, ..., Wp_1,w,) € by-val egyenértékd. Készen vagyunk tehat
a bizonyitassal. O

Egyebek mellett az 5.10. tétel felhasznalasaval mutathaté meg, hogy a
particidk lex és deglex standard monomjai megegyeznek, tehat

XV € Smyey (I (V)\)) = Smdeglex (I (V)\)) < WEC bA'

A bizonyitas Hegedis és Ronyai [23] cikkében talalhato meg.

Megjegyezziik, hogy k = 2 esetén a minden V) éppen egy £ = 1-széles
pontrendszer. Az olvas6 konnyen ellengrizheti, hogy a standard monomok ott
targyalt leirdsa megegyezik az imént bizonyitottal. Most egy masik specialis
esetet vizsgalunk részletesebben. Legyen ezentul n = k, igy természetesen az
egyetlen lehetséges tipus az (1,...,1) € Z".

Az (1,...,1) tipus

Legyenek tehat ay, ..., q, 1 killonb6z6 elemek F testbsl, A = (1,...,1), és
legyen V) a vizsgélt pontrendszer.
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Az egyetlen (1,...,1) tipusi racsszo a (0,1,...,n — 1), igy az 5.10. tétel
alapjan a lexikografikus standard monomok éppen zoz3 ... 2" ! oszt6i. Eb-
b6l az is jol latszik, hogy a minimélis vezets tagok az z% (¢ € [n]) monomok.
Megadjuk az ezen pontrendszerhez tartozé redukalt lex Grobner-bazist, ami-
r6l ki fog deriilni, hogy redukilt Grobner-bazis minden olyan rendezésre is,
amire xq > Tg > - > Tp.

Legyen 0 < 1, és az i-edfoki teljes szimmetrikus polinom

hi(x) = Z x".

w1+t wn =1

Ha 0 <7 < n, akkor legyen az i-edik elemi szimmetrikus polinom

oi(x) := Z Ha:j.
SCln]J€S
|S]=i
Bizonyitas nélkiil felhasznaljuk a kovetkezs Osszefiiggést (1d példaul [11] vagy
[21]), amely minden ¢ € [n] esetén igaz.

t

> (V)b iz, - 2)0i(@1, o 20) =0 (19)

i=0
Legyen t € [n] és

t

fi(x) := Z(—l)iht,i(xt, o X))o (g, - Q).

1=0

5.11. Tétel. Az {f: : t € [n]} polinomhalmaz X = (1,...,1) esetén redukdlt
Grobner-bdzisa a Vy pontrendszernek tetszdleges olyan rendezésre, amire a
vdltozok sorrendje x1 > To > -+ - > .

Bizonyitas: Vilagos, hogy ha z; > zo > --- > x, fenndll egy tagsor-
rendre, akkor Im (f;) = ' és az is, hogy fi(x) minden monomja lex stan-
dard. A (19) Osszefiiggés miatt f; eltlinik a teljes V pontrendszeren. Mi-
utan fent azt is megjegyeztiik, hogy a f6tagok halmazanak {z! : ¢ € [n]}
generatora, ezzel igazoltuk is, hogy {f; : t € [n]} lex redukalt Grobner-
bazis. Csakhogy minden tekintett < rendezésre f; vezetd tagja ugyanaz, igy
Smuex (I (Vy)) 2 Smx (I (Vy)). Az elemszamok egyenlSsége miatt tehét
ugyanazok a standard monomok, ezért {f; : ¢ € [n]} redukalt Grobner-bazis
< rendezésre is. O
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5.4. Iranyitott fak

A halmazrendszerek utdn ebben az alfejezetben egy tjabb példat mutatunk
arra, hogy miként lehet kombinatorikus objektumhoz pontrendszert rendelni.
Adott csticshalmazon tekintett irdnyitott fak karakterisztikus vektoraibol fog
allni V', amelynek meghatarozzuk a lexikografikus rendezésre vett redukalt
standard monomjait és Grobner-bazisat. Az alfejezet [21] alapjan késziilt.
Legyen r pozitiv egész és legyen F az [r] = {1,2,...,r} csiucshalmazon
irdnyitott fa, azaz olyan iranyitott graf, amely nem tartalmaz kort, és van egy
olyan — gydkérnek nevezett — csiics, amely minden maés csticsbdl iranyitott
uton elérhets. Ekkor, az r(r — 1) lehetséges élet valamilyen rogzitett sor-
rendben tekintve, F' leirthaté a karakterisztikus vektoraval, azaz {0,1}7 ("~}
részeként. Alljon V az Osszes iranyitott fa karakterisztikus vektoraibsl. Ed-
digi szokasunktol eltéréen az n = r(r —1) valtozot nem egészekkel indexeljiik,
hanem a megfelels élekkel, azaz F[x] = Flz(;; : 1 <4,j <ri#j]. Alexi-
kografikus tagsorrenddel fogunk dolgozni, ahol a valtozok sorrendje

T(2,0) 7 XT3 7 Tl 7 T(2) 7 X3 7 D) 7 L(3,2) e

tehat legnagyobbak az 1-be mutato élek, ket kdvetik az 1-bél kilépGek, majd
kovetkeznek a még nem tekintett 2-be mutato élek, utdnuk a 2-bél kilépsek,
és igy tovabb r — 1-ig; legkisebb az z(, 1,) valtoz6. Megjegyezziik, hogy
amikor az iranyitott fak karakterisztikus vektorait tekintjiik, akkor az éleket
természetesen ugyanilyen sorrendben vessziik figyelembe.

Ha H tetsz6leges iranyitott graf az [r] ponthalmazon, akkor

Xyg = H ',E(Z,j)
(3,5) a H éle

Trivialis észrevétel, de sokszor fogjuk hasznélni, hogy xy pontosan akkor
nem tinik el egy F' graf karakterisztikus vektoran, ha H részgrafja F-nek.
Ha H o6sszefiiggd komponensei iranyitott fak, akkor H-t irdnyitott erddnek
nevezziik.

A kovetkezdkben definidlunk polinomokat, amelyekrsl késébb ki fog de-
riilni, hogy a redukilt Grobner-bazishoz tartoznak. Ha 1 < 7 < r egész,
akkor legyen

gi(x):ZxL— Z T — 1 (ZXP—1> ,
L jelr\e P

ahol P végigfut az [r| csicshalmazi teljes iranyitott graf osszes lehetséges
1-b6l i-be vezetd iranyitott utjan, L pedig az olyan huroknak nevezett rész-
grafjain, amelyek egy 1-b6l i-be vezet§ iranyitott @ utbol és egy (i, 7) élbol
allnak, ahol j a @ egy csicsa.
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5.12. Lemma. g;-t kilénbozé monomok linedris kombindcidjaként irva a
szerepld monomok négyzetmentesek, igy Xp alakiak valamely F irdnyitott
grdfra. Ekkor F vagy egyetlen (i, j) €l, vagy 1-bdl induld irdnyitott ut. Teljesiil
Im (g;) = x(,1) €s utobbi monom egyiitthatdja 1.

Bizonyitas: Végezziik el a beszorzasokat, igy g; el6all monomok linearis
kombinéci6jaként. Mivel P egy 1-bél i-be vezetd irdnyitott tt, ezért nem
tartalmazhat (7,j) élet, tehat a kapott xp - z(; j) szorzat valéban négyzet-
mentes, és egyenld Xpyyj-vel. Ha P U {(4,7)} nem irdnyitott ut, akkor
P U{(i,j)} = L hurok, azaz a bal oldali Gsszegzésben tekintett tipusi rész-
graf, tehat kiesik. Tovabba minden xj tipusi monom a bal oldali 6sszegbdl
P U{(i,7)} alaku, igy szintén kiesik. Megkaptuk tehat, hogy a g;-ben sze-
repl6 xy monomok iranyitott utakhoz tartoznak. Miutan egy 1-b6l induld
irAnyitott ut nem tartalmazhatja az (i, 1) élet, ezért a valtozok fent definialt
rendezésével z(; 1) a g; f6tagja, és a f6egyiitthato pedig 1. O

Legyen

A= {x%i’j) — Ty ¢ 1, J € [r], kiilénbozéek, j > 1},

B={zunzur : i,k € [r], kiilonbozsek, j,k > 1},

C ={x¢c : C l-et elkeriil§ iranyitott kor a teljes iranyitott grafban},
D={g;: i€r],i>1} és

G=AUBUCUD.

Utobbi G-r6l be fogjuk latni, hogy I(V') redukalt Grobner-bazisa.
5.13. Lemma. G C I(V)

Bizonyitas: V 0-1 vektorokbol all, ezért A elemei valoban eltiinnek V-n.
Ha F iranyitott fa, akkor a definiciébdl konnyt latni, hogy minden pontjabol
legfeljebb egy él 1ép ki, azaz nem tartalmaz (i,5) U (i, k) alaka részgrafot.
Hasonlbéan C elemei is elttinnek V-n, hiszen iranyitott kor szintén nincsen
irAnyitott faban.

Legyen F' iranyitott fa, vy a karakterisztikus vektora és ¢g; € D. Miutén a

o« .0,

g; definici6jaban szereplé L hurkok nem kormentesek, igy > x;, elttinik vp-

L
en. Ha F-ben ¢ gyokér, akkor pontosan egy 1-bdl i-be vezets utat tartalmaz,
ezért > xp — 1 értéke vp-en 0, tehat ¢g;(vp) = 0. Ha viszont ¢ nem az F

P

gyokere, akkor F-ben pontosan egy (4, 7) alaka él van, ezért > z;j) —1
JE[r\i

tiinik el vp-en. OJ

Jeloljiik F-fel az Gsszes olyan [r] csicshalmazi irdnyitott erd6k halmazat,
amelyek nem tartalmaznak 1-be mutat6 éleket. Belatjuk, hogy |F| = |V].
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Valoban, egyrészt egy iranyitott fabol az 1-be mutato éleket torolve egy F-
ben levs grafot kapunk, masrészt ez a leképezés invertalhato: F egy elemébsl
irdnyitott fat kapunk, ha minden 1-et nem tartalmaz6 komponens 7 gyokerére
hozzéavessziik a grathoz az (i, 1) élet.

5.14. Tétel. A lexikografikus rendezésre vett redukdlt Grobner-bdzisa az ird-
nyitott fik karakterisztikus vektoraibol dllo V' pontrendszerhez tartozd 1(V)
idedlnak pontosan a fent definidlt G.

Bizonyitas: Megmutatjuk, hogy Sm (G) C {xr : F € F}. Ebbdl ko-
vetkezik, hogy
Sm (G)| < [F| = [V| = [Sm (I(V))].

Ugyanakkor G C I(V), igy Sm (I(V)) € Sm(G), és ezért [Sm (I(V))| <
|Sm (G)] is igaz, tehat egyenlGség all fenn, ezért a 2.8. lemma miatt készen
lesziink azzal, hogy G Grobner-bazis.

Tekintsiink egy x¥ monomot, ami G-re nézve redukalt. Mivel az A-
beli polinomok f&tagjai x?i,j) alaktak (j > 1), g; € D f6tagja pedig z(; 1)
ezért a monom négyzetmentes, és nem tartalmaz ;1) valtozot. Ezek szerint
xV = xy egy olyan H iranyitott grafra, amelyben nincs 1-be mutaté él. A
B polinomhalmaz biztositja tovabbé, hogy H-ban minden pontbdl legfeljebb
egy ¢l mutat ki, C pedig, hogy H iranyitott kor mentes. Vil4dgos, hogy ekkor
H csakis iranyitott erd6 lehet, s6t H € F.

Az elemszamok egyenl@sége miatt azt is igazoltuk, hogy Sm (I(V)) =
Sm (G) = {xp : F € F}. lgy viszont (D-hez az 5.12. lemmét hasznélva)
lathatd, hogy G minden eleme a f6tagjatol eltekintve standard monomok
linearis kombinécidja. Végiil G kiilonb6z6 elemeinek f6tagjai nem oszthatéak
egymassal, azaz G' valoban redukalt. O
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6. Alkalmazasok

A Grobner-béazisok alkalmazasi teriilete hihetetleniil szerteagazo. Ahol a fel-
meriil6 problémak megfogalmazhatoak tobbvaltozoés polinomok halmazaira
vonatkoz6 kérdésként, ott nagy eséllyel segithet ez a modszer.

Ebben a fejezetben zémében olyan elméleti alkalmazasokat valogattunk
Ossze, amelyek kombinatorikus tételek bizonyitasaval illusztraljak véges pont-
rendszerek Grobner-bazisainak és a kapcsolodo fogalmaknak a jelentGségét.
A 6.2. fejezetben egy kicsit mas alkalmazast is ismertetiink, megmutatjuk,
hogy meglep6 médon a szimmetrikus polinomok alaptétele kiterjeszthetd tet-
sz6leges polinomokra.

6.1. Alkalmazas halmazrendszerekre

Amint az el6z6 fejezetben méar utaltunk ra, érdemes néha halmazrendszer
helyett az elemeinek karakterisztikus vektorai alkotta halmazt vizsgalni. Bi-
zonyos tulajdonsagok igy kezelhet6vé valnak lineéris algebrai, algebrai mod-
szereket hasznalva. Talan a legismertebb kombinatorikai probléma, amire
linearis algebrai technikdkkal adhato egyszerti megoldéas a Paratlanvaros fel-
adat, de szamtalan hasonlot talalhat az Olvaso Babai és Frankl 3] konyveé-
ben. A f6 cél ebben az alfejezetben rokon problémék megoldasa: bizonyos
tulajdonségi halmazrendszerek elemszdmara adunk (felsg) becslést. A sziik-
séges segédtételek azonban 6nmagukban is érdekes és maéasra is hasznalhato
eszkozok.

Jellje az [n] = {1,...,n} halmaz &sszes részhalmazainak halmazat 2.
Egy d egészre az [n] osszes d elemii halmazaibol 4116 halmazrendszert teljes

d-uniform halmazcsalddnak fogjuk nevezni és ([Z])—Vel jeloljiik, a legfeljebb

d elemd halmazok alkotta csalddra pedig az (Z‘i) jelolést hasznaljuk. Azt
mondjuk, hogy F C 2" halmazrendszer d-uniform, ha a teljes d-uniform
halmazcsalad része, tehat ha minden eleme d elemi.

Egy F csalddot ¢-szélesnek neveziink, ha valamilyen d egész szdmra min-
den F' € F elemszdma d és d + ¢ — 1 kozé esik. Ha 0 < d < nés 1 </
egészek, akkor az

U (-l @)

halmazrendszert teljes (-széles halmazrendszernek nevezziik.
Végiil ¢ = p* > 1 primhatvanyokra vizsgélni fogunk modulo q d-uniform
halmazcsalddokat, tehat olyan F halmazrendszereket, amelyekre F' € F-
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bl kovetkezik |F'| = d (mod q). A teljes modulo q d-uniform halmazcsaldd
értelemszertien [n| sszes fenti tulajdonsagu részhalmazabol 4ll.

Tartalmazasi matrix

A mar ismertetetteken kiviil a legfontosabb fogalom, amelyet e fejezetben
lépten-nyomon hasznélni fogunk a tartalmazasi matrix. Legyen F és G két
halmazrendszer. Ekkor az I(F,G) tartalmazdsi mdtriz olyan |F| X |G|-es
méatrix, amely sorai F, oszlopai G elemeivel vannak indexelve, és amennyiben
F € F, G € G, akkor az (F,G)-hez tartozo érték a matrixban 1, ha G C F,

0 egyébként. Példaul az [ (.7-' , ([’lﬂ)) matrix az F halmazrendszer szokisos

illeszkedési matrixa.

Legyen F C 2 egy halmazrendszer. Az F elemeinek karakterisztikus
vektoraibol all6 halmaz legyen Vi, azaz

Vei={vp€{0,1}" : FeFési€F <= vy i koordinataja 1}.

Tetsz6leges [ test esetén tekinthetjiik Vr-et F"-beli pontrendszernek. Az
ehhez tartozo I(Vr) ideal jol leirja F néhany kombinatorikus tulajdonsagat.
A tovabbiakban is hasznalni fogjuk a v jeldlést F' karakterisztikus vektorara.

Ha G C [n], akkor legyen z a G-ben szerepld indexi valtozok szorzata,

azaz Tg := || ;. Miutan tetsz6leges F halmazrendszerre 27 — z; € I(V¥)
i€G

minden 7 € [n] esetén, ezért vilagos, hogy Sm (I(VFx)) csakis négyzetmentes

monomokbdl allhat. Legyen

S(F)={SCn]: zg € Sm(I(VF))}

a standard monomokat természetes modon leir6 halmazrendszer.

Vegyiik észre, hogy amennyiben F' C [n| egy halmaz, akkor az z¢ polinom
értéke az F' karakterisztikus vektoran, vg-en, pontosan akkor 1, ha G C F
és 0 egyébként. Tehat

l,bhaGCF
0 egyébként -

z6(vr) = {

Ez viszont azt jelenti, hogy I(F,G) tartalmazasi matrix G € G oszlopara te-
kinthetiink Ggy, mint az xg: Vz — F fiiggvényre. Ez a szemlélet hasznos lesz
tobbek kozott a kovetkezs — [2] cikkbdl ismert — egyszerti allitas igazolaséra.

6.1. Allitas. Az I(F,S(F)) négyzetes mdtriz requldris.
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Bizonyitas: Miutan
[ F| = [V = [Sm (I(VF))| = |S(F),

ezért a szoban forgd méatrix valoban négyzetes. Azt mutatjuk meg, hogy
oszlopai linearisan fiiggetlenek. Az allitds kimondasa el6tti észrevételt fel-
hasznélva ehhez az kell, hogy az zg: Vx — F (S € S(F)) fiiggvények ne
legyenek linearisan OsszefiiggGek. Ezek azonban pontosan az Sm (I(Vr))-
ben szereplé monomok I (V) szerinti ekvivalenciaosztalyai F [x] /I(Vx)-ben,
amik a 2.4. tétel szerint linearisan fiiggetlenek. U

Hilbert-fiiggvény

Tetszbleges s nemnegativ egész esetén legyen F[x|_. a legfeljebb s-edfoku
IF[x]-beli polinomok vektortere. Ha I <F [x], akkor az F[x] /I algebra Hilbert-
figgvénye a h(0), h(1), ... sorozat, ahol

h(s) = dimg (]F[X]SS /(IN F[x]gs)) :

Egyszertibb a definicié, ha valamely véges V' C F™ pontrendszerhez tartozo
I(V) ideélra tekintjiik, ekkor h(s) a legfeljebb s-edfokii polinommal repre-
zentdlhatdé V' — T fiiggvények terének dimenzidja.

6.2. Allitas. Legyen I = I(V) véges pontrendszerhez tartozd idedl. Tetszo-
leges fok-kompatibilis rendezésre tekintve a legfeljebb s-edfoki standard mo-
nomok szdma megegyezik h(s)-sel.

Bizonyitas: A standard monomok linearisan fiiggetlen V' — F fliggvé-
nyek. Ha megmutatjuk, hogy generéljak is a legfeljebb s-edfokii polinom-
fliggvények terét, akkor készen lesziink. Legyen f egy legfeljebb s foku po-
linom, és legyen a redukéltja I(V) egy Grobner-bazisa szerint f. Miutén
fok-kompatibilis rendezést hasznalunk, a redukcié nem névelheti a foksza-
mot, ezért f legfeljebb s-edfokil standard monomok linearis kombinacioja.
Ha V — T fiiggvények tekintjiik, akkor f és f megegyezik, tehat f elGall a
fenti monomfiiggvények linearis kombinaci6jaként. O

Ha F C 2" halmazrendszer, akkor jeldljiik F[x] /I(V) Hilbert-fiiggve-
nyét hr-fel. Az alabbi allitas 6sszekapcsolja az (V) tipusa idealok Hilbert-
fliggvényét bizonyos tartalmazasi matrixokkal.

6.3. Allitas. Tetszdleges F C 2" halmazrendszerre, és 0 < s < n egészre

1t = s (7. (1))
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Bizonyitas: A tartalmazési méatrix oszlopait megint tekintsiik monom-
fiiggvényeknek. Szerepel minden legfeljebb s-edfoki négyzetmentes monom,
amik éppen a legfeljebb s-edfoku Vir-en értelmezett fliggvények terét gene-
raljak. Az allitast ezzel belattuk. O

Osszefoglalva, F halmazrendszerre tetszGleges fok-kompatibilis rendezést
rogzitve a 6.2. és 6.3. allitasok szerint teljesiil

‘S(]—") N (2) ‘ = hy(s) = rang; | (}", (?L)) . (20)

A kovetkezSkben specidlis F csaladok Hilbert-fiiggvényeivel foglalkozunk, igy
egyuttal a fenti illeszkedési matrixok rangjarol is tobbet fogunk tudni.

Teljes /-széles és teljes modulo ¢ d-uniform csaladok

Legyen most F teljes ¢-széles csalad. A kapcsolédd Vy pontrendszer éppen
megegyezik az 5.2. alfejezetben a nem modularis esetben tekintett ¢-széles
pontrendszerrel. A kovetkez6 tételben az ott igazolt eredményeket felhasz-
nalva kiszamoljuk a hr Hilbert-fiiggvényt. Az eredeti bizonyitas Hegediis,
Friedl és Ronyai [20] munkaja, amellyel altalanositottak Wilson [35] uniform
halmazcsaladokra kimondott hasonl6 eredményét. Megjegyezziik, hogy 7 < 0
esetén az (’Z) binomidlis egyiitthatot e tételben és a tovabbiakban is 0-nak
definialjuk.

6.4. Tétel. Ho 0 < d < n, 1 <l éss < min{d+ ¢ —1,n— d} egészek,
tovdbbd a d-hez tartozo teljes £-széles csaldd F, akkor

hy(s) = Z (7;)

1=s—{+1

Bizonyitas: Megszamoljuk a legfeljebb s-edfoku I(Vx)-hez tartozo deg-
lex standard monomokat, ami (20) szerint éppen a Hilbert-fiiggvény s helyen
felvett értéke.

Legyen d = n — s, és legyen F' a d'-hoz tartozo teljes f-széles csalad.
Miutén s < min{d + ¢ — 1,n — d}, ezért s nem nagyobb ezek atlaganal sem,
azaz s < %H. Atrendezve: s <n—s+/0—1, ezért n—d < d' +£—1, tehat

s=min{d' +¢—1,n—d'}.

Az 5.6. kdvetkezmény miatt az F-hez tartozo legfeljebb s-edfoku lexiko-
grafikus standard monomok pontosan az F'-hoz tartozé lexikografikus stan-
dard monomok. R&aadasul az 5.7. tétel alapjan a lex és a deglex standard
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monomok teljes ¢-széles csaladok esetén megegyeznek. Ezek szerint az (V)
legfeljebb s-edfoki deglex standard monomjainak szama éppen

Sm (I(Ve))| = |F| = d,gl (?) - Z._gH (72)

O

A kovetkezd — Hegediist6l és Ronyaitol [24] szarmazé — tétel a teljes mo-
dulo ¢ d-uniform F halmazrendszer Hilbert-fiiggvényét becsli kis s-ekre. Na-
gyobb értékekre itt nem hatarozzuk meg hz-et, miutan az el6z6 fejezetben
csupan a Vz-hez tartozo lexikografikus standard monomokat irtuk le, hx sza-
molasdhoz pedig a deglex monomokra volna sziikségiink. A 6.5. tétel igy is
altalanositja Frankl egy tételét [16], amely primhatvanyok helyett csak pri-
mekrdl szol.

6.5. Tétel. Legyen p prim, g = p* > 1, és legyen F a teljes modulo q d-
uniform csaldd, ahol feltessziik, hogy a paraméterekre teljesiilnek a szokdsos
0<d<mn,d<q feltételek. Ha s egész, amelyre s < q és s < 2, akkor a p

27
elemi I, test felett
n
h <
.7:(8) = (8)’

s0t F legfeljebb s-edfoku I, feletti deglex standard monomgjai a teljes s-uni-
form csalddhoz tartozé standard monomok kézdott vannak.

Bizonyitas: Vilagos, hogy az elgbbi 4llitds az utobbi kovetkezménye,
tehat a masodikra fogunk koncentralni. Jelolje G a teljes s-uniform csaladot,
és tegyiik fel indirekte, hogy a deglex rendezésre x* € Sm (I(Vz))\Sm (1(V3))
legfeljebb s-edfokit monom.

Az 5.7. tételben belattuk, hogy Sm (I(Vg)) fiiggetlen attol, hogy a lex
vagy a deglex rendezést tekintjiik, ezért az 5.6. kovetkezmény leirja a G-hez
tartozo deglex monomokat is. Miutan s < 2, ezért s = min{s,n — s}, igy az
5.6. kovetkezmény szerint a legfeljebb s-edfoki x" monom csakis gy lehet
vezet6 tag I(Vg)-ben, ha valamely Y = X — 1 egyeneshez tartoz6 minimalis
xV f6tag osztja. Legyen az ehhez a f6taghoz tartozo (17) szerinti Grobner-
bazis elem fy.

Megmutatjuk, hogy fw € I(VF) is, ami bizonyitja hogy x™ € Lm (I(V#)),
tehat x" sem lehetne Sm (I(Vrx))-ben, ellentétben a feltevésiinkkel.

Ennek érdekében hasonléan jarunk el, mint fy, € I(Vg) igazolasakor.
Legyen x% fokat < s, W:={i€[n| : w;=1}U{2t—¢+1,2t—(+2,...,n}
és F € F. Igy

fulve) = 3 T(FAW|=d=145)  (mod p)

67



Ha |F| = d + qa valamely a € N-re, akkor — amint korabban azt az a = 0
esetre mar elvégeztiik — megmutathato, hogy d+aq+1—t < |FNW| < d+ag,
és emiatt

0 |FANW|—d—1+t—ag<t—1. (21)

Ha belatnank, hogy b egész szamra

()

akkor ezt a-szor alkalmazva

t

=(}) moan) (22)

fw(vr) =
(|FﬂW|—d—1+t> _ <|FﬂW|—d—1+t—aq

; ; ) =0 (mod p),

az utolso egyenlGséghez a (21) becslést hasznéalva.
Végiil (22) a jol ismert

(1) -2 0)(")

azonossaghol kovetkezik, felhasznalva, hogy 0 < t — j < ¢ esetén (tfj) =0
(mod p), ami j = t kivételével az Gsszeg minden tagjara teljesiil, ugyanis
t— 7 <t<s<q a feltétel szerint. O

Néhany becslés halmazrendszerek elemszamara

Azt mondjuk, hogy egy F C 2" halmazrendszer szétzizza a G C [n] halmazt,
ha G minden G’ részhalmazahoz létezik olyan F' € F, amelyre G N F =
G'. Vilagos, hogy amennyiben F szétztzza G-t, akkor szétztizza G minden
részhalmazat is.

Megmutathaté (1d [2]), hogy minden, a lexikografikus rendezésre tekin-
tett, S € S(F) standard monomhoz tartozé halmazt szétziz F. Ezzel az
észrevétellel konnyt bizonyitani a kovetkezd, tobbek altal mas modon igazolt
tételt.

6.6. Tétel. (Sauer|32|, Perles, Shelah [33], Vapnik, Chervonenkis [34]) Ha F
olyan halmazrendszer, amely semmilyen s elemid halmazt sem zuz szét, akkor

|f|§§<?)

1=0
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Bizonyitas:
A feltételbs] kovetkezik, hogy csakis (_",)-ben levs halmazt ziizhat szét
F, igy a lex standard monomokat megado6 S halmazok is ezek k6zott vannak.

Tehat .
(] (7
= < =
A=ser<|(L )= 2 (0)
amint azt igazolni akartuk. O

A 6.6. tételhez hasonlé mondhaté ¢-széles csalddokra, természetesen ki-
sebb felsé korlattal. A 6.7. tétel a 6.4. tétel egyszerti kovetkezménye, és
ugyanazon [20] cikkbdl szarmazik. Az allitast egyébként ¢ = 1-re Frankl és
Pach [15] més modszerekkel igazolta.

6.7. Tétel. Legyen F egy (-széles csaldd, és tegyiik fel, hogy valamely s <
d+ ¢ egészre F nem zuz szét s elemszdmi halmazt. Ekkor

7| < i (7;)

i=s—{

Bizonyitas: Legyen F' = ( < d[ﬁq) \ ( <ZL11) a teljes £-széles csalad, ami

tartalmazza F-et. Miutan az S(F) halmazokat F szétzuzza, azért S(F) C
( [n] ). Ugyanakkor S(F) C S(F') is igaz, igy

<s—1

1 = 1S(F)| < \( o) nse

<s-—1

Amennyiben s — 1 < min{d + ¢ — 1,n — d}, ugy a 6.4. tétel alkalmazhato,
hiszen az egyenl&ség jobb oldalan egy teljes /-széles csalad legfeljebb s — 1-

edfokid monomjainak szama szerepel, amir6l ott igazoltuk, hogy pontosan
s—1
> (7;) Ellenkezs esetben a jobb oldal éppen

i=s—~

si=r=3 (<% (1)

i=d 1=s—4

Az utolsé egyenlGtlenségnél azt hasznaljuk, hogy n —d <s—-1<d+/¢—1,
amibdl kovetkezik n—(d+£—1) < s—¢ < d, és igy a binomialis egyiitthatokat
5-hoz kozelebb es6 értékekre Osszegezziik. O

Az alabbi tétel Babai és Frankl ([3], 115. oldal) egy sejtése volt, amelyet
Hegediis és Ronyai |24] igazolt.
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6.8. Tétel. Legyen ¢ = p® > 1 primhatvdny, amelyre 2(q — 1) < n, és le-
gyen F modulo q d-uniform halmazrendszer, amelyre teljestil, hogy tetszdleges
F,G € F kilonbozd halmazokra F NG # d (mod q). Ekkor

|f|s(qf1>.

A bizonyitashoz el6bb belatunk egy lemmat.

6.9. Lemma. Ha f € Q[x]| polinomra minden v € {0,1}" esetén f(v) € Z,
akkor f redukdltja az 2 — x; (1 =1,...,n) polinomokkal egész egyiitthatds.

Bizonyitas: Legyen a redukilt f(x) = Y agzg valamilyen ag € Q
GCln]
egyiitthatokkal. A |G| elemszamra vonatkozo indukcioval megmutatjuk, hogy
ag € 7. .
Miutén oy = f(0) = f(0) € Z, ezért a |G| = 0 esettel megvagyunk.
Legyen most |G| > 1, és tegyiik fel, hogy minden H C G-re ag € Z. Ekkor

g = agﬂ?G(VG Z (0%:89: VG = (Vg) — Z oag € Z,
HC[n] HCG
HAG
az indukcios feltétel és f(vg) = f(vg) € Z miatt. O

6.8. tétel bizonyitasa: A bizonyitis stratégiaja a kovetkezG. Minden
FekF halmazhoz megkonstruéljuk az F' karakterisztikus fiiggvényének egy
vG -n pedig elttinik minden mas G € F esetén. Ezek raadasul legfeljebb
g — 1 foku, a teljes f-széles csalddra tekintve standard monomok linearis
kombinéacio6i lesznek. Az ilyen monomok szaméara a 6.5. tétel felsG becslést
ad, ami ezek szerint feliilr6l becsli a karakterisztikus polinomjaink, és igy az
F € F halmazok szamat is.

Legyen F' € F, és tekintsiik az

-1

fr(x) = 11 (- ve) —d—j) € Qx|

—
(S

<.
Il
—

n

polinomot, ahol (x-v) = Y z;v;, és amelynek az z7 —z; (1 =1,...,n) poli-
i=1

nomokkal vett redukaltja legyen fr. Miutan tetszéleges v € {0, 1}" vektoron

fr értéke ((V Vg) 51 € Z, ezért a 6.9. lemma alkalmazhato és fr € Zx].

Ha az egylitthatokat modulo p redukaljuk, akkor tekinthetd fp az I, test
feletti polinomnak is. Legyen fp az a polinom, amelyet a teljes modulo p
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d-uniform halmazrendszerhez tartozo IF, feletti deglex Grobner-bazissal re-
dukalva kapunk fg-bél. Miutan F is modulo p d-uniform csaladd, tehat a
Grobner-bazis része I(Vr)-nek, kovetkezésképp tetszéleges G € F esetén

Fe(ve) = fr(ve) = fr(va) = ('G NF|=—d- 1) (mod p).

qg—1
A (22) azonossagot t — 1 valasztéassal alkalmazva lathatjuk, hogy
tetszbleges b € Z-re (2:1)

q
. 0 (mod p) pontosan akkor, ha b Z 0 (mod g),
ellenkez§ esetben pedig (/_;) = 1 (mod p). Az F-re vonatkozé metszési
feltétel miatt tehat F' # G esetén fp(vg) = 0 (mod p) és fp(ve) = 1
(mod p). B

Tehat az {fp : F € F} polinomok fiiggvényként a Vz-en értelmezett
F, értékd fiiggvények terének egy linearis bazisa, igy viszont polinomként is
linearisan fiiggetlenek F, felett. _

Az fr polinomok foka ¢ — 1, ezért az f, deglex redukiltjaik legfeljebb
q — l-edfoki a teljes modulo p d-uniform csaladhoz tartozé deglex standard
monomok linearis kombinaciéi. Az ilyenek altal kifeszitett tér dimenzigjat
a 6.5. tétel szerint feliilrgl becsli (qfl), kihasznalva a 2(¢ — 1) < n feltételt.
Ezek szerint az {f, : F € F} linearisan fiiggetlen polinomok szdma sem
lehet ennél tobb, azaz valéban

|f|s(qf1>.

6.2. Egy valtozat a szimmetrikus polinomok alaptéte-
lére

O

Ebben az alfejezetben Hegediis, Nagy és Ronyai [21]| egyszerti bizonyitasat
mutatjuk be Garsia [18] egy tételére. A bizonyitas a A = (1,...,1) tipus
generalta pontrendszer standard monomjainak és Grébner-bazisdnak leirasan
alapul.

Léattuk, hogy ha V' = V), akkor tetszGleges 1 > x2 > - - - > z,-nek eleget
tevé tagsorrendre

Sm(I(V))={x" : Vie[n]w; <i—1}

A szimmetrikus polinomok alaptétele szerint, ha f(y) szimmetrikus poli-
nom, akkor egyértelmien irhat6 a o;(y) elemi szimmetrikus polinomok poli-

nomjaként, azaz
F) =Y a][ol)"

i>0  j=1
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alakban, ahol a; € F és i > 0 azt jelenti, hogy i; > 0 minden j € [n]-re. A
kovetkezd altalanositas is igaz.

6.10. Tétel. Tetszdleges f(y) € Fly] polinom egyértelmiien irhatd fel

fly)= Z ZawlywHU

xweSm(I(V)) i>0
alakban, ahol aw; € F.
Bizonyitas: Legyen most az alaptest az n valtozos F(y) fliggvénytest,

amiben véalasszuk «; 1-nek y;-t, és tekintsiik a kapott V pontrendszert. Em-
lékeztetiink, hogy a Grobner-bazis t € [n]-nel indexelt eleme

t

fi(x) = Z(—l)zht—i(mt, oy Tn) 0 (Y15 Yn)s
i=0
ami ezek szerint y valtozoknak szimmetrikus polinomja.

Ha redukaljuk f(x) € F(y)[x]-et ezekkel, akkor f(x)-et x™ standard mo-
nomok F(y)-linearis kombinéciojaként allitjuk els. Raadasul, fi(x) konkrét
alakjabol az is latszik, hogy az egyiitthatok y-ban szimmetrikus Fly|-beli
polinomok lesznek. Tehat V-n értelmezett fiiggvényként

0= Y xgu),
xweSm(I(V))
ahol gy, (y) € Fly]. Igy viszont x helyébe y-t irva igaz az egyenléség, tehat
=D gy
x¥eSm(I(V))

Most alkalmazva minden g (y)-ra a szimmetrikus polinomok alaptételét,
megkapjuk f(y) kivant elgallitasat.
Az egyértelmtiség kovetkezik, hiszen amennyiben

f(Y): Z Zawny HU

xWeSm(I(V)) i>0

egy eléallitas, akkor a fenti V-n értelmezett fuggvenykent

)= ) Zaw,xH i= Y xg(y)

xWeSm(I(V)) i>0 xWeSm(I(V))

azaz megkaptuk f(x) egy eldallitasat standard monomok F(y)-lineéaris kom-
binaciojaként. Ez viszont egyértelmi, tehat §w(y) = gw(y), és igy a szim-
metrikus polinomok alaptételében szerepld egyértelmiiség miatt f(y) eredeti
elgallitasa sem lehetett kiilonbo6zé. O
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7. Osszefoglalas

Dolgozatomban ismertettem ide4lok Grobner-bézisaival és standard monom-
jaival kapcsolatos alapvetd definiciokat és tételeket, kiilonos tekintettel véges
pontrendszeren elting tobbvéltozos polinomok altal alkotott idealra.

A lexikografikus rendezésre tekintett standard monomok és fGtagok ek-
vivalens jellemzését adtam, amely szerint a Lex(V,w) jatékban pontosan
akkor nyer Stan, ha xV standard monom a V' pontrendszeren elting poli-
nomok 7(V) idealjara. Ebbdl egyszertien adodott, hogy az eggyel kevesebb
valtozos polinomgytri bizonyos idedljainak lex standard monomjai hogyan
hatarozzak meg I (V') lex standard monomjait. Ezen kovetkezményt a lexiko-
grafikus standard monomok rekurziv tulajdonsdganak neveztem és standard
monomok kiszamolasidhoz elsGdleges eszkozként hasznaltam.

Bemutattam az altalanos ideadlok Grobner-bazisanak kiszamitasara hasz-
nalt Buchberger-algoritmust, majd két mésik — véges V' pontrendszerhez tar-
tozo6 I(V') ideal redukalt Grobner-bazisanak meghatarozasara szolgalo — mod-
szert: Farr és Gao illetve Buchberger és Moller algoritmusat. A lex standard
monomok rekurziv tulajdonsagara alapozé lex standard monom szamolé al-
goritmus naiv és hatékony megvalositasat is targyaltam. Utébbi nagyvo-
nalt becsléssel is O(|V|*n) elemi lépést igényel (n a polinomok valtozéinak
szama); ez kevesebb, mint a kordbban ismert legjobb algoritmus futasideje.

A lex jatékbol ad6d6 modszert konkrét pontrendszerek standard monom-
jainak kiszamolésara is felhaszndltam: meghataroztam a modulo r /-széles
pontrendszerekhez tartozé lexikografikus standard monomokat és lex mini-
malis f6tagokat. Ezt felhasznalva az ismerttdl részben eltéré utat mutat-
tam /-széles pontrendszer redukéalt Grobner-bazisanak kiszamolasara. A lex
monomok rekurziv szerkezetérdl szold megallapitas segitségével vizsgaltam
az egy elem altal generdlt szimmetrikus pontrendszer lex standard monom-
jait, ezzel egyszertisitettem Hegediis és Ronyai eredeti bizonyitasat. Tovabbi
konkrét példaként ismertettem az irdnyitott fakhoz tartozé6 Grobner-bézist.

A Grobner-bazis kombinatorikus alkalmazhatésagat néhany, az irodalom-
bol valogatott példin szemléltettem. KEzek egy része az egy halmazrend-
szerhez tartozo bizonyos tartalmazasi matrixok rangja és a megfelel6 pont-
rendszer fok-kompatibilis rendezésre tekintett standard monomjainak szama
kozotti Osszefliggésen mult. Halmazcsaladok elemszamat is lehetett ilyen
technikaval becsiilni. Egy méas tipusu alkalmazéas a szimmetrikus polinomok
alaptételének kiterjesztése volt. Mindezekhez sziikség volt a megel6z6 feje-
zetben kiszadmolt standard monomokra, illetve Grobner-béazisra.

Remélem, hogy az alkalmazasokkal sikeriilt érzékeltetnem, hogy milyen
erds algebrai eszkozt adnak a Grobner-bazisokkal kapcsolatos technikak a
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kombinatorikdban. Ugyanakkor dolgozatom f& célja az volt, hogy magat az
eszkOztarat mutassam be, és szamitasi modszereket adjak kombinatorikus
problémak atfogalmazéasakor felmeriil6 véges pontrendszerek standard mo-
nomjai és Grobner-bazisai szdmolasara. Bar bizom benne, hogy dolgozatom
igen, a kutatas biztosan nem tekinthets lezartnak. Egyfel6l tovabbi véges
pontrendszerekre lehetne konkrétan megadni egy Grobner-bazist, ez minden
bizonnyal kombinatorikus alkalmazasokra is taladlna. Maéasrészt az elmélet
szempontjabol is tobb nyitott kérdés maradt.

Sok targyalt esetben a lex standard monomok megegyeztek a deglex stan-
dard monomokkal, s6t gyakran barmilyen z; > zo > - - - > z,-nek eleget tevs
tagsorrendre ugyanazok voltak a standard monomok. Hasznos volna valaho-
gyvan karakterizalni az el6bbi és az utobbi pontrendszereket. A lex standard
monomokat szdmolé algoritmus kapcsan lattuk, hogy két — V; és V5, — pont-
rendszer standard monomjai azonosak, ha forditott szofaik gyokeres faként
izomorfak. Ez azonban nem sziikséges Sm (I(V;)) = Sm ([(V2)) teljesiilé-
séhez. Erdekes lenne konnyen ellenérizhetd sziikséges és elégséges feltételt
adni.

Koszonetnyilvanitas

Szeretném ezuton is kifejezni halamat témavezetémnek, Ronyai Lajosnak, aki
megismertetett véges pontrendszerek Grobner-bazisainak elméletével, iranyt
mutatott a kutatasban, és dolgozatom elkészitéséhez is nélkiilozhetetlen se-
gitséget nyujtott.

Szamtalan hasznos megjegyzéssel és problémafelvetéssel segitette munka-
mat Rath Balazs. Szeretnék tovabba koszonetet mondani Rudas Annanak és
Récz Bal4zsnak, amiért a téméval kapcsolatos észrevételeiket megosztottik
velem.
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