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1. Bevezetés

Ebben a jegyzetben a Grobner-bazisok elméletével foglalkozunk. Az alapok
bemutatasan kiviil a téma néhény tjabb eredményét is targyaljuk. Késébb
természetesen a pontos definiciok is szerepelnek, egyel6re annyit mondunk,
hogy egy polinomideal Grobner-bézisa az ideél egy jo fajta generatorrend-
szere.

A Grobner-bazis fogalma Bruno Buchberger osztrak matematikustol szar-
mazik, aki mintegy 40 éve [5] Ph. D. tézisében (az angol forditast nemrég ad-
tak ki [6]) és valamivel kés6bb megjelent [7] (angol nyelven [8] kiadvanyban)
cikkében dolgozta ki az elmélet alapjait. Buchbergert elsGsorban kommu-
tativ algebrai és algebrai geometriai kérdések motivaltak, de a témavezetGje
tiszteletére elnevezett Grobner-bazis — mikdzben a hetvenes években egyre is-
mertebbé valt — a matematika legkiilonbo6z&bb teriiletein lelt alkalmazasokra.
A 33 Years of Grobner Bases cimmel tartott konferencia kiadvanya [8] ezek-
nek egy jo Osszefoglalojat adja: ismertet alkalmazéasokat a kddelméletben, az
egész programozasban, az automatikus tételbizonyitasokban, a szimbolikus
szamitasok elméletében, a statisztikdban, a parcidlis differencidlegyenletek
elméletében és a numerikus modszerekben. A technika ereje abban rejlik,
hogy eszkozoket szolgdltat tobbismeretlenes polinomialis egyenletrendszerek
megoldésainak vizsgalatdra. A Grobner-béazisokkal egyszerten végezhetd, re-
dukcionak nevezett miivelet kozos altalanositasa a linearis egyenletrendszerek
megoldasabol ismert Gauss-eliminéciénak és az egyismeretlenes polinomia-
lis egyenletrendszerek megoldhatosaganak eldontéséhez sziikséges euklideszi
algoritmusnak.’

A Grobner-béazisok elmélete nagyon is é16 kutatéasi teriilet, minden évben
temérdek 4j cikk jelenik meg a témakorben. Jelen jegyzetben igyekeztiink a
mar klasszikusnak szamité eredmények bemutatasa utan a modern alkalma-
zasokbol is izelitét adni. A 2. fejezetben ismertetjiik az elmélet alapjait. A
felépitésben a szokasos szemléletet 6tvozziik egy, a legtobb bevezets jellegt
kényvben kevéssé hangsilyos, modernebb hozzaallassal: az idealok standard
monomjainak fontos szerepet szanunk.

A 3. fejezet algoritmusokrol szol. Buchberger eredeti modszere, amellyel

12006 tavaszan a linzi Kepler Egyetemen keriilt megrendezésre egy Grobner-bazisokrol
sz010 specialis félév (Buchbergerrel a szervezsk kozott), amelyen én is eltoltottem egy ho-
napot. A rengeteg szakmai jellegii informacioé mellett azt is megtudtam, hogy Linzben
a mérnok hallgatok matematika tananyagénak részét képezik a Grobner-béazisokrol, mint
polinom-egyenletrendszereket megolddé modszerrdl szold ismeretek. Meggy6z6désem, hogy
nem csupan a hely szelleme miatt van ennek létjogosultsaga, a Grobner-bazisok széles-
kord alkalmazhatosdga és az alapok egyszeri elsajatithatosaga okan érdemes lenne mas
egyetemeknek is kovetniiik ezt a példat.



egy altalanos polinomideédl Grobner-bazisa szamithato ki, szerepel minden a
témaba bevezets konyvben. Itt Adams és Loustaunau [2] munkajat valasz-
tottuk a leiras alapjaul. Targyalunk egy tovabbi algoritmust, amely egy véges
pontrendszerhez tartozé Grobner-bazist szamol; az altalanossag megszorita-
saért karpotlasul algoritmuselmélészi szemmel nézve is igen hatékonyan. A
Buchberger-Moller-algoritmus néven ismert modszer bemutatasdban féként
Teo Mora és Lorenzo Robbiano [23| dsszefoglalo cikkére hagyatkozunk.

Végiil az utolso fejezetben alkalmazasokrol frunk. Két nagy tertiletet va-
lasztottunk erre: kommutativ algebrai szamolgatasokrol — beleértve polino-
midlis egyenletrendszerek megoldasat is —, és kombinatorikai alkalmazasokrol
szolunk. Utobbiak kozott sort keritiink egy altaldanosabb modszerre, amely
segitségével sok kombinatorikai probléma lefordithato algebrai kérdéssé. Er-
re mutatunk példat a nemrégiben sziiletett [15] cikk (néhény szdmolosabb
részletet mell6z6) bemutataséaval.

A legtobb matematikai program — igy a Maple és a Mathematica is —
tartalmaz Grobner-bazist szamol6 algoritmust, és hasznal Grobner-bézisokat
mas jellegt kérdések eldontésére. Kifejezetten polinom-szamitésok végzésé-
re fejlesztették ki a Singular és a C++ alapti CoCoA programcsomagokat;
az Olvasonak a jegyzetben tanultak gyakorldsdhoz mindenképpen ez utob-
biakat javasoljuk. A legujabb algoritmusok a publikdsukkal szinte egyidd-
ben megjelennek ezekben (ami az el6bbi két programra nem igaz), raadéasul
mindkét program szabadon letolthets (http://www.singular.uni-k1.de és
http://cocoa.dima.unige.it).

A témaban komolyabban elmélyedni széndékozoknak elsGsorban a kom-
puter algebrai szamitasok szemszogébdl, de egytttal kell§ elméleti mélységgel
megirt [19] konyvet ajanljuk. Alapos és az altalunk leirtnal altalanosabb tér-
gyalast talalhatunk példaul 2] és [3] konyvekben is.



2. Alapfogalmak és a Grobner-bazisok elemi tu-
lajdonsagai

Miel6tt ratérnénk a legfontosabb fogalmak definialasara, bevezetiink néhany
jelolést, amelyeket végig hasznalni fogunk.

2.1. Jelolések

A nemnegativ egészek, az egészek és a racionalis szamok halmazat rendre N,
Z és Q roviditi, ), pedig a p elemi véges testet jeloli. A jegyzetben [F mind-
végig egy tetszOleges test lesz, n pedig egy pozitiv egész. Az {1,2,...,n}
halmazra réviden [n] halmazként hivatkozunk, az F feletti n valtozos poli-
nomgyftirtre pedig a szokasos F [z1, ..., x,] jelolést hasznaljuk.

Monomok alatt z*z5? ... 2% € F[zy,...,x,] alakd polinomokat értiink.
Az Flzy,...,x,] polinomgytrd tekinthets F feletti vektortérnek (st akar
algebranak), ennek a monomok egy lineéris béazisat alkotjak. Azt mondjuk,
hogy egy z{'xy?...z¥ monom szerepel f-ben, ha f-et monomok linearis
kombinaciojaként elGallitva xi? x5 ... %" egyiitthatoja nem nulla.

Ha fi,..., fm € Flzy,...,2,], akkor az altaluk F[zq,...,z,] gytriben
generalt idealt (fi,..., fn) jeloli.

Vektorok megkiilonboztetésére félkovér bettiket hasznalunk, koordinata-

ikra pedig ugyanazon betd megfelelGen szamozott nem vastag valtozataval

hivatkozunk, példaul w = (wy,...,w,). Hasonléan, f(x) € F[x] roviditi
flzy, ... x,) € Flxy, ..., z,)-et, xV pedig az x}"x5? ... %" monomot.

2.2. Tagsorrendek

2.1. Definici6. Egy, az F [x] monomjain értelmezett < teljes rendezést tag-
sorrendnek nevezziik, amennyiben minden x% € F [x] monomra 1 < x%, és
minden xV,x" xV € F[x] monomra, amelyre x" < xV, teljesiil x" - xV <

xV - xV is.

Grobner-bazisrol mindig egy rogzitett tagsorrendet feltételezve beszéliink,
maés rendezéshez altalaban mas polinomhalmaz lesz Grébner-bazis. Bizonyos
alkalmazésokban elegendd egy tetszGleges Grobner-bézis meghatarozéasa, mig
egyes esetekben egyéb tulajdonsagoknak is eleget tevs tagsorrendek sziiksé-
gesek. A kovetkezdkben mutatunk néhany példat, és egyben definidljuk a
leggyakrabban hasznalt harom tagsorrendet.

2.2. Definici6é. Azt mondjuk, hogy xV a lexikografikus rendezés szerint
kisebb vagy egyenls, mint x", ha a legkisebb i-re, amelyre w; # u;, arra



w; < u; tejesiil. Nyilvanvald, hogy a lexikografikus rendezés tagsorrend. Ezt
a rendezést ezentul réviden lexnek fogjuk nevezni.

2.3. Definici6. A maésik gyakran hasznalt tagsorrend a fok-kompatibilis lexi-

kografikus rendezés, az angol degree compatible lexicographic roviditéseként

deglex. Egy x¥V deglex-kisebb mint x", amennyiben x% foka kisebb, mint x"

foka (azaz > w; < > u;) vagy pedig azonos fokuak, és x™ megeldzi x"-t a
i=1 i=1

lexikografikus rendezés szerint. A tagsorrendtsl megkivant tulajdonségok a

deglex rendezésre is trivialisan teljesiilnek.

Végiil egy, az els6 pillantasra kiilonos tagsorrend a degrevlex:

2.4. Definici6é. Monomok fok-kompatibilis forditott lexikografikus — gyako-
ribb nevén degrevier — sorrendje a kdvetkez6. A kisebb foku monom kisebb,
azonos fokok esetén pedig x% kisebb, mint x" pontosan akkor, ha a legna-
gyobb 7 indexnél, amelynél w; # u;, ott w; > u; teljesiil.

Altalaban is  fok-kompatibilisnek hivunk egy tagsorrendet, ha teljesiil,
hogy kisebb fokii monomok a rendezésben kisebbek.

2.1. Feladat. Igazoljuk, hogy n = 1-re minden tagsorrend megegyezik, n =
2-re pedig pontosan két kiilonbozé fok-kompatibilis rendezés 1étezik.

Példaul n = 3 esetén az els6 néhdny monom lex rendezése:

1 <23 <25 <5 <+ < X9 < T3 < ToTs < -+ < T3 < Talz < T525 <

e < T —<:)31$3—<$1:B§ < ...,
deglex rendezése:
1 <23 < Ty < T < T3 < ToTy < T3 < 0173 < T1Tg < T7 < To < ...
és degrevlex rendezése:
1 <23 < Ty < T <23 < ToTy < 103 < T3 < T 09 < T7 < Ts < ...

2.2. Feladat. Mutassuk meg, hogy a lex, deglex, és degrevlex rendezések va-
l6ban tagsorrendek. Definidljuk a revlex rendezést értelemszertien, és lassuk
be, hogy ez nem tagsorrend. (A revlex lokalis rendezés. Bizonyos gytirtikben
ilyenek segitségével definidlhaté Grobner-bazis, amely az altalunk targyalt
altalanositasa.)



A valtozok sorrendjének varialdsaval nyilvan tovabbi tagsorrendeket kap-
hatunk. Ez természetesen még nem az Osszes. MielGtt ratériink a tagsor-
rendek szamunkra fontos tulajdonsagainak targyalasara, bizonyitas nélkiil
kozoljiik ezen rendezések egy szép jellemzését.

Legyen a egy nemnegativ valos szamokbol all6 n hosszi vektor. Egy
x% monom a-val sulyozott fokszdma a és w skalaris szorzata, azaz ajw;, +
asws + -+ + a,w,. Legyen A egy n X n-es nemnegativ valos elemekbdl allo
invertalhatd matrix, és definidljunk a segitségével tagsorrendet a kévetkezs
modon. Egy x% monom legyen kisebb, mint x", ha A elsd sora, mint sulyvek-
tor szerinti sulyozott fokszama x%-nek kisebb. Amennyiben ezek egyenléek,
hasonlitsuk 6ssze az A méasodik sora szerinti silyozott fokszdmokat. Az el-
jarast folytatva teljes rendezést kapunk, hiszen amennyiben x% és x" Gsszes
A szerinti silyozott fokszama egyenld, akkor w-t és u-t oszlopvektorként te-
kintve Aw = Au, igy w = u, hiszen A regularis. Teljesiil 1 < xV, mivel xV
tetszoleges stlyozott fokszdma nemnegativ. Végiil a tagsorrendtsl megkivant
harmadik tulajdonsidg abbdl kovetkezik egyszertien, hogy x" - x%V stlyozott
fokszama éppen x" és x% sulyozott fokszdmainak Gsszege.

Robbiano [24] (vagy véazlatosan [25]) igazolta, hogy tetszdleges tagsorrend
elgéll ilyen alakban valamilyen alkalmasan valasztott A métrixszal. A lex
rendezést példaul megadja az n x n-es identitas, a deglexet pedig az

11 1 .1
1 0
0 1 0 ... 0
|0 0 1 0

matrix.

2.3. Feladat. Irjuk fel a degrevlex egy métrix-reprezentéciojat!

A kovetkezs tételben bebizonyitjuk a tagsorrendek két alapvets tulajdon-
sdgat. A jolrendezésrol szolo éllitas Dickson-lemma néven ismert. Vegyiik
észre, hogy — bar eddig is monomokrol beszéltiink — még sehol sem hasznél-
tuk fel, hogy polinomokkal dolgozunk: nyilvan definialhattuk volna mindent
természetes szamokbol all6 n hossza vektorok rendezésére is. Dickson lem-
méja eredetileg ilyenekrsl szolt (és egyébként Leonard Dickson 1913-as [11]
cikke el6tt is ismert volt). Erdemes megprobalkozni az elemi bizonyitassal —
utana bizonyara jobban fogjuk tudni értékelni az alabb leirtat, amely Hilbert
bézis tételét hasznalja, tehat most kihasznaljuk, hogy monomok rendezésérsl
beszéliink.



2.5. Tétel. Tetszdleges < tagsorrend a monomok kézétti oszthatosdg fino-
mitdsa (azaz ha x% | X", akkor x¥ <X x") és jolrendezés.

Bizonyitas: Az els6 allitas igazolasédhoz tegyiik fel, hogy xV | x". Ekkor
)’:—: is monom, tehét teljesiil 1 < )’:—; Ha beszorzunk x%-vel, éppen a kivant
egyenlGtlenséget kapjuk.

Tegyiik fel indirekt, hogy < nem jolrendezés, azaz létezik végtelen hosszi

leszall6 lanc

S UL D AERD LD RS G S i I
Tekintstik az

(xV1) C (x™1, x"2) C (x™1, x"2 x%3) C ...

felszallo ideallancot. Mivel F [x] Noether-gytird, ez nem lehet végtelen, te-
hat specidlisan van olyan i, amelyre x%i+1 € (xV1 ... x“i). Ha h € F[x]
tetszbleges polinom, akkor minden x%Vh(x)-ben szereplé monom nagyobb
vagy egyenld, mint xV. Emiatt igaz az is, hogy tetszGleges hy,...,h; €
F [x]-re minden a ) h;j(x)x™ polinomban szereplé monom nagyobb vagy
j=1
egyenls, mint az x%* ..., x% monomok koziil a legkisebb. Mas szoval, az
(xV1 ..., x") idedl tetszGleges elemének legkisebb monomja is nagyobb vagy
egyenld, mint xVi. Arra jutottunk tehat, hogy x%i < x%i+1 ami ellentmond
indirekt feltevésiinknek. O

2.3. Standard monomok és fétagok

Rogzitsiink egy < tagsorrendet.

2.6. Definicio. Egy f(x) € F[x]|, f #0 polinom fétagja avagy vezetd tagja
(a < tagsorrendre nézve) a benne szerepld monomok koziil a legnagyobb. Az
angol leading monomial elnevezés roviditéseként f f6tagjat lm ( f)-fel jeldljik,
féegyiitthatonak pedig lm (f) egyiitthatojat hivjuk.

2.7. Definici6. Legyen I < F[x] egy ideal. Ekkor I fétagjainak Lm (I)
halmaza az I-ben szereplé nemnulla polinomok fétagjaibol all, azaz

L () = {lm (f) : f €I f#0}.

Lathato, hogy Lm ([) az oszthatosagra nézve felszallo halmaz, azaz xV €
Lm (1) és xV | x" esetén x" € Lm (I), hiszen amennyiben xV = lm (f(x)) és
f(x) €1, agy x" =1m (%5 f(x)) és 55 f(x) € ]
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Az I idedl standard monomjai azon monomok, amelyek semelyik f € [
polinomnak sem vezets tagjai, azaz

Sm () ={x" eF[x]}\Lm (/) ={x" : Af € I, amelyre lm (f) =x"}.

Miutan felszallo halmaz komplementere, ezért Sm (1) leszallé az oszthatosag-
ra nézve.

Néha fogjuk hasznalni idealok helyett tetszéleges F' C F [x] polinomhal-
mazra is az Sm (F') és Lm (F) jeloléseket.

2.8. Definicio.

Lm(F)={x": 3feF lm(f)|x"},
Sm (F) = {x" € F[x]} \ Lm (F)

Amennyiben F' ideal, akkor az tjonnan definialt Lm (F') (és Sm (F'))
megegyezik az idedlokra definialt korabbi fogalommal. Pusztan azért nem
az altalanosabban miikods utébbi definiciot mondtuk ki idedlokra, mert az
els6t valamivel szemléletesebbnek tartjuk. Ezek utdn pedig gondolhatunk
Lm (F)-re ugy is, mint az F-ben szerepls polinomok f6tagjainak halmazanak
(az oszthatosagra nézve) felszallova tétele.

Fontos megjegyezni, hogy altalaban Lm (F') # Lm ((F)). Hamarosan lat-
ni fogjuk, hogy ez épp a Grobner-bazisokat karakterizalo egyik tulajdonsag.

2.4. Feladat. Mutassuk meg, hogy Im (g - h) =1m (g) - Im (h).

2.5. Feladat. Igazoljuk, hogy I C J idedlokra Sm (I) O Sm (J).

2.4. A Grobner-bazis

2.9. Definici6. Az I ideal Gribner-bdzisanak olyan véges G C I halmazt
neveziink, amelyre teljesiil, hogy minden f € I, f # 0 polinomhoz létezik
g € G, amelyre Im (g) osztoja lm (f)-nek. Masképpen megfogalmazva, G C I
véges halmaz I Grobner-bazisa, ha Lm (1) = Lm (G).

Fontos megjegyezni, hogy miutan egy polinom vezet§ tagja fiigg a valasz-
tott tagsorrendtdl, ezért altalaban a Grobner-bazis sem fiiggetlen téle.

2.10. Példa. Tegyiik fel, hogy az F alaptest nem 2 karakterisztikajiu. Az
I = (z1 — x9, 21 + x3) idedlnak egy Grobner-bazisa G = {x1, 2} (tetszbleges
tagsorrendre nézve). Egyrészt konnyt latni, hogy G C I (itt kell, hogy nem
2 a karakterisztika). Masrészt ha egy f polinom vezets tagjat nem osztja
G semelyik elemének vezetd tagja (azaz sem z7, sem x3), akkor Im (f) = 1,



tehat f konstans ¢ # 0. Azt kell csak latni, hogy ¢ & I. Ez példaul azért
igaz, mert az x1 = 0, xo = 0 behelyettesitéskor a fenti két generdtorelem 0-t
ad, tehat I minden elemére igaz kell legyen ugyanez.

Viszont a G’ = {x1 — 23,21 + 22} halmaz nem Grébner-bazis, hiszen
To € I, de x9-t nem osztja semelyik G'-beli polinom fétagja.

2.6. Feladat. Lassuk be, hogy ha I f6ideal, akkor {g} pontosan akkor
Grobner-bazisa, ha (g) = 1.

Grobner-bazis létezése

A definicibban megkoveteltiik, hogy G véges halmaz legyen, ezért nem tel-
jesen viladgos, hogy létezik-e tetszGleges idedlnak Grobner-bazisa. Belatjuk,
hogy a vélasz szerencsére igen.

2.11. Definicié. Egy idealt monomidlis idedlnak neveziink, ha van mono-
mokbol allo generatorrendszere.

2.12. Lemma. Ha I monomidlis idedl, és H ennek monomokbol dllo gene-
ratorrendszere, valamint f € I, akkor f minden monomja oszthato valamely
H-beli monommal, tehdt f minden monomja is I-ben van. Minden monomi-
alis idedlnak van monomokbol dallo véges generdtorrendszere.

Bizonyitas: Legyen [ monomiélis és f € I. Ekkor a feltétel szerint 1éteznek

xV1 ..., x¥™ € H monomok és hq,...h, €F[x] polinomok, amelyekre
FO0) = hi(x)x™
i=1

A jobb oldal minden monomja oszthaté valamely x%i-vel, azaz f minden
monomjara ugyanez igaz.

Tekintsiik I-nek egy véges fi,..., fi, generatorrendszerét. A lemma elsd
része szerint az ezekben szerepl$ véges sok monom mind /-ben van. Nyilvan-
valoan ezek generaljak is I-t, tehat a masodik allitas is igaz. O]

2.13. Allitas. Tetszéleges I idedl esetén Lm (I)-nek van olyan véges H rész-
halmaza, amelyre igaz, hogy tetszdleges x™ € L (I)-t osztja valamely H-beli
monom. (Utobbi tulajdonsdgot Lm (H) = Lm (I)-nek rovidithetjik. )

Bizonyitas: Tekintsiik az In (/) := (Lm (/)) monomialis ideal egy mono-

mokbol allo véges H generatorrendszerét, amely a 2.12 lemma szerint 1é-
tezik. Minden In (I)-ben levé monom szerepel Lm (I)-ben is, ugyanis ha
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xV € In (I), akkor a 2.12 lemma alapjan valamely Lm (I)-beli monom oszt-
ja x%-t, igy — kihasznélva, hogy Lm (I) az oszthatosdgra nézve felszallo —
xV € Lm(I) is teljesiil. Specialisan tehat H C Lm (/). Masrészt, ha
xV € Lm([), akkor xV € In([), igy megint csak a 2.12 lemma alapjan
valamely H-beli monom osztja 6t. Ezek szerint H megfelel a kovetelmények-
nek. [

Az el6bb definialt In (1) idealt kezdd vagy kezdeti idedlnak szokas hivni,
jelolése az angol initial ideal elnevezésbdl ered.

Vegyiik észre, hogy a 2.13 allitds éppen azt mondja ki, hogy minden
idealnak 1étezik Grobner-bézisa, hiszen az ott szereplé H halmaz minden x%
eleméhez van g € I, amelyre lm (g) = xV, és ezen g polinomok G halmaza
egy Grobner-béazisa, miutan Lm (G) = Lm (H) = Lm (I).

Redukcio

A definiciébol nem latszik kozvetleniil a Grobner-bézisok legfontosabb tu-
lajdonsaga, amelyet az alabbiakban fogunk vizsgélni, és amely szerint a
Grobner-bazis egy nagyon jo adottsdgokkal rendelkezs generatorrendszere
az idealnak.

Legyen f,g € F [x], tegyiik fel, hogy f egy x monomja oszthaté lm (g)-
vel, xV egyiitthatoja f-ben cy, g f6egyiitthatoja pedig ¢,. Legyen

9(x). (1)

a Cf'Xw

f(X):f(X)—m

Vegyiik észre, hogy f—ban x" helyébe néla szigortan kisebb monomok keriil-
tek, hiszen % g(x) fétagja x™ éppen kiesik. Ezt a miiveletet redukcionak
hivjuk.

2.14. Definicié. Ha G polinomok egy véges halmaza és f(x) € F [x], akkor
azt mondjuk, hogy f redukdlt G-re nézve, amennyiben f semelyik monomjat
sem osztja semelyik g € G vezet§ tagja.

Legyen most f tetszéleges, és redukaljuk (1) szerint G elemeivel, amig
G-re nézve redukélt polinomot nem kapunk, tgy hogy mindig a szerepld
legnagyobb monomot helyettesitjiik kisebbekkel. Ez az eljaras véges sok 1é-
pésben véget ér, hiszen minden egyes redukcidval kisebb lesz a legnagyobb
G-vel redukalhaté monom. Az is vilagos, hogy az eljaras soran megkapjuk

f-nek egy -
£ = 3" 9i(x)a(x) + fx) 2

elgallitasat, ahol G = {g1,...,9m}, h1,---, hm € F[x], f redukalt polinom
G-re nézve, és teljestl Im (g;h;) < 1Im (f).
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2.15. Definicié. Azt mondjuk, hogy f az f (egy) redukdltja G-re nézve,
(vagy [ (egy) G szerinti redukdltja,) amennyiben létezik (2) elGallitas a fenti
tulajdonséga hq, ..., h, polinomokkal. Hangsilyozzuk, hogy a definiciéban
nem koveteljiik meg, hogy f redukcios 1épésekkel legyen megkaphato f-bdl.

2.16. Példa. Legyen ¢;(z1,x2) = x1m9 + 21, g2(x1,22) = 2129 + 29, G =
{91,92} és f(x1,22) = 22129 + 21 + 2. Ha f-et el6szor gi-gyel redukaljuk,
akkor xo — x1-et kapunk, ha go-vel, akkor x; — xo-t. Vilagos, hogy mindketts
f redukaltja G-re nézve. Raadasul f = g1 + go, ezért a redukalt definicioja
alapjan a 0 polinom is f redukaltja, annak ellenére, hogy (1) szerinti redukcios
lépésekkel nem kaphatoé meg.

Latni fogjuk azonban, hogy ennek az az oka, hogy G nem Grobner-béazisa
a (G) idealnak. Hamarosan igazoljuk, hogy Grobner-béazis szerint minden
polinom redukaltja egyértelmi, és igy meg is kaphato6 a fenti redukcios lépé-
sekkel.

Az alabbi tétel az els6 fontos allitasunk, amit a Grobner-bazis fogalma
segitségével tudunk bizonyitani.

2.17. Tétel. Ha I egy idedl IF [x]-ben, akkor az F feletti IF [x] /I vektortérnek
linedris bdazisdt adjdk Sm (1) elemeinek I szerinti ekvivalenciaosztalyai.

Bizonyitas: Sm (I) ekvivalenciaosztalyai linearisan fiiggetlenek az F [x] /I
faktorban, ugyanis amennyiben

S ai(x¥+1) =0
i=1
egy nemtrivialis lineéaris Osszefliggés, akkor
f(x):= Zaixwi el,
i=1

amibdl lm (f) € Lm () kovetkezik, ellentmondva annak, hogy csupa stan-
dard monomot tekintettiink.

Legyen G az I tetsz6leges Grobner-bézisa, f € F[x] ¢s f az f egy G sze-
rinti redukaltja. Ekkor f és f azonos I szerinti mellékosztalyban van, hiszen

m ~
> gi(x)hi(x) € 1. Masrészt f redukalt G-re nézve, ezért monomjai nem le-
i=1

hetnek Lm (7)-ben, tehat f standard monomok lineéris kombinacioja. Ezek
szerint f is el6all modulo I, mint Sm (/) elemeinek lineéris kombinacioja. [
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2.18. Kovetkezmény. Ha G az I idedl Grobner-bdzisa, akkor tetszdleges
f € Fx]| polinom G szerinti redukdltja egyértelmi, és f € I pontosan akkor,
ha a redukdlt 0. Specidlisan (G) = I teljesiil.

Bizonyitas: Ha fl és fz is f redukaltja G-vel, akkor fl — fg € I, ugyanakkor
fl— f2 standard monomok lineéris kombinécidja, tehat fl— fz = 0. A masodik
allitas kovetkezik, hiszen f € I esetén f és 0 modulo I azonos, redukaltjuk
ezért megegyezik. Ugyanakkor a 0 polinom mar redukalt, tehat f redukaltja
0. O

A most igazolt kévetkezmény adja a Grobner-béazisok erejét. A redukalt
szamolasahoz ezek szerint hasznalhatunk (1) szerinti redukeios 1épéseket, tet-
sz6leges sorrendben véve G elemeit: ugyanazt fogjuk kapni. Egyszerd lépé-
sekkel eldonthet példaul, hogy egy polinom redukaltja nulla-e, tehat hogy
benne van-e az idealban.

A 2.18 kovetkezmény alabbi megforditasai is igazak (bar a gyakorlatban
nem igazan hasznélhatoak annak tesztelésére, hogy G Grobner-bazis).

2.19. Allitas. Ha G C I véges, és minden f € I polinom G-vel redukdlhato
0-ra, akkor G Grébner-bdzis.

Ha G C I véges, (G) =1 és minden f € F[x]| polinom G szerinti redukdltja
egyértelmi, akkor G Grébner-bdzis.

Bizonyitas: Az elsg allitas vilagos, hiszen ha 0-ra redukalhatd egy f €
I, akkor f = > g;h;, ahol G = {g1,...,9m}, hi € F[x] és minden
i=1

~.
1

re lm (g;h;) = Im(f). Réaadasul valamely i-re biztosan teljesiil Im (f) =
Im (g;h;) = 1m (g;) lm (h;), igy ez az lm (g;) osztja lm (f)-et.

A masodik allitds bizonyitasahoz elGszor azt latjuk be, hogy tetszdleges
fyh € F[x] és g € G polinomok esetén f és f — gh redukaltja (ami a feltétel
szerint egyértelmi) megegyezik. Halm (f — gh) < lm (f), akkor legyen f—gh
redukaltja f és a redukciot leird egyenlet

i=1

ahol természetesen lm (g;h;) = lm(f — gh). Ekkor f is redukalhato f-re,
ugyanis

f=Y ghi+gh+f
=1

redukci6 megfelels: annyit kell csak észrevenniink, hogy lm (g;h;) =< Im (f)
és lm (gh) = Im (f). Ha pedig Im (f) < lm (f — gh) a helyzet, akkor legyen
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f'=f—gh, M =—h,ésigy f = f —gh', tehat Im (f" — gh') < 1lm ('), ezért
az elébbiek szerint f' = f — gh és f' — gh' = f redukaltja ugyanaz.

Most méar egyszertien kdvetkezik, hogy G Grobner-bézis, ugyanis elegendd
annyit belatni, hogy f € I esetén f redukdhato G-vel O-ra. De (G) = I miatt

f = > ghy, tehéat a fenti lépést tébbszor alkalmazva arra jutunk, hogy f
geG
redukaltja azonos 0 redukaltjaval, azaz 0-val. O]

Ideje, hogy Osszefoglaljuk a Grobner-bazis eddig tanult ekvivalens defini-
cioit.
2.20. Tétel. Egy I QF [x] idedl véges G részhalmazdra az alabbiak ekviva-
lensek.

1. Minden f € I\ {0}-ra létezik g € G, hogy lm (g) | Im (f).
2. Lm (G) = Lm (1)
3. Minden f € I redukdlhato 0-ra G-vel.
4. (G) =1 és minden f redukdltja G-vel egyértelmi.
llyenkor G az I eqy Grébner-bdzisa. [

A redukalt Grobner-bazis

Egy I idedl Grobner-bézisa természetesen nem egyértelmt, példaul egy G
Grobner-bazishoz hozzavéve I véges sok elemét, a kapott halmaz is Grobner-
bézisa [-nek. Bizonyos kézenfekvs tovabbi tulajdonsagot is megkovetelve
viszont mar egyértelmi lesz.

2.21. Definicié. Ha az [ idedl G Grobner-bazisara teljesiil, hogy minden
g € G redukalt G \ {g}-re nézve és fGegytitthatoja 1, akkor G az I redukdlt
Grobner-bdzisa. Mas szoval G Grobner-bézis pontosan akkor redukélt, ha
minden g € G-ben Im (g)-t6l eltekintve csupa Sm (G)-beli monom szerepel
és g fGegyiitthatoja 1.

2.22. Tétel. Tetszdleges I idedlhoz eqy rogzitett tagsorrend mellett létezik
redukdlt Grobner-bdzis és az egyértelmdi.

Bizonyitas: A létezés igazolasahoz legyen G tetszéleges Grobner-bazisa I-
nek, amelyben minden féegyiitthatd 1, és modositsuk az alabbiak szerint.
Dobjuk el (valamilyen sorrendben haladva) azokat a g € G polinomokat,
amelyek vezets tagjait osztja valamely masik, még el nem dobott G-beli po-
linom fétagja. Az igy kapott GGy polinomhalmaz nyilvan tovabbra is Grébner-
bézis, hiszen Lm (/) minden — az oszthatosagra nézve — minimalis x% elemé-
hez pontosan egy g € G-t tartottunk meg, aminek f6tagja x%.
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Ha g € G, akkor legyen g a g — Im (g) polinom G szerinti redukaltja és
Go:={lm(g9)+g: g€ Gi}.

Ekkor G5 szintén Grobner-bazis, hiszen pontosan ugyanazok G, és G4 eleme-
inek fétagjai, tovabba Im (g) + ¢ és g modulo I azonos, azaz lm (g) + g € I.
Az is vilagos, hogy G5 redukalt.

Az egyértelmiiség bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy G és H is redukalt
Grobner-bazis. Mivel a fétagok specidlisan egymast sem oszthatjak redukalt
Grobner-béazisban, ezért G és H vezetd tagjai is éppen Lm (I) minimélis
elemei, igy |G| = |H|. Legyen g € G és h € H, amelyre Im (g) = lm (h).
Ekkor g — h standard monomokbol all, ugyanakkor ¢ — h € I, ezért csak
g — h =0, lehet. Ezek szerint G = H. O]

A redukalt Grobner-bazis elemeinek f6tagjait Lm (1) minimdlis generdto-
rasnak hivjuk, hiszen — amint az el6bbi bizonyitasban is lattuk — ezek éppen
az oszthatosagra nézve minimalis /-beli vezetd tagok.

2.5. Eltind idealok

Ebben az alfejezetben olyan idedlokkal fogunk foglalkozni, amelyek egyrészt
koézponti szerepet jatszanak az alkalmazasokban, mésrészt egyszertibb meg-
hatarozni Grobner-bézisaikat.

Ha f(x1,...,2,) € F[x] egy polinom, és y € F" az F feletti n dimenzios
affin tér egy pontja, akkor behelyettesithetjiik f valtozoi helyére y-t, azaz f
tekinthets egy F* — T fiiggvénynek.

2.23. Definici6é. Legyen V' C F" és jelolje I(V) a V-n eltiing polinomok
halmazéat, azaz

I(V):={f(x) eF[x] : f(y) =0 mindeny € V-re}.
Azt mondjuk, hogy I(V) a V halmaz eltind idedlja.

Vilagos, hogy (V) ideal F [x|-ben. Az I feletti F[x] /I(V) vektortér a
V-n értelmezett polinomfiigguények tere. Az elnevezés jogos, hiszen fi és fo
polinomok pontosan akkor egyeznek meg fiiggvényként a V' halmazon, ha
f1 — f2 a teljes V-n eltiinik, azaz ha f; és fo modulo I(V') azonos.

Tegyiik fel, hogy V véges. Ekkor F[x]|/I(V) izomorf a V — F fiigg-
vények vektorterével, ugyanis tetszéleges V' — F fliggvény reprezentalhato
polinommal. Ez a Lagrange-interpolacioval egyszertien lathato: elég annyit
megmutatni, hogy minden y € V pontra y karakterisztikus fiiggvénye x,
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(amely y-ban 1, mindeniitt masutt V-n pedig 0) reprezentélhaté polinom-
mal, hiszen tetsz6leges fiiggvény el6all x, alaka fiiggvények linearis kombi-
naciojaként. Jelolje F' C [F azon testelemek halmazat, amelyek el6fordulnak
V valamely pontjanak valamely koordinatajaban. Ha y € F', akkor legyen

Xy(2) = H i

ceryy T °

és 'y € V esetén pedig xy(x) := [ xy, (@)
i=1
2.24. Kovetkezmény. Ha valamelyik oldal véges, akkor
[Sm (I(V))] = [V

Bizonyitas: A V — F fiiggvények vektortere |V| dimenzios, F[x] /I(V)
faktortér pedig a 2.17 tétel szerint éppen |Sm (I(V'))| dimenzios. Fent lattuk,
hogy ha V véges, akkor ez a két vektortér izomorf. Annyit kell tehat még
latnunk, hogy ha V' végtelen, akkor Sm (I(V)) is az. Ez azért igaz, mert
ha V' végtelen, akkor az el6bb latott interpolécids modszerrel készitsiink f;
polinomot minden ¢ pozitiv egészre, amely V els6 ¢+ — 1 pontjan eltiinik,
az 1. pontjan pedig l-et vesz fel. Vilagos, hogy ez végtelen sok linedrisan
fiiggetlen polinomfiiggvény, tehat F [x] /I(V) dimenzi6ja végtelen. O

Végiil bebizonyitunk egy lemmat, amely jol hasznalhaté annak bizonyi-
tasara, hogy egy G = {g1, ..., gm} polinomhalmaz Grébner-bazis.

2.25. Lemma. Legyen I idedl, G C I és tegyiik fel, hogy Sm (I) wvéges.
Ekkor teljesil, hogy G pontosan akkor Grébner-bdzisa I-nek, ha |Sm (I)| =
[Sm (G)].

Bizonyitas: A definiciobol nyilvanvald, hogy Sm (1) C Sm (G) mindig tel-
jesiil. A végességi feltétel miatt az elemszamok egyenlGsége tehat ekviva-
lens a halmazok egyenlgségével. Az Sm (/) = Sm (G) egyenlSség mindkét
oldalanak komplementerét véve, kapjuk, hogy Lm (/) = Lm (G), tehat G
Grobner-bazis. O

Ezt a lemmat leginkabb véges V' halmazon eltiing polinomok 7 (V') ideélja-
ra kényelmes alkalmazni. Vegyiik észre ugyanis, hogy ilyenkor [Sm (I(V))| =
|V|, ezért a 2.25 lemma feltétele kénnyen ellendrizhetd.

2.26. Kovetkezmény. Ha V wvéges, G C I(V), akkor G pontosan akkor
I(V)) Grébner-bdzisa, ha |V| = |Sm (G)].
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3. Algoritmusok

Két Grobner-bazist szamolo algoritmust mutatunk be ebben a fejezetben. Az
els6 Buchberger 1965-6s [5| dolgozataban mar szerepelt, amely azon kiviil,
hogy altalanos modszert ad egy ideal egy Grobner-bazisanak meghataroza-
sara, a redukciorol is sok mindent elarul.

A masodik, a Buchberger—Moller-algoritmus csak specialis idealokra mi-
kodik: véges V' pontrendszerekhez tartozo I(V') idealok redukalt Grobner-
bézisainak meghatarozésara szolgél. Sok alkalmazéshoz viszont ez éppen
elég. Az irodalomban szamtalan egyéb algoritmust — amelyek koziil sok az
itt targyalt altalanositasa, vagy valamilyen javitasa — lehet taldlni, kozottiik
olyanokat, amelyek &altalanosabban nulla dimenziés idealokra (a definiciot
lasd a 4.2 alfejezetben) miikodnek. A Buchberger—Méller-algoritmust egy-
szertisége és ugyanakkor gyors futasideje miatt valasztottuk ki bemutatasra.
Az altaldnos algoritmussal szemben ez is a f6 elénye: a Buchberger-algoritmus
futésidejérsl nehéz barmi pontosat allitani, azon tul, hogy véges sok 1épésben
véget ér.

3.1. Buchberger algoritmusa

Az algoritmus ismertetéséhez sziikségiink lesz néhany 1j fogalomra, a helyes-
ség bizonyitasahoz pedig a Grobner-bazisok egy ekvivalens definicidjara.

3.1. Definici6. Legyenek f és g nemnulla polinomok, és legyen f és g f6-
tagjanak legkisebb kozos tobbszorose xV, azaz

w; = max{(Im (f)-ben x; kitevsje), (Im (g)-ben x; kitevsje)}.

Legyen f f6egyiitthatoja cy, g polinomé pedig c,. Ekkor f és g S-polinomja

5% 5%

X

Cr Im (f)

X

Im(g) 9(x).

cglm

S(f.9) = f(x) =

w

=Im <Cgf—nv:(g)g(x)>, ugyanak-
kor x% kiesik S(f,g)-bdl, igy lm (S(f,g)) < xV. Elsfordulhat emiatt, hogy
S(f, g) nem redukalhato f-fel vagy g-vel.

Az alfejezet {6 tételében belatjuk, hogy egy véges G polinomhalmaz pon-
tosan akkor Grobner-bazis (az altala generalt idealban), ha tetszoleges két
eleme S-polinomjanak G szerinti redukaltja 0. Sziikségiink lesz a kdvetkezs
lemmara.

Koénnyt latni, hogy Im ((:ff—nv:(ﬁf(x)) =X
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3.2. Lemma. Legyenek fi, ..., fs kozos x¥V fotagu €s 1 féegyiitthatoju polino-

mok. Teqyiik fel tovabbd, hogy f = > ¢;fi valamilyen ¢; € F egyiutthatokkal.
i=1

s—1
Halm (f) < x%, akkor f eldall, > ciS(fi, fix1) alakban, ahol ¢f € F.
i=1

Bizonyitas: Miutan xV egytitthatoja f(x)-ben 0, ezért Y ¢; = 0. Felhasz-
i=1

nalva S(f;, fir1) = [i — fir1 egyenlGséget is, lathato, hogy

f Zczfz - Z ((Z%) fz+1 > = chs(fzafwrl)

=1

]

3.3. Tétel. Legyen G = {g1, ..., gm} nemnulla polinomok halmaza. G pon-
tosan akkor Grébner-bazisa a (G) idedlnak, ha minden g;,g; € G esetén
S(gi, 9;)-nek G-vel vett redukdltja 0.

Bizonyitas: Ha G Grobner-bazis, akkor a 2.18 kovetkezmény szerint minden
f € (G) redukaltja 0. Nyilvan S(g;, g;) € (G), tehat a feltétel sziikséges.
Tegyiik most fel, hogy minden g;, g; € G-re az S(g;, g;) polinom 0-ra redu-
kalhato G-vel. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy minden g;
féegytitthatoja 1. A 2.19 allitéas elsd része szerint elegendé megmutatni, hogy
minden f € (G) redukalhato O-ra. Indirekt tegyiik fel, hogy f ellenpélda.

Tekintsilink egy olyan
f=2 ol 3)

elsallitast, amelyben xV := max lm( h;) miniméalis. Ilyen létezik, hiszen

f € (G) miatt van megfelels eloalhtas tovabba minden tagsorrend jolrende-
zés (igy a minimum létezik). Nyilvan lm (f) < xV, rdadasul egyenl6ség sem
allhat fenn, kiilonben a 2.15. definicié értelmében (3) azt mutatna, hogy f
redukalhato O-ra.

Megkonstrualjuk f-nek egy (3)-hoz hasonld elsallitasat, amelyben azon-
ban a szerepl6 monomok mind x%-nél kisebbek lesznek, ellentmondva x%
minimalitasanak. Jelolje L azon ¢ indexek nemiires halmazat, amelyre x%V =
Im (g;h;). Levalasztva azokat a tagokat, ahol x% szerepel, kapjuk, hogy

= Z 9i(x)h; (x) + Z cigi(x)x™,

1€l
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ahol Im (g;h}) < xV és lm (g;(x)x") = x™. Ekkor ) ¢; = 0 teljesiil, hi-
i€l
szen ez xV egyiitthatoja. Legyen g(x) = > ¢;9;(x)x™. Ha g elGallithato
ieL
a ¢; polinomok I [x]-linearis kombinaciojaval tgy, hogy minden elsfordulo
monom kisebb x%-nél, akkor megkapjuk f-nek is egy hasonlé tulajdonsagu
elsallitasat, ami ellentmondés. Ez lesz tehat mostantol a célunk.

A 3.2 lemma alkalmazhato g(x) = ) ¢;g:(x)xVi-re, igy kapjuk, hogy
i€l

g(x) = Z c; ;5 (gi(x)x™, g;(x)x™) .

Szamoljuk most ki a szerepl6 S-polinomokat. Legyen Im (g;) és Im (g;) legki-

sebb k6z0s tobbszorose x"i. Vildgos, hogy x"i | x%. Ekkor
x% x% x%V
S(gi(x)x™, g;(x)x™) = xVig;—x"g; = 9i— 9i = —a509i, 95)-
: T I (g I (g% T

Miutén a feltétel szerint S(g;, g;) O-ra redukalodik, ezért létezik
S(9i,95) = Z hijege
=1

elsallitas, ahol minden f-re Im (h;jeg¢) < 1m (S(gi, g5))-
Az el6zGekkel Osszevetve kapjuk, hogy

g(x) =" Cf,j;(—:; > hijege(x) =Y <9e(x) > C;'k,jhijf;(Tv;) :
/=1

ijel (=1 ijeL

Itt Im (hijege) < Im (S(gs, ;) < X", ezért

* x" w
Im (gg(x) Z Ci’jhi]‘gﬁ> < xY%,

1,j€L
és éppen ilyen tulajdonsagu elGallitast kerestiink. O

Buchberger algoritmusa ezek utan igen egyszerd.

3.4. Algoritmus (BUCHBERGER). Legyen I idedl F[x]-ben és F C I eqy
tetszdleges véges generdtorrendszere. A kévetkezd eljdrds véges lépésben véget
ér, a végén F az I idedl eqy Grobner-bdzisa lesz.
While dfi, fo € F, amelyeket egyiitt még nem vizsgaltunk do

r = (S(f1, f2) redukaltja F-fel);

If r#0 then F:=FU{r}; endif;
endwhile;
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Bizonyitas: A helyesség bizonyitasa a 3.3 tétel alapjan egyszerd. Tudjuk,
hogy (F') = I az elején, a tovabbiakban hozzavett polinomok pedig I-beli
polinomok S-polinomjainak néhény I-beli polinommal vett redukaltjai, ezért
maguk is /-ben vannak. Tehat a végén kapott F-reis (F') = I. A konstrukcié
alapjan vilagos, hogy F' barmely két polinomjanak S-polinomja F-fel 0-ra
redukalhato (hiszen ahol ez nem volt igaz, ott hozzavettiik a redukaltat, amit
felhasznélva viszont mar nyilvan O-ra redukalodik). A 3.3 tétel szerint tehat
I egy Grobner-bazisat kapjuk igy.

Végiil megmutatjuk, hogy az eljaras véges sok lépésben véget ér. Te-
gyiik fel indirekt az ellenkezdjét. Legyen Iy = F és Fiiy = F, U {r;} az
F halmaz (i + 1)-edik allapota, specialisan r; redukalt Fj-re. Megkaptuk
tehat I generatorrendszereinek egy Fy C F, C ... végtelen sorozatat. Tel-
jestil Lm (F;) € Lm (F41) is, hiszen Im (r;) € Lm (F;41) \ Lm (F}). Legyen
In (F;) = (Lm (F};)). Ekkor Im (r;) € In(F;11) \ In (F;) szintén igaz, ugyanis
In (F;) monomiélis idedl, tehéat a 2.12 lemma miatt ha lm (r;) € In (F}) lenne,
akkor Im (r;) € Lm (F;) is fennallna. Igy viszont

In(F)) CIn(F) C...

idealok végtelen n6vé lanca, ami F [x]-ben nem létezik. O

Latjuk tehat, hogy a Buchberger-algoritmus F [x] tetszéleges véges gene-
ratorrendszerrel megadott idealjahoz véges sok lépésben elgallit egy Grobner-
bazist. Természetesen ez altalaban nem lesz redukélt, s6t tipikusan a sziik-
ségesnél sokkal tobb elemet tartalmaz. Emiatt az algoritmus 1épésszaméara
nem igazan mondhaté hasznalhatd fels6 becslés. Ugyanakkor a modszeren
lehet gyorsitani néhany egyszeri és néhany bonyolultabb triikkel. Sok mulik
példaul azon, hogy F' elemeit milyen sorrendben tekintjiikk. Az érdekl6dé
Olvaso talalhat javitasokat [2| 3.3. alfejezetében, Giovini, Mora, Niesi, Rob-
biano és Traverso [18] munkajaban. Erdemes megnézni Faugére [12] és [13]
cikkeit is. A két leggyorsabban futé algoritmus a kutatésok mai allasa sze-
rint az utobbi és Brickenstein [4] eljarasa, amely szamos triikkot — koztiik a
,sovany polinomokkal” valé szamolast — sorakoztat fel.

A kovetkezd alfejezetben egy véges pontrendszerre miikodd algoritmust
targyalunk. Emiatt, mig a Buchberger-algoritmus bemeneteként az idealt
egy véges generatorrendszerével adtuk meg, a koévetkezé algoritmusnal egy
véges V' pontrendszerbdl indulunk ki.

3.2. A Buchberger—Moller-algoritmus

Az algoritmus véltozatai tobb cikkben megtalalhatoak, az eredeti Buchberger
és Moller 1982-ben megjelent [9] munkaja. Részletes koltségelemzést tartal-
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maz és elég altalanos Marinari, Moller és Mora [22] dolgozata, jo Gsszefogla-
16t ad Mora és Robbiano 23] és végiil a nulla dimenzios esetre altalédnositja
Abott, Kreuzer és Robbiano [1]. Ugyanezen az alapdtleten mulik Faugere,
Gianni, Lazard és Mora [14] algoritmusa, amely a szamitashoz felteszi, hogy
valamely més tagsorrendre mar ismert a redukélt Grébner-bazis.

A Buchberger—Moller-algoritmus egy V' véges pontrendszerhez tartozo
ideél redukalt Grobner-bazisat szamolja ki. Miel6tt nekikezdenénk az al-
goritmus ismertetésének, vizsgaljuk meg, hogy hogyan jarhatnank el, ha azt
a — latszolag — egyszeriibb feladatot ttiznénk ki, hogy V' segitségével adjuk
meg [ (V) egy tetszdleges generatorrendszerét.

Tekintsiik a kovetkezs, végtelenszer |V|-es A ,matrixot”. Az A sorait mo-
nomokkal, oszlopait V' elemeivel indexeljiik. Az x% és v-hez tartoz6 elem
legyen xV(v) = v%, azaz xV helyettesitési értéke a v helyen. Sormiivele-
tek segitségével az A matrixot ,fels6 haromszog” alakra lehet hozni, azaz
kaphatunk egy

o -
0 1
0 0 1
0 0 0

alaki A" méatrixot. A sormiiveletek sordn megdrizhetjiik A azon tulajdon-
sdgat, hogy minden sor egy-egy polinom V-n felvett helyettesitési értékeibdl
all: példaul ha az f(x)-hez tartozo sorhoz hozzédadjuk a g(x)-hez tartozo
sor « skalarszorosat, akkor mostantol az el6bbi sor az f(z) + ag(x) polinom
helyettesitési értékeibsl all.

Ezek szerint a csupa 0 sorok V-n elting polinomokhoz tartoznak. Miu-
tan az Osszes monom lineéris bazisa F [x]| vektortérnek, ezért az A’ soraihoz
tartozo polinomok halmaza szintén linearis bazisa F [x]-nek. Ebbdl viszont
kovetkezik, hogy a csupa nulla sorokhoz tartoz6 polinomok linearis kombiné-
ciojaval elgallithato tetszoleges f € I(V'). Ezek szerint a csupa nulla sorok
polinomjai koziil kivalaszthato I(V') egy véges generatorrendszere.

Ennek az eljarasnak a hatékony megvalositasa a Buchberger—Moller-al-
goritmus. Végtelen sok sor kinullazasa helyett pontosan annyival fogunk
foglalkozni, amennyire feltétleniil sziikség van.

Egyetlen sorral — az 1 monomhoz tartozoval — kezdiink és az algoritmus
futésa kozben hatarozzuk meg azon monomokat, amelyekhez tartozo sorokat
érdemes lesz vizsgalni. (Ezek szerepelnek majd az M halmazban.) Egy 1j
sor (azaz egy xV € M monom) vizsgalatakor megprobaljuk kinullazni azt
a korabbi sorok segitségével. Jelolje p(x) az ezen sorhoz tartozé polinomot
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(tehat elgszor p(x) = x%V, majd a sormiiveletek soran p(x) véltozik). Nagyon
lényeges, hogy egy 1j sorhoz a kizardlag a kordbbiak skalarszorosat adhatjuk
hozza. Miutan az adott tagsorrendre nézve egyre nagyobb monomokkal fo-
gunk foglalkozni, ezzel garantéljuk, hogy a sormiiveletek soran valtozatlan
x" marad p(x) f6tagja.

Ha az 1j sort sikeriilt kinullazni, akkor a kapott p(x) épp a redukalt
Grobner-bazis xV f6tagi eleme. Ha nem sikertilt, akkor viszont p(x) egy
alkalmas skalarszorosa az A’ méatrix egyik nem csupa 0 sordnak felel majd
meg. Ha eddig 7 ilyen sorunk volt, akkor a megfelel6 polinomot g¢;1(x)
jeloli. A V pontrendszer elemeinek a sorrendjének esetleges megvaltoztatasa
aran feltehets, hogy a nemnulla elem a f6altoban van. Képletben tehat:
¢i+1(vj) = 0 (ha j < 9) és ¢i41(viy1) = 1 (az el6bb emlitett skalar tehat

! 5 lesz). Belatjuk majd, hogy ilyenkor teljesiil x¥ € Sm (I(V)) .

p(v7,+1
Lassuk tehat az algoritmus pontos miikodését.

3.5. Algoritmus (BUCHBERGER-MOLLER). Legyen V' C F" véges pont-
rendszer. A kévetkezd eljards elddllitja az [(V) QF[x] idedl G redukdlt
Grobner-bdzisdt (az inputként megadandd) < tagsorrendre. Melléktermék-
ként megkapjuk az 1(V') standard monomgjait (az S halmazban), tovibbd a
fent részletezett tulajdonsdgi q; polinomokat is.
G:=0; S:=0; M:={1}; i:=0;
While M # 0 do
xV :=minM; M:= M\ {xV};
If xV ¢ Lm(G) then
p(x) :==x";
For j=1 to i do p(x):= p(x) — p(u;)g;(x); endfor;
If p(x) € I(V) then
G :=GU{p(x)};

else
legyen v,y € V, amire p(v;yq) #0;
q“J(X):::pgsfﬂ;
S:=SU{x"};
M:=MU{z; -xV: j=1...n};
1:=1+1;
endif;
endif;
endwhile;

Bizonyitas: Konnyd latni (i-re vonatkozo indukci6), hogy g;11 eleget tesz
a kivanalmaknak, azaz j < 7 esetén ¢;+1(v;) = 0 és ¢i11(vis1) = 1. Vegyik
észre, hogy a For ciklus pontosan a Gauss-eliminaci6 azon lépését valositja

22



meg, amelyben a p(x) = x" polinomhoz tartozo sort a korabbiakkal megpro-
béaljuk kinullazni: qq,...,q; segitségével tehat elérjiik, hogy p helyettesitési
értéke 0 legyen a vi,...,v; pontokon. Ha p(x) ¢ I(V), akkor van olyan
V-beli v;;; pont, amire p(v;41) # 0. Ekkor ¢;11(x) definici6jara tekintve az
allitas vilagos.

Az algoritmus véges sok lépésben leall, ugyanis ha mar ¢ = |V/|, akkor
minden Gjabb p(x) polinom eltiinik V-n (a megfelel sor kinullazhato), ezért
M-be tobb elem méar nem Kkeriil, tehat el6bb-utébb kitiriil.

Ratériink annak igazolasara, hogy G redukélt Grobner-bézis, és S =
Sm (I(V)).

Elgszor is bebizonyitjuk, hogy lm (p) = x%¥. Vegyiik észre, hogy a vizs-
galt x¥ monomok egyre nagyobbak. Valoban, amikor xV-t valasztjuk M-bél,
akkor 6 a minimalis elem, és M-be kés6bb mar csak olyan monomok keriilhet-
nek be (tekintsiink az els6 endif elStti sorra), amelyeknek valamelyik mar
bent levé monom osztdja, tehat olyan, ami x%-nél nagyobb. Nyilvanvalo
emiatt az is, hogy amikor xV-t vizsgaljuk, akkor a mar készen levé ¢, ..., q;
polinomok csupa kisebb monombol éallnak, hiszen csakis vizsgalt (rdadéasul
S-ben levé) monomokat tartalmaznak. Tehat Im (p) = x%.

Ezek utéan igazoljuk, hogy az algoritmus végére minden monom vagy
Lm (G)-ben vagy S-ben van. Tegyiik fel, hogy xV egy minimalis ellenpél-
da. Az 1 monom az elsG lépésben bekeriil S-be, tehat xV-nek van eggyel
kisebb foku osztéja. A minimalitas miatt ez szerepel Lm (G)-ben vagy S-
ben. Lm (G) felszallo, ezért csak S-ben lehet. Akkor viszont abban a lépés-
ben, amikor bekeriilt, x* monomot felvettiik az M listara. Valamikor tehat
vizsgaltuk xV-t, igy viszont vagy p polinom fétagjaként bekeriil Lm (G)-be,
vagy S-hez vessziik hozza. Az algoritmusra tekintve az is vilagos, hogy S és
Lm (G) diszjunkt, tehat S = Sm (G).

Lathato, hogy G C I(V), ezért az algoritmus végén |S| = [Sm (G)| >
|ISm (I(V))| = |V|. De az algoritmus soran mindvégig |S| =i < |V, tehat az
elébbi Osszefiiggésben valdjaban egyenléség all fenn, specidlisan [Sm (G)| =
|V]. A 2.26 kévetkezmény szerint G tehat Grobner-bézis és igy persze S =
Sm (G) =Sm (/(V)) is igaz.

Végiil kdvetkezik, hogy G redukalt Grobner-béazis. Mivel a ¢; polinomok
mind S-beli, tehat standard monomok lineéris kombinacioi, ezért ugyanez
igaz fétagjatol eltekintve az sszes szerepls p polinomra is. Igy specialisan G
elemei vezetd tagjuktol eltekintve standard monomokbol allnak. Mar csak azt
kell igazolni, hogy G kiilonb6z6 elemeinek fétagjai nem oszthatjak egymast.
Ez viszont abbdl vildgos, hogy két vezets tag koziil a kisebbet el6bb vizsgél-
tuk, ezért amikor a nagyobb x" monomra keriilt a sor, mar x* € Lm (G)
lett volna, amennyiben a kisebb x%-nek osztdja lenne. O]
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3.1. Feladat. Igazoljuk, hogy Sm (I({v1,...,v;})) = S az algoritmus soran
végig igaz.

3.6. Példa. Legyen V = {(1,2,3),(2,2,3),(0,3,2)} € Q3 és tekintsiik a
deglex rendezést. Végig fogjuk nézni az algoritmus futasat. Gyakorlas végett
érdemes parhuzamosan az A’ matrix alakulésat is szamolni.

min M = 1, tehat p(x) := 1.
p(x) & I(V), mert p(1,2,3) =1 # 0, igy
q(x):=1,vi:=(1,2,3), S ={1} és
M = {xy, x5, 23}
min M = x3, tehat p(x) := x3,
p(x) = z3 — q1(x)(23(1,2,3)) = 23 — 3.
p(x) & I(V), mert p(0,3,2) = —1 # 0, igy
Pp(x) =822 = —x5+ 3, vo:=(0,3,2), S = {1, 33} s
M = {1, x9, 1173, ToT3, T3}
min M = xq, tehat p(x) := x5,
Px) = 2 — (%) (221, 2,3)) = 23 — 2,
p(x) =29 — 2 — q2(x)((x2 — 2)(0,3,2)) = xg + 23 — 5.
p(x) € I(V), igy
g1(X) =29+ 23— 5 és
M = {1, 173, T3, T3 }.
min M = xq, tehat p(x) := xy,
p(x) =21 — q1(x)(z1(1,2,3)) = x1 — 1,
p(x) =21 — 1 — qa(x)((x1 — 1)(0,3,2)) = 21 — 25 + 2.
p(x) & I(V), mert p(2,2,3) =1 # 0, igy
q3(x) ::%—wl—xg—l—Q vy = (2,2,3), S = {1, 23,2},
M = {z123, Tox3, T3, 23, 1170 }.

min M = 23, tehat p(x) := 3,

p(x) = 25 — qu(x)(w5(1,2,3)) = 5 — 9,

p(x) = 25 — 9 — ga(x)((5 — 9)(0,3, 2)) = 22 — 52y + 6,

p(x) := 2% — bas + 6 — g3(x)((23 — b3+ 6)(2,2,3)) = 23 — Sz + 6.
p(x) € I(V), igy

Ga(x) := 22 — b3+ 6 és
M = {x 23, Tox3, 12, 11T}
min M = zox3, de Im (g1) = 5 | xox3, ezért nem foglalkozunk vele és
M = {z23, 2%, 2122}
min M = xyx3, tehat p(x) 1= zy23,
p(x) = 2125 — qu(x)((2123)(1, 2,3)) = 2125 — 3,
(x) = x123 — 3 — q2(X) (2123 — 3)(0,3,2)) = x125 — w3 + 6,
(x) := x123 — 323+ 6 — @3(X) (123 — 323+ 6)(2,2,3)) = 2123 — 3771.
p(x) € I(V), igy

S

24



g3(x) := x123 — 327 €8
M = {2? z135}.

min M = 2%, tehat p(x) := 22,

p(X) - $1 - Ch( )(1‘1(1,2,3)) = ‘T% - 17

p(x) =27 — 1 — @(x)((x] — 1)(0,3,2)) = 2§ — 3 + 2,
p(x) =222 — 13+ 2 —q3(x) (22 — 23+ 2)(2,2,3)) = 22 + 32, — 43 +8.
p(x) € I(V), igy

g3(x) := a7 + 3z, — 4z + 8 &3

M = {1'1{172}.

min M = x5, de lm (g1) = x2 | 2122, ezért nem foglalkozunk vele és
M =), azaz végeztiink.

Tehat Sm (I(V)) = {1, 23,21} és G = {x9 + 23 — 5,22 — b3 + 6, 1103 —
3xq, x% + 3x1 — 4x3 + 8} a redukalt Grobner-bazis.

3.7. Tétel. Teqyiik fel, hogy az aritmetikar miveletek F testben a, két n wvdl-
tozos monom < szerinti 0sszehasonlitdsa pedig nb kéltségiek. Legyen tovdibbd
m = |V|. Ekkor a Buchberger—Moller-algoritmus O (am>n + bmn?log(mn))
1ddben megualdsithato. Példaul eqy kis elemszdmi véges testben a lex vagy
deglex rendezéssel dolgozva, és valamely € > 0 szdmra m'=¢ > n-et feltéve a

futdsids O(m3n).

Bizonyitas: ElGszor tesziink néhany észrevételt, amelyekre a futésidé csok-
kentése miatt lesz sziikségiink. ElGszor is, M elemeit érdemes valamilyen
binéris keres6faban tarolni. Itt ebbdl annyit hasznalunk, hogy O(log |M])
osszehasonlitéssal tudunk M-ben keresni, ennyi id§ alatt megkapjuk M mi-
nimalis elemét, illetve ugyanekkora koltséggel tudunk M-bél térolni és M-be
besztrni elemeket.

Ahelyett, hogy valamiféle kereséssel direkt médon probalnank eldonteni,
hogy x% € Lm (G) fennall-e, a kovetkez6t tessziik. Feljegyezziik M elemei
mellé, hogy hény alkalommal szturtuk be 6ket. (Ehhez kell, hogy keresni is
tudjunk gyorsan M-ben.) Bebizonyitjuk, hogy ha x% az M minimaélis eleme
egy lépésben, akkor pontosan akkor teljesill x% ¢ Lm (G), ha az x% mellé
feljegyzett szam megegyezik az x%-ben nemnulla kitevével szerepld valtozok
szamaval.

Egy x™ pontosan akkor standard monom, vagy Lm (/) minimalis genera-
tora, ha minden eggyel kisebb foku osztéja standard monom. Amikor xV-vel
foglalkozunk, addigra mér az Gsszes osztojaval végeztiink (tehat vagy vizsgal-
tuk mar, vagy tobbé nem is fogjuk). Ha minden eggyel kisebb foku osztoja
standard monom, akkor x%-t mindnél beszurtuk M-be. Tehat a fent javasolt
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szamlalé xV-re pontosan akkor egyenlé az x%-ben szerepl§ valtozok szamé-
val, ha x¥ € Sm (I(V)) vagy x* monom Lm (/) minimalis generatora. Ez
viszont ekvivalens azzal, hogy x™ ¢ Lm (G) amikor ezt tesztelniink kell.

Sziikségiink van v;V kiszamolésara is. Ehhez M elemei mellé még tovabbi
értékeket is érdemes felirni. Ha z,x% = x™ és x™-t most elsG izben szarjuk
be M-be, akkor irjuk fel mellé a mar ugyis kiszamolt vi™ értékeket (és persze
(-et se feledjiik). Igy minden egyes vi™ kiszdmolhato egyetlen szorzassal, ez
Osszesen tehat ¢ < m aritmetikai mivelet.

Amikor p polinommal dolgozunk, p € I(V') eldontéséhez sziikségiink lesz
r4, hogy minden pontban kiszamoljuk p helyettesitési értékét. Erdemes emi-
att a sokat emlegetett A’ matrixot ténylegesen tarolni, igy a For ciklus utan
kapott p polinom V-n felvett értékeit néhany sormtvelettel megkaphatjuk.
Pontosan tehéat azt mondhatjuk, hogy p szdmolasakor az alabbi

L q(ve) oo aai(vic) | aa(vi) oo ai(vim) @i(x)

0 1 e Q2(Vi—1) Q2<Vz'> S Q2(Vm) Q2(X)

0 0 . 1 Qi—l(vi) e Qi—l(vm) Qi—l(x)
iV vV L. VitV vV V" xV

matrixot ismerjitk. Kihasznalva, hogy a ¢;(x) polinomok csupa standard
monombol allnak, igy legfeljebb m nemnulla monomot tartalmaznak (sé6t g;
legfeljebb j-t), lathato, hogy p(v;) (j = 1...m) és p(x) polinom szamitasa-
hoz O(m?) aritmetikai operacio elegends.

Minden standard monomra Osszesen n elemet szarunk be M-be, azaz
osszesen nm-et. Egy besziras koltsége log | M| < log(mn)-nel aréanyos, tehat
ebbdl a részbdl a koltség O(bmn?log(mn)). Az is kovetkezik, hogy Osszesen
legfeljebb mn monomra kellett kiszdmolni a megfelel6 p polinomot, ennek
ara O(m?>n) aritmetikai mtvelet.

A tovabbi mitveletek nagysagrendje lathatoéan kisebb, a teljes futasidé
ezért valoban O (am®n + bmn? log(mn)).

A tipikus hasznalat esetét mutato példaban az O(m?n) koltség konnyen
ellendrizhetd, hiszen ilyenkor a és b konstans, és O(log(mn)) = O(log(m)) <

O(m®). u
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4. Alkalmazasok

4.1. Elemi kommutativ algebrai kérdések
Ideal egy elemének megadasa generatorokkal

Komputer algebra rendszerekben természetesnek vessziik, hogy talalunk be-
épitett fiiggvényt annak tesztelésére, hogy egy elem benne van-e egy adott
(véges) halmazban. A hasonl6 kérdés, hogy egy polinomot tartalmaz-e egy
idedl, nem ilyen egyszerd, hiszen egy ideal tipikusan végtelen elemszamu.
Erre az elemi kérdésre a valaszt az ideal egy Grobner-bazisanak segitségével
lehet megadni.

Tegyiik fel, hogy I = (f1,..., fs) és f € F[x]. Legyen egy Grobner bazisa
I-nek G = {g1,...,gm}. Szamitsuk ki f-nek f redukaltjat G-re. Erre, mint
lattuk, jo a ,mohd” algoritmus: f-bdl kiindulva az aktualis polinom legna-
gyobb monomjat redukaljuk, amely még redukalhaté G valamely elemével.
A 2.18 kévetkezmény szerint f € I pontosan akkor, ha f = 0.

Jogos igény, hogy f € I esetén adjuk is meg f elGallitdsat a generdtorok-
kal. El6szor is, a redukecié soran megkapjuk f egy

f= Z gihi.
i=1

alaki eldallitasat. Elegendd ezért G elemeit kifeljezni az eredeti f; generato-
rokkal.

Egy lehetséges megoldas — amennyiben G-t a Buchberger-algoritmussal
szamoljuk —, hogy F' = {fi,..., fs}-bdl kiindulva, amikor F' két elemének
S-polinomjanak redukaltjat szamoljuk, rogton {fi,..., fs} polinom-linearis
kombinéaciojaval kifejezziik. Pontosabban, ha az aktuélis F = {fi,..., fs}
halmaz elemeinek a kezdeti generatorokkal valo elGallitasa példaul

fi= ijhz;j (1<i<éd),
=1

akkor az jonnan hozzaveendd fy; polinomot a kdvetkezé modon tudjuk
kifejezni. Tegyiik fel, hogy ebben a lépésben épp fi, fr polinomokkal dolgo-
zunk. Ekkor

S(fk?ff) = Zflhz + f8/+17

=1
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Osszefiiggésbdl kapjuk, hogy

frn = e 7 ey Zf ;
]Zs;fj <%1);%th Cfy 1m fz Zh Jh)
azaz hyi1; = ™ - fk I — 1m fz Iy j — :zljlhi,jhi.

Idealok egyenldsége

Ha I = (F) és J = (H) idealok, akkor [ ~ J eldéntésére hasznalhatjuk az
el6z6 alfejezetben tanultakat: I C J akkor és csak akkor, ha F' minden eleme
J-ben van.

Egy masik — talan kevesebb szamolast igényls — eljarés, ha meghatarozzuk
I és J redukalt Grobner-bazisat. Ez, a redukélt Grébner-bazis egyértelmi-
ségérol szolo, 2.22 tétel bizonyitasaban leirtak alapjan gyorsan megtehetd,
tetsz6leges Grobner-bazisbol kiindulva. A két ideal pontosan akkor egyenld,
ha a redukélt Grébner-bézisok megegyeznek.

Fontos specidlis eset az [ ZF [x] kérdés, amit természetesen 1 € I tesz-
telésével donthetiink el, ami ekvivalens kérdés azzal, hogy G-ben van-e nem
nulla konstans polinom (barmilyen G Grobner-bézis esetén).

Szamitasok F [x] /I-ben

A 2.17 tételben lattuk, hogy Sm (I) elemeinek I szerinti mellékosztalyai a
faktor linearis bazisat adjak. Mésrészt azt is igazoltuk, hogy egy Groébner-
bazis segitségével tetszéleges f € F[x] polinom redukalhato f polinomma,
amely standard monomok linearis kombinaci6ja. Méasképpen mondva, tet-
sz6leges polinom mellékosztalyanak egy kanonikus reprezentacioja a polinom
redukaltja.

Redukélt polinomok &sszege nyilvan redukalt. A szorzasra ugyanez nem
mondhat6 el: itt a Grobner-bazisunkkal még redukalnunk kell az eredményt.
Az inverz szdmitasa mar érdekesebb feladat.

4.1. Allitas. Egy f polinommal reprezentdlt F [x] /I-beli elem pontosan akkor
invertalhatd, ha (f,I) = F [x].
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Bizonyitas: Vilagos, hogy (f,I) = F[x] akkor és csak akkor teljesiil, ha
valamely g € I és h € F [x]| polinomokra 1 = hf + g. Utobbi egyenlGséget az
F [x] /I faktorban tekintve kapjuk, hogy h épp f inverze modulo I. O

Ha ¢1,...,9mn egy generatorrendszere I-nek, akkor f,¢g,..., g, genera-
torrendszere az (f, I) idedlnak. Szamoljuk ki az utobbi egy Grobner-béazisat
agy, hogy az f,g1,...,gm polinomokbdl indulunk ki és a szamitas kozben
megjegyezzilk az 4j elemek elgallitasat f, gy, ..., g, polinomokkal. Ha a ka-
pott Grobner-bazisban nem szerepel 1, akkor az el6bbi allitas szerint f mel-
lékosztalya nem invertalhatd. Ha szerepel, akkor viszont a szamitas mentén
megkaptunk egy 1 = fh+ > g;h; elsallitast, amibdl latszik, hogy f modulo
I inverze éppen h. =

Idealok metszetének generatorrendszere

4.2. Allitas. Legyen I,J<F [x| és tekintsiik a (21, (1 — 2)J)<F[z, 1, ..., 2]
wdedlt, ahol z eqy g vdltozo. Ekkor

INJ=(zI,(1-2)J)NF[x].

Bizonyitas: Ha f € I N J, akkor f = zf + (1 — z)f miatt f a jobb
oldalon is szerepel. Megforditva, tegyiik fel, hogy f(x) a jobb oldali metszet
egy eleme. Ha I = (f1,...,fs) és J = (g1,...,gm), akkor (21, (1 —z2)J) =
(zf1,.. . 2fs, (L =2)g1, ..., (1 — 2)gm), ezért

S m

Fx) =) 2filx)hi(z,%) + ) (1= 2)gi(x)hi(=,%).

i=1 i=1

Innen z = 1 helyettesitéssel adodik f € I és z = 0-val f € J. ]

Legyen F [x] monomjain egy rogzitett tagsorrend <. Definialjunk egy <’
rendezést F[z, x| monomjain a kévetkez6 modon. Akkor és csak akkor teljesiil
2Ux% < 2Ux" ha w < u, vagy w = u és xV < x%. Konnyd latni, hogy <’
tagsorrend.

4.3. Allitas. Legyen I' < Flz,x| idedl eqy Grébner-bizisa G' a <’ tagsor-
rendre. Ekkor I = I' NF[x] idedlnak G := G' NF [x] Grébner-bizisa a <

rendezésre.

Bizonyitas: Legyen f € I. Ekkor f € I’ is, ezért van olyan g € G', amelyre
Im (g) | Im (f). Megmutatjuk, hogy g € G is teljesiil, ami bizonyitja, hogy G
valoban Grobner-bazis. Miutan f € F [x], ezért specidlisan lm (f)-ben nem
szerepel a z valtozo. Igy viszont ugyanez igaz osztojara, Im (g)-re is. Ha z
szerepelne g egy masik monomjaban, akkor ez a monom <’ definicioja szerint
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nagyobb lenne Im (g)-nél, ami lehetetlen. Tehét z nem szerepel g semelyik
monomjaban, azaz g € G. [

A két fenti allitas segitségével meghatérozhato I, J idedlok metszetének
egy generatorrendszere, amely rdadasul a metszet Grobner-bazisa is egyben.
Valoban, ha G" az (21, (1 — z)J) ideal Grobner-bazisa akkor G' N F [x] a 4.3
allitas szerint Grobner bazisa (zI,(1 — z)J) N F[x] idedlnak, amely a 4.2
allitas alapjan pontosan I N J.

4.2. Polinom-egyenletrendszerek megoldasa

Az el6z6 fejezetben izelitét kaptunk a Grobner-bazisok alkalmazésara kiilon-
boz6 szimbolikus szamitasi feladatok elvégzésében. Bar ezek kétségteleniil
igen hasznosak, mégis valoszintileg senki sem vitatkozik azzal a kijelentés-
sel, hogy a Grobner-bazisok legfontosabb alkalmazasi teriilete a tobbvaltozos
polinomialis egyenletek megoldasa.

Az ilyen jellegd szimbolikus szamitasoknak jol ismert korlatja, hogy nem
létezik képlet, amely megadna példaul tetszéleges 6todfoka polinom gyokeit.
Ez nyilvan a tébbvaltozos esetnek is hatarokat szab, a szimbolikus szamitasok
egy bizonyos pontjan el6 kell vegylink numerikus megoldasi modszereket.

Az alapprobléma tehat a kovetkezs. Adott fi,...,fs € F [x] polinom.
Létezik-e olyan y € F”, esetleg y € F elem (F az F algebrai lezartja), amely
kielégiti az

fix) =0 (4)

fs(x) =0

egyenletrendszert? Ha igen, szeretnénk tudni legalabb egy, de inkdbb az
Osszes megoldast. Esetleg megelégsziink a megoldasok szamanak meghatéro-
zasaval.

Ebben az alfejezetben I végig az fi,..., fs polinomok altal generalt idealt
jeloli.

Kommutativ algebrai alapok

A 2.5 alfejezetben megismerkedtiink az (V') jeloléssel. Az I(.) operator F"
részhalmazaihoz idedlokat rendelt. Most definialjuk a dualis fogalmat, amely
polinomialis egyenletrendszerek vizsgalatakor kulcsszerepet jatszik.

4.4. Definicid. Jelolje V(1) az I ideal elemeinek kozos gyokeinek a halmazat,
azaz

V(I):={y€F": f(y) =0 minden f € I-re}.
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4.5. Lemma. A (1(.),V(.)) pdr Galois-kapcsolat, azaz teljesil I C I(V (1)),
VCVUIV),ICJ=VI)DV()éV CU=IV)2IU). Ebbl
kéovetkezik, hogy I(V(I(V))) =1(V) és V(I(V(I))) =V (I).

Bizonyitas: Legyen f € I. Ahhoz, hogy f € I(V(I)) legyen, meg kell
mutatni, hogy f elttinik V(1) tetsz6leges y elemén. Csakhogy V' (I) definici-
6ja miatt y € V(I)-bdl kévetkezik f(y) = 0. Teljesen analog moédon megy
V CV(I(V)) bizonyitasa is. A méasodik allitaspar trivialis.

Végiil egyrészt alkalmazzuk a V' C V(I(V)) Osszefuggésre az I(.) ope-
ratort, igy I(V) D I(V(I(V))). Masrészt az I := I(V) ideélra irjuk fel az
I C I(V(I)) egyenlStlenséget, amibdl kapjuk, hogy I(V) C I(V(I(V))). A
maésik allitas ugyanigy igazolhato. O

4.1. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha V' véges halmaz, akkor V(I(V)) = V.

Ahhoz, hogy polinomok kozos gyokei koziil ne csak az alaptestben levéket
tudjuk vizsgélni, sziikségiink lesz a kovetkez§ definiciora.

4.6. Definicio. Legyen az [/ test az F egy bovitése, és
Vir(I):={y € F" : f(y) =0 minden f € I-re}

az F""-ben leve kozos gyokok halmaza. Az (V) idealt szo6 szerint ugyanigy
értelmezziik V' C F™ esetén, tehat (V) <F [x] tovabbra is.

Specidlisan, ha F az F algebrai lezartja, akkor Vi(I) az algebrai lezért
feletti Osszes gyokok halmaza.

Konnyt latni, hogy I C I(V(I)), ahol VT az I idedl radikdlja, azaz
f € VI <= valamely e pozitiv egészre f¢ € I. Valoban, ha f € V1, azaz
f€ € I, akkor tetszbleges y € V(I)-n f elttinik, hiszen f€¢ is elttinik V(1)
definicidja szerint. Ez azt jelenti, hogy f € I(V(I)). A megforditéas altalaban
nem igaz, algebrailag zart test felett azonban igen. Errdél szol a kommutativ
algebra egyik legfontosabb allitasa, Hilbert nullhelytétele, amelyet itt nem
bizonyitunk.

4.7. Tétel (HILBERT NULLSTELLENSATZ). /T = I(V&(I)).

A megoldasok szama, nulla dimenzi6és idealok

4.2. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy V(I) egyenls I tetszéleges generétor-
rendszerében szerepld polinomok kozos gyokeinek a halmazaval.
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A (4) egyenletrendszer megoldasainak halmaza az elébbi feladat szerint
éppen V (I). Természetesen az is igaz, hogy az algebrai lezart feletti megol-
dasok éppen V(1) elemei.

A £6 kérdések tehat: V(1) = 0, V(I) = 0, illetve [Via(I)| =7, [V(I)] =2,
végiil pedig, hogy pontosan mik V4(1) és V(1) elemei. Nem tul meglepd mo-
don az algebrai lezartban levé megoldasokkal kapcsolatos kérdésekre tudunk
egyszertibben valaszt adni.

Az els§ probléma eldontése Grobner-bazisok segitségével egészen konny.

4.8. Allitas. Legyen az I idedl eqy Grobner-bdzisa G. Pontosan akkor teljesiil
V&(I) =0, ha G-ben szerepel egy nem nulla konstans polinom.

Bizonyitas: Hilbert nullhelytételébdl kiovetkezik, hogy Vi(I) = 0 akkor
és csak akkor, ha 1 € I (tehat I = F[x]). Ha ugyanis V(1) = 0, akkor
I(V=(I)) = I(0) = F[x], tehat a Nullstellensatz szerint /I = F[x], ezért
1 € VI, tehat 1 € I is igaz. A megforditas nyilvanvalo: az 1 polinomnak
nincs gyoke.

Ha G-ben van nemnulla konstans polinom, akkor ez I-ben is benne van,
tehat 1 € I. Forditva: ha 1 € I, akkor G-ben kell legyen g polinom, amely
f6tagja osztja az 1 monomot, tehat amely f6tagja 1. Miutan 1 a legkisebb
monom, ezért g ebbdl az egyetlen monombdl all, tehat konstans. ]

Ez persze specidlis esete az algebrai lezart feletti megoldasok szaméra
vonatkozo kérdésnek. A kovetkezd tétel két modon jellemzi azon polinom-
egyenletrendszereket, amelyeknek véges sok megoldasa van az algebrai lezéart
felett. Vegylik észre, hogy tetszGleges Grobner-bazis kiszamitasaval el lehet
tehat donteni, hogy V& véges-e.

4.9. Tétel. Legyen I egy Gréobner-bizisa G. Ekkor az aldbbiak ekvivalensek.
1. Minden i € [n]-hez létezik g; € G és w; € N, hogy Im (g;) = x;”.
2. |Sm (I)| < oo
3. |VE(I)] < o0

Az ilyen idedlokat 0 dimenziés idedloknak nevezziik.

Bizonyitas: 1 = 2: Egy x" monom legfeljebb akkor lehet Sm (I)-ben, ha
minden i-re u; < w; (hiszen z;” € Lm (1)), ilyenbdl viszont csak véges sok
(wy - wy ... wy,) van.

2=3: Az 1,2, 2?%,... monomok modulo I linedrisan ésszefiiggek, hiszen
dim (F [x] /I) = |Sm (I)| véges. Ezek szerint van olyan f;(z;) € Flx;], amely
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I-ben van. Ennek csak véges sok gyoke van, azaz Vi(I) elemeinek i-edik
koordinataja csak véges sok féle lehet.

3 = 1: Miutan V§(I) véges, az i-edik koordinataban csak véges sok elem
fordulhat el6, legyenek ezek o 1, ..., 5, € F. Ha fij(z;) az a; j minimalpoli-

nomja F felett, akkor legyen f;(z;) = ﬁ fij(x;). Vilagos, hogy fi(x;) € F[x]
j=1

elttinik V(1) minden elemén, azaz f;(z;) € I(V&(I)) = v/T a Hilbert Nullstel-
lensatz szerint. Tehét valamilyen e;-re f{*(x;) € I. Ha g; € G egy polinom,
amelyre Im (g;) | Im (f"), akkor miutan f{" f6tagja x; hatvanya (pontosan
Im (f) = 25798 egért Im (g;) is x-hatvany. O

Ebben a jegyzetben nem foglalkozunk idealok dimenzidjaval, kizarolag
a nulla dimenziés esetet kiillonboztetjiik meg, ezért magasabb dimenzidkra
pontos definiciot sem adunk. Szemléletesen azonban egyszert magyarazni
az elnevezést. Legyen példaul I = (2?2 — zo — x3) és n = 3. Ekkor I két
dimenzi6s, miutan V(I) a harom dimenziés tér egy feliiletének pontjaibol
all. A tér véges sok pontja természetesen 0 dimenzids halmaz, tehat ilyenkor
jogos 0 dimenzio6s idealnak nevezni I-t.

4.10. Példa. Legyen F = R, n = 2 és [ = (a2 +x3). Ekkor V(I) =
{(0,0)}, de Vi(I) végtelen sok pontot tartalmaz, egész pontosan Vi (I) az
21+ 29v/—1 = 0 és 21 — 29¢/—1 = 0 komplex egyenesek uniéja. Tehat I nem
0 dimenzi6s (hanem 1).

Utobbi egyben arra is példa, hogy el6fordulhat, hogy az algebrai lezart
felett végtelen sok megoldés van, mig az alaptestben véges sok.

A kovetkez§ cél, hogy pontosabbat mondjunk a megoldasok szaméroél a 0
dimenzids esetben, tehat amikor véges sok megoldas van.

Ha T’ test az F bdvitése, akkor jelolje Iy az I altal F'[x]-ben generalt
idealt, azaz Iy = I - F'[x].

4.11. Lemma. Vi (Ip) = V(1)

Bizonyitas: Nyilvanvalo, hogy y pontosan akkor kozos gyoke egy ideal
Osszes polinomjanak, ha az ideal egy generatorrendszerének gyoke. Véa-
lasszunk I-ben egy f1,. .., fs generatorrendszert. Ezek a polinomok F'[x]-ben
természetesen [ idealt generaljak. Tehat az allitdsban szerepld két idealnak
ugyanaz a polinomhalmaz generatorrendszere, igy az idedlok F-beli gyokei
is megegyeznek. O

4.12. Lemma. Sm (/) = Sm(I), sét G C F [x] pontosan akkor Grébner-
bdazisa I-nek, ha Grobner-bdzisa az Iy idedlnak.
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Bizonyitas: Miutan tetszéleges Grobner-bazis meghatarozza a standard
monomokat, ezért elegendd a mésodik allitast igazolni.

Ehhez a Buchberger-algoritmus kapcsén tanult, a Grobner-bézist S-poli-
nomok segitségével jellemz6 3.3 tételt hasznaljuk. Jeldlje (G)y, illetve (G)p
a G altal F [x], illetve F'[x] gytriiben generalt idealt. Az idézett tétel szerint
G pontosan akkor Grobner bazis (G)y idealban, ha G barmely két elemének
S-polinomja 0-ra redukilhatd G-vel. Ez a feltétel viszont fliggetlen a testtdl,
ezért ujra alkalmazva a tételt, utobbi azzal ekvivalens, hogy G Grébner bazisa
(G)p-nek.

Annyit kell még latni, hogy G pontosan akkor generalja az egyik gytirtiben
I-t, ha a masikban Ip-t. Ha G az Iw ideal generatorrendszere, akkor Iy N
F [x] = I miatt (és mert G C F [x]) teljesiil (G)y = I. Forditva: miutan Ip az
I altal F [x]-ben generalt ideal, ezért I barmely generatorrendszere F'[x]-ben
I idealt generalja. Az allitast ezzel belattuk. O

Készen allunk a megoldasok szamarol szol6 masodik tételiink bizonyita-
sara.

4.13. Tétel. Ha valamelyik oldal véges, akkor
Va(D] = [sm (VT)].

Bizonyitas: Tegyiik fel elgszor, hogy F = F, azaz az alaptestiink algebrailag
zart. Ekkor a 2.24 kévetkezmény és a Hilbert Nullstellensatz miatt

V()| = [Sm (I(V(1)] = [sm (VI)|,

amint allitottuk.
Az altalanos esetben az el6bbi Gsszefiiggést [ idedlra alkalmazva azt kap-

juk, hogy

V(1) = [sm (VE)|
A 4.11 lemma miatt a bal oldal egyenl |VE(I)|-vel. A jobb oldal pedig
egyrészt \/Iz = \/1-Fx] = VI -Fx] = (ﬁ)ﬁ, méasrészt a 4.12 lemma

miatt éppen Sm (\/7 > elemszaméaval egyezik meg. O]

4.3. Feladat. Lassuk be az allitast direkt moédon, ha n = 1.
(Segitség: Ilyenkor I f6ideal, mondjuk I = (f). Az f polinom irreducibilis
felbontasa segitségével /I generatorat kénnyt megadni.)

Jogos ezek utan a kérdés, hogy nyertiink-e valamit, azaz I ismeretében
meg tudjuk-e hatéarozni I radikaljanak standard monomjait. A valasz igen,
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rdadasul a modszer Grobner-technikakkal miikodik, de ezen jegyzetben nem
targyaljuk. A nulla karakterisztikaji alaptest esete egyébként nem kiilo-
nosebben nehéz, pozitiv karakterisztika esetén a megoldés viszont egyaltalan
nem magatol értet6ds, az ismert algoritmusok mindossze néhény évesek. Egy
jo kiindulopont ezek felkutatasara [20], és az ott hivatkozott cikkek. Min-

denesetre v/I D I miatt Sm <\/7 ) C Sm (1), tehat felsé becslést egyszertien

tudunk mondani a megoldasok szamara pusztan I egy Grobner-bazisanak
kiszamitaséaval.

Miel6tt tovabblépnénk, érdemes megjegyezni, hogy F tetszdleges F' bévi-
tése esetén Vi (I) = Vi (V1), hiszen egy polinomnak és hatvanyainak ugyan-
azok a gyokei.

Polinom-egyenletrendszerek normalformaja

Az alfejezet tételeiben eddig nem tettiink fel semmit a Grobner-bazishoz
tartozé tagsorrendrél. A tovabbiakban viszont a lexikografikus rendezést
fogjuk hasznalni.

4.14. Definicié. A (4) egyenletrendszer normdlformdja a

egyenletrendszer, ahol G = {¢g1,...,9m} az fi,..., fs polinomok &ltal gene-
ralt I ideal redukéalt Grobner-bézisa a lexikografikus tagsorrendre nézve.

4.15. Allitas. Ha I nulla dimenzids (tehdt az algebrai lezdrt felett is csak vé-
ges sok kiozos gyoke van I elemeinek) és G egy lexikografikus Grobner-bdzisa,
akkor minden i € [n] szdmra van olyan g; € G polinom, amely csak x;, x;\1,
... Ty, vdltozoktol fiigg, és g; vezetd tagja x;-hatvdny.

Bizonyitas: A 4.9 tétel szerint minden 0 dimenzios ideél és barmely i €
[n] szamra tetszdleges Grobner-bazis tartalmaz olyan g; polinomot, amely-
re Im (g;) épp z;-hatvany. A lexikografikus rendezés tulajdonsagai miatt g;
semelyik monomjaban nem szerepelhet olyan z;, amelyre j < 4, hiszen ez a
monom nagyobb volna x; barmely hatvanyanal. [l

Ez az egyszerd megfigyelés lehetséget ad nulla dimenzios idedlok ele-
mei kozos gyokeinek meghatarozésara. Jelolje tehat az I ideal lexikografikus

Grobner-bazisanak a tételben szereplé n elemét g, (x,), ..., gi(xi, ..., T,),
.y g1z, ..., x,). Ekkor a kozos gyokok utolso koordinataja biztosan g, ()
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egyvaltozos polinom gyockei koziil keriil ki. Ha v, a g, egy gyoke, akkor ezt
gn—1-be helyettesitve egy egyvaltozos §(x,_1) = gn_1(n_1, yn) polinomot ka-
punk, amelynek egy gyoke legyen v,,_1. Az eljarast y,_q és y, elemek g,,_s-be
helyettesitésével folytathatjuk. A ¢i,..., g, polinomok ilyen vizsgélata utan
meg kell nézni még, hogy a kapott gyokok kielégitik-e a tovabbi g,.1,...9m
polinomokat is.

4.16. Példa. Tekintsiik az

$1$2+$3—11:0
$1l’3+$2—13:0
ZL‘Q?IIg—f—ZL‘l—l?:O.

egyenletrendszert Q felett. A megfelel§ I ideél egy lex Grobner-bazisa

g3(x3) = x5 — 11aj — 223 + 24322 — 45723 + 210

1 4 3 2
92(22, 73) = 120 (12025 — 1325 4 126x5 + 200x5 — 299923 4 2010)
g1<£[f1, :1:2,303) = X1 + ToT3 — 17.

A g3 polinom racionalis gyokeit 210 egész osztoi kozott kell keresniink. El-
lendrizhetd, hogy az egyetlen racionalis gyok az 5. Ekkor go(za,5) = x5 — 3,
tehat xo csakis 3 lehet. Végiil go(x1,3,5) = z1 — 2, azaz V(1) = {(2,3,5)}.
Ha kivancsiak vagyunk Vg(I)-re is, kénytelenek vagyunk megoldani a % =
x5 — 623 — 3223 + 8313 — 42 = 0 egyenletet, akar a megoldoképlettel, akar
valamilyen numerikus modszerrel (a négy gyok mindegyike valos). Annyit
mindenesetre bonyolultabb szamolasok nélkiil is latunk, hogy g¢s-nak ot kii-
16nb6z6 gyoke van, amelyek mindegyikéhez pontosan egy Vz(I)-beli pont tar-
tozik (hiszen go az xo-ben, g3 az x3-ban linearis) azaz ‘V@(I)| = 5. Vegyiik
észre, hogy |Sm (I)| = 5 szintén teljesiil.

4.4. Feladat. Mutassuk meg, hogy amennyiben fi,..., fs linearis polino-
mok, ugy az egyenletrendszer normaélalakja az egyenletrendszerhez tartozo
matrix fels6 haromszog alakjanak felel meg (minden sor elsg nullatol kiilon-
boz6 eleme 1, és ennek oszlopindexe nagyobb, mint a felette levé sorban
talalhato elsé nemnulla elem oszlopindexe). A fenti gyokkeress eljaras tehat
a Gauss-eliminacio altaldnositasa.

A moédszer tobbé-kevésbé hasznalhatd nem nulla dimenzids ideal esetén is:
ha z,, egy hatvanya fétag, akkor ugyantugy talalunk egy megfelel§ tulajdon-
sagokkal rendelkez§ g, (z,) polinomot, mint a 4.15 &llitas bizonyitasaban. Ha
x, semelyik hatvanya sem fétag, akkor viszont véges sok kivételtsl eltekintve
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F minden eleme eléfordul, mint egy F -beli megoldas i-edik koordinataja, te-
hat a behelyettesitgetést ilyenkor szinte barmerre folytathatjuk. A részletek
kidolgozasat az Olvasora bizzuk.

A tisztesség kedvéért meg kell emliteni, hogy a fenti eljaras a numerikus
szamitasok tekintetében korantsem olyan jo, mint gondolnédnk. Egyrészt a
lexikografikus Grobner-bazis egytlitthatoi nem mindig ,szépek”, elég csak meg-
nézni a 4.16 példat: az aranylag kis egész szamokbol nagyobb egészek, néhol
pedig tortek lettek a normalforméra hozas soran. Masrészrél, ha példaul va-
16s egyiitthatos polinomokkal kell szamolnunk, akkor a Grobner-szamitashoz
feltehetGen kerekiteni kell ezeket, ami a Grobner-bazisban méar komoly elté-
réseket okozhat. (Nagyon nem mindegy, hogy egy polinom egyik monomja-
nak 1071% az egyiitthatoja, vagy 0, ezen mulhat példaul, hogy mi a fétag.)
A modszer tehat ebben a formajaban numerikusan instabil. Végiil — ha a
normalformét pontosan ki is tudtuk szamolni —, az egyvaltozos polinomok
kozelitéssel meghatarozott gyokeit mas polinomokba helyettesitve a kozelités
hibaja esetleg tilsagosan megnshet. Ezen kérdések egyik legnagyobb szakér-
téje Hans J. Stetter, akinek a honlapjan? taldlhat utbaigazitast a numerikus
szamitasok irant érdeklédd Olvaso.

Egy polinom-egyenletrendszer megoldédsanak mas értelmezését is szokas
vizsgélni. A kozos gyokok halmazan tual azt is célként tizhetjik ki, hogy a
gyokok multiplicitasat hatarozzuk meg. Példaul az xiyxg — 21 — 20 +1 =
0 egyenletnek az (1,1) gyoke és az (y, 1), illetve (1,y) gyokei (ahol y #
1) kozott lényeges kiilonbség van. A legaltalanosabb megoldasfogalom az
egyenletrendszernek megfelel§ ideal primér felbontasanak meghatarozasa. A
téméanak nagy irodalma van (lasd példaul [17], vagy az tjabb [10] és [21]), a
modszerek legtobbszor Grobner-szamitasokat hasznalnak.

4.3. Kombinatorikai alkalmazasok

Bemelegitésként mutatunk egy példat, hogyan lehet kombinatorikai prob-
lémékat polinomokra vonatkozé kérdéssé atfogalmazni, és ezutan Grobner-
bézisok segitségével megoldani.

Grafok 3-szinezhetdsége Legyen adott n ponton egy G graf. A kérdés,
hogy kiszinezhet&ek-e a pontjai harom szinnel, gy, hogy szomszédos csticsok
kiilonb6z6 szintek.

Zhttp://wuw.math.tuwien.ac.at/"stetter/
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Legyen F = C és ebben ¢ egy primitiv harmadik egységgyok. A hérom
Szin” 1, € és €2 lesz. A G graf i-edik csticsdhoz rendeljiink egy z; valtozot,
x; értéke mutatja majd az ¢ cstcs szinét.

Fogalmazzuk meg a szinezés szabalyait polinomok eltiinési feltételeként!

e Csak 1, ¢ és &2 lehet szin: 23 — 1 = 0.

e Szomszédos i és j csicsok kiilonboz6 szintek kell legyenek: a2 + ;25 +
x? = 0. Ez az egyenlet — az el6z6 feltétellel egyiitt — a kért tulaj-
donsagot garantdlja. Valoban: z7 = 1 = :E;?, ezért 0 = x5 — x? =

(zi — ;) (2] + zy2; 4 27), tehat x; és z; pontosan akkor kiilonbozd, ha

a szorzat masodik tényezdje tiinik el.

Legyen I az ezen polinomok altal generalt ideal. Az eddigiekbdl vilagos, hogy
G pontosan akkor szinezhets 3 szinnel, ha az [-beli polinomoknak van k&zos
gyoke, azaz V(I) # 0. A polinomidlis egyenletek megoldhatosagarol szolo
4.8 allitas szerint V(I) # () <= G-ben nincs konstans polinom, ahol G az
idedl tetszsleges Grobner-bazisa.

Ez az alkalmazas szépen mutatja a polinom-moéodszernek nevezett elja-
rés erejét kombinatorikaban. Ugyanakkor a Grobner-bazis szamitas szem-
pontjabol negativ eredmény, hiszen egy NP-teljes problémat oldottunk meg
Grobner-bazis szamolas segitségével.

A Hilbert-fiiggvény

Bevezetiink egy igen fontos fogalmat, amely gyakran hasznélhat6 kombina-
torikai tulajdonsagok algebrai atfogalmazasara.

4.17. Definicié. Ha m nemnegativ egész, jelolje F [x]_ = az IF feletti legfel-
jebb m-edfoku polinomok vektorterét. Hasonléan, egy I < F[x] ideal esetén
I<,, = INF[x].,, az elobbi vektortér azon altere, amely az I-beli legfeljebb
m-edfokt polinomokbol all.

Az F [x| /I algebra Hilbert-fiigguénye

H(m) = dimg (F x|, [1<p) -

Most megadjuk a 2.17 tétel egy altalanositasat fok-kompatibilis rendezé-
sekre.

4.18. Allitas. Legyen < tetszdleges fok-kompatibilis rendezés (példdul deglex,
vagy degrevlex). Ekkor a legfeljebb m-edfoki standard monomok I<,, szerinti
mellékosztdlyai linedris bazisdt alkotjdk az F[x]_,, /1<y vektortérnek
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Bizonyitas: Miutan a standard monomok modulo I linearisan fiiggetlenek
és I, C I, ezért modulo I<,, is azok. Azt kell még megmutatnunk, hogy
generaljak is a legfeljebb m foku polinomokat modulo I<,,.

Legyen f € F[x] legfeljebb m foku és legyen f az f egy <-hez tartozo
Grobner-bazis szerinti redukaltja. Vegyiik észre, hogy a redukalés soran csak
legfeljebb m fokt polinomokat hasznalhatunk, hiszen a fok-kompatibilitds mi-
att a nagyobb foku polinomok fétagjai nagyobbak volnanak, mint Im (f). Igy
f és f— f szintén legfeljebb m foki, utébbibol adodik f— f € I<,,. Elegends
ezért f polinomot elGallitani legfeljebb m foka standard monomok lineéris
kombinaciojaként. De miutan f monomjai redukaltak egy Groébner-bazisra
nézve, ezért f standard monomok linearis kombinaciéja, a fokszamkorlat mi-
att pedig ezek legfeljebb m fokuak. O]

4.19. Kovetkezmény. Ha < egy fok-kompatibilis rendezés, I egy idedl, akkor
H(m) éppen a legfeljebb m-edfoki, <-re nézve standard monomok szdma.

Ha I nulla dimenzids, akkor van olyan mg, hogy m > mg-ra H(m) =
|Sm (I)|, tehdt nem fiigg m-tél.

Bizonyitas: Az elsé allitas vilagos a 4.18 allitasbol. A masodikhoz emlékez-
ziink vissza, hogy I nulla dimenziés voltanak egy ekvivalens megfogalmazésa
az volt, hogy Sm (I) véges, igy my valaszthato a legmagasabb foku standard
monom fokanak. O

Lattuk, hogy egy konkrét ideal Hilbert-fiiggvények kiszamitasdhoz nem
kell mast tenniink, mint meghatérozni valamely fok-kompatibilis rendezés-
re vonatkozd Grobner-bézist. Most megnézziik, hogy ennek mi koze van a
kombinatorikahoz.

4.20. Definicié. Legyen F C 2I" egy halmazrendszer (avagy halmazcsaldd),
azaz az [n| halmaz bizonyos részhalmazaibol allé halmaz. Az F csaldd idedlja
I(VE), ahol Vr = {vp : F € F} és vp pedig I' karakterisztikus vektora,
tehat az i-edik koordinataja 1, ha ¢ € F' és 0 kiilonben. Miutan e jegyzetben
nincs sziikségilink algebrak Hilbert-fiiggvényére teljes altalanossagban, ezért
nem okoz keveredést, hogy F[x] /I(Vr) Hilbert-fliggvényét ezentil réviden
F Hilbert-fiiggvényének fogjuk nevezni.

Megjegyezziik, hogy a definicié elég altalanos, példaul grafok is kezel-
hetGek vele. Egy s pontu grafot kédolhatunk egy (;) dimenzios 0-1 vek-
torral: minden pontparhoz egy koordinatat rendeliink, amelynek értéke 0
vagy 1, attol fiiggéen, hogy az adott grafban van-e él a két pont kozott. A
Vo halmazrendszer ilyen alkalmazéasokban valamilyen kozos tulajdonsaggal
(k-szinezhetd, k-Osszefliggd) rendelkezs Gsszes s pontu grafok vektorainak
halmaza.
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4.21. Definicié. Ha G C [n|, akkor legyen z¢ = [] x;. Vilagos, hogy
e

tetszbleges négyzetmentes monom valamely G C [n| halmazra zg alaka,

tovabba hogy degzq = |G].

4.22. Definicié. Két F,G C 2" halmazrendszer I(F,G) tartalmazdsi mt-
riza egy |F|x |G| mértetd matrix, amely sorai F, oszlopai G elemeivel vannak
indexelve. Az (F, G)-hez tartozo érték a matrixban 1, ha G C F, 0 kiilénben.

4.23. Tétel. Jeldlje az [n] dsszes legfeljebb m elemi részhalmazdbol dllé hal-
mazcsalddot (L’;L) Ekkor F halmazrendszer Hilbert-fligguénye

H(m) = rangg <]—“, (S["T]n) > .

Bizonyitas: Miutan minden i € [n] esetén x7 — x; € I, ezért I standard
monomjai négyzetmentesek.

Tekintsiik az Osszes legfeljebb m fokd négyzetmentes monomot. A 4.18
allitas miatt ezek koziil a modulo I(Vr) linedrisan fiiggetlenek maximalis
szama épp egyenld a legfeljebb m-edfoki standard monomok szamaval, ami
a 4.19 kovetkezmény szerint éppen H(m). Tehét

H(m) = rang {xw +I(VE) @ degx™ <m és x™ négyzetmentes}
=rangg {z¢ + I(Vg) : |G| <m}, (5)

ahol a halmaz rangjan a linearisan fiiggetlenek maximalis szaméat értjiik.
Lattuk, hogy F[x] /I(Vr) izomorf a Vr-en értelmezett fiigvények vek-

torterével. Maéasképpen, izomorf az F|]:| oszlopvektorok terével, ahol f(x)
fiiggvénynek az az f vektor felel meg, amely F' € F-fel indexelt koordinéataja
f(vg). Ezen izomorfizmus mentén atirva (5) egyenléséget, kapjuk, hogy

<m

() = rang { et - G € (1)}

Végiil vegyiik észre, hogy z¢(vr) pontosan akkor 1, ha G C F és 0 kiilonben.
Ezek szerint (v¢(Vr)) e 7 éppen a tartalmazasi métrix G € (L’;‘L) -hez tartozo
oszlopa. - O

Egy extremalis halmazelméleti eredmény

A kombinatorikai alkalmazasok lezarasaként bemutajuk Hegediis Gabor, Ro-
nyai Lajos és e sorok ifrojanak egy 2006-os eredményét. A bizonyitas egy
részét kihagyjuk, a részletek megtalalhatoak [15] cikkben.
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4.24. Definicid. Legyen L C {0, ...,q—1} halmaz és F egy halmazrendszer.
Azt mondjuk, hogy F modulo q L-kerild, ha F € F és f € L-b6l kivetkezik,
hogy [F[ # f (mod g).

Ha pedig az teljesiil, hogy barmely két kiilonbozé Fi, Fy, € F esetén
|FiNFy] = f (mod q) fennall valamely f € L-re, akkor F-et modulo q L-
metszonek nevezziik.

4.25. Definicié. Egy L C {0,...,q¢ — 1} halmaz modulo q intervallum, ha
L vagy egész szamok intervalluma, vagy olyan Ly, Ly C {0,...,q — 1} inter-
vallumok uni6ja, amelyekre teljesiil, hogy 0 € Ly és ¢ — 1 € Ls.

4.26. Tétel (Heged(is, Ronyai, Felszeghy; 2006). Legyen q egy primhat-
vany, L modulo q intervallum és F C 2" eqy modulo q L-keriils, L-metszd
halmazcsaldd. Ha |L| <n —q+ 2, akkor

|| < qi (Z)

k=|L|
A tétel bizonyitasdhoz elébb be kell vezetni egy Gjabb halmazrendszert.

4.27. Definici6é. Legyenek q, d és { egész szamok, amelyekre teljesiil 1 <
{ < q. Ekkor a modulo q teljes {-széles csaldd:

G={GCn]: dg€Zhogyd<g<d+/{és |G|=g (modgq)}.

Mas szoval G az [n] minden olyan részhalmazat tartalmazza, amely elem-
szama modulo ¢ beleesik a [d,d 4+ ¢ — 1] (¢ hosszi) intervallumba. Az ¢ és
q paraméterekre vonatkozoé fenti feltételek éppen annyit mondanak, hogy ha
|G| = d+ ¢ (mod q), akkor G ¢ G (azaz G valoban (-széles).

A kovetkez§ tétel a 4.26 tétel bizonyitasdnak az alapja. Csak véazoljuk,
hogy hogyan juthatunk el ehhez az eredményhez, a részletes igazolas hossza-
dalmas volna.

4.28. Tétel. Legyen p primszam, F, a p elemi test, q pedig p-hatvdny.
Jelolje H(m) a modulo q teljes (-széles G csaldd Hilbert-fiigguényét. Ha

0<m< ””, akkor
-1
0( —m—k)
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A bizonyitas vazlata a kovetkezs.

A lex jaték modszerrel” (lasd [16]) meg lehet hatdrozni az I(V) ideal le-
xikografikus standard monomjait. Ezek utan maga a lexikografikus Grobner-
béazis is megkonstrualhat6: minden minimalis f6taggal mutatunk egy-egy po-
linomot az idealban. Kideriil, hogy ezen polinomok f&tagjai a lex és a deglex
rendezésre nézve is ugyanazok. Ebbdl viszont kovetkezik, hogy 6k egyben
egy deglex Grobner-bazist is alkotnak, és a lex és deglex standard monomok
ugyanazok. Ez azért jo hir, mert a legfeljebb m foka deglex standard mo-
nomok Osszeszamoléaséaval megkapjuk H(m) pontos értékét. A 4.28 tételben
szerepld felsd korlat a pontos formula trivialis becslésével adodik.

A 4.26 tétel bizonyitasahoz fel fogjuk hasznalni az aldbbi lemmaét.

4.29. Lemma. Ha f egész és q a p prim egy hatvanya, akkor

(f—l):{O (mod p), ha f #0 (mod q)
g—1) |1 (modp), ha f=0 (mod q).

Bizonyitas: Egy erdsebb allitast fogunk belatni, azt hogy amennyiben f =
f' (mod q) és 0 < s < q tetszbleges egész, akkor (J;) = (J;) (mod p).

Utoébbihoz elég megmutatni, hogy (qu“f )= (f: ) (mod p). Ez pedig fennall,
miutan

()50 ()=() wn

ahol kihasznaltuk, hogy (;1) =0 (mod p),ha0 < j<gq.
Az eredeti allitas igazoldsahoz tehat feltehetjiik, hogy 0 < f < ¢ —1, igy
nyilvanval6 az egyenl@ség. [l

A 4.26 tétel bizonyitasa: Legyen ¢ = ¢ — |L|. Ha L egészekbdl allo
intervallum, akkor legyen d = max L + 1, méaskiilonben — amikor L az Ly, Lo
intervallumok unidja, de maga nem intervallum — akkor legyen d = max L +
1, feltéve, hogy 0 € L;. Jelolje G az ezen d paraméterrel definidlt modulo ¢
teljes (-széles halmazrendszert. A definiciokbol jol latszik, hogy F C G.

Minden F € F halmazra definialjuk az fr(x) € Q[x] polinomot a kivet-
kez6 modon:

5 vp—k—1
fr(x) = Z (X V;_ ) ) redukaltja x? — x; polinomokkal,
i

n
ahol x - v = ) x;v; a vektorok szokasos skalaris szorzata.
Jj=1
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Azt allitjuk, hogy fr € Z[x]. Miutan redukaltunk az ij — x; polino-
mokkal, igy fF(X) négyzetmentes, ezért frhato fr = > agze valamilyen
GCln]
ag € Q egyiitthatokkal. Ha fp ¢ 7[x]|, akkor legyen G a tartalmazésra nézve
minimalis olyan halmaz, amelyre ag ¢ Z. Vilagos, hogy a redukcio a:? —x;
polinomokkal nem valtoztatja meg az eredeti polinom 0-1 vektorokon vett
helyettesitési értekét, ezért fr(ve) egész szam. De masrészt 2 (ve) ponto-
san akkor 1, ha &/ C G és 0 kiilonben. Ezért fr(ve) = 3 ag + ag. A
G'CG
G minimalitasa miatt ag egész, ha G' C G, igy az el6bbi eé;yenlé’ségbé’l az
kovetkezik, hogy ag-nek is egésznek kellene lennie. Tehat valoban fr € Z[x].
Vegyiink egy F’ € F halmazt. Ekkor

. S (IFNF—k—1
ftve) =3 (IS, )
E

Ha F' # F, akkor, miutan F modulo ¢ L-metsz6, ezért [F'NF| —k # 0
(mod ¢), ha k & L.

Legyen p prim, amelynek ¢ hatvanya. A 4.29 lemmaét alkalmazva kapjuk,
hogy ha F’ # F, akkor a (6) egyenlet jobb oldalan minden tag 0 modulo
p. Ha viszont F' = F, akkor miutan F modulo ¢ L-keriils, ezért pontosan
egy modulo p nemnulla tag szepepel a jobb oldalon, ez a tag pedig modulo
p éppen 1.

Jelolje F, a p elemd testet és fp azt az F, [x]|-beli polinomot, amelyet
fr (egész) egyiitthatoinak modulo p redukcidjaval kapunk. A fenti érvelés

szerint tehat
0 ha F # F'

fF(VF’) = {1 ha F = F'.

Miutan fF foka legfeljebb g—1, ezért ugyanezt elmondhatjuk fz polinom-
rol is. Ezt a korabbi jeloléseinkkel ugy irhatjuk, hogy fr € F (x|, ;. Azt
allitjuk, hogy fr polinomok f képei az F, x|y 1 /1(G)<q—1-1e képezs ter-
mészetes faktorleképezésnél linedrisan fliggetlenek I, felett. Tegytik ugyanis
fel, hogy

Z apfp=0 (7)
reF

valamely ap € F, egyiitthatokra. T6bbszor hasznaltuk, hogy F, [x] /I(G)
elemei tekinthet&ek Vg halmazon értelmezett fiiggvényeknek. Specialisan
a (7) egyenldség akkor is fennall, ha behelyettesitjik vy pontot valamely
F € F C G halmazra. Innen azonnal kdvetkezik oo = O.
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Végiil annyit kell észrevenniink, hogy az f polinomok szaménak a line-
aris fliggetlenség miatt felss korlatja F) [x]., /1(G)<q—1 dimenzibja, tehét

L=
|
[
~—
IA

11 < dim (Fy (X, y /1(G)<41) = H
iz(q—lfiq—k’) - qz (Z)

a modulo ¢ (-széles csalad Hilbert-fiiggvényérsl szolo 4.28 tétel miatt. (Je-
gyezziikk még meg, hogy |L| < n — ¢ + 2 egyenl6tlenségbdl kovetkezik a tétel
g—1< ”T” feltétele.) O
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