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ELOSZO

A logika 6srégi tudomadny, torténete az Okorig vezethetd vissza. A logikét sokdig a
filozofia részének tekintették, e vonatkozdsban csak a 19. szdzad végén tortént jelentds
fordulat, amikor is megtortént a logika egy jelentds szeletének (elsérendd logikanak)
a matematizaldsa, és ezzel egy Uj tudomanydg jott 1étre, a matematikai logika. A
20. szazad elején a matematika megalapozdsdban bekovetkezett jelentSs eldrelépés
(melyre réviden, mint a ,,matematika forradalmara” szokds utalni) elsésorban a ma-
tematika ezen uj dgdhoz kothets, s6t az 4j tudomany a szazad egész matematika-
jara nagy hatassal volt. A bevezetésben a parhuzamossdgi axiéma problémajanak
vazoldsan keresztiil attekintést adunk a matematikai logika legfontosabb fogalmairdl,
valamint torténetérdl.

A 20. szazad utolsé évtizedeiben jelentSs fordulat kovetkezett be a matematikai
logika szerepét illetben. A szdmitdstudomany megjelenésével a logika egy tjabb ré-
tege keriilt el6térbe: gyakorlati alkalmazhatosdga. A matematikai logika, 1étrejottétd]
fogva, alapvetd szerepet jatszott a matematika megalapozdsanal é€s a matematika fi-
lozéfiai problémdinak megvildgitdsdndl, de a szdzad végén egyszeriben alkalmazott
tudomannya is valt, s6t rendkiviil széleskord informatikai alkalmazhatésdga miatt
fokozatosan az elméleti szamitdstudomany egyfajta ,,dltaldnos nyelve” lett. Az ,,infor-
matika forradalméval” Osszefiiggésben szamos mddszere és fogalma keriilt az alkal-
mazok figyelmének kdzéppontjiba, ilyenek példiul a szintaktika, szemantika, modell,
kiszdmithat6sdg, bizonyitds stb. fogalmak. A matematikai logika ma mér szerves része
a kovetkez6 tudomanyteriileteknek: mesterséges intelligencia (példaul kisérletek terve-
zése), programozdselmélet (példaul gépi bizonyitdsok, programspecifikacid, program-
verifikacid, logikai programozas), adatbdzis-elmélet (példaul deduktiv adatbdzisok),
matematikai nyelvészet (példaul formalis nyelvek), elméleti fizika (kvantumlogika, re-
lativitaselmélet). Ezzel parhuzamosan egy masik tendencia is megfigyelhetd, az, hogy
a matematikai logika médszerei egyre nagyobb teret nyernek a matematikan beliil
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is, példaul a kovetkezd teriileteken: nemstandard analizis, algebrai logika, algoritmu-
selmélet (kiszdmithatdsagelmélet), halmazelmélet stb. (ez utébbi tendencidrdl ad képet
a konyv 6. fejezete).

A matematikai logika szerepének valtozdsat az oktatds nehézkesen koveti, ennek
jele, hogy sok esetben tobb évtizede kiadott tankonyveket haszndlunk. Bér e tankdny-
vek keletkezésiikkor igen korszeriiek voltak, azonban azéta szdmos Uj fejezet jelent
meg a logikdban, a tobbi fejezetet illeten a hangsilyok pedig eltolddtak. Jelen konyv
megirdsdhoz az alapot a Budapesti Miiszaki Egyetem miiszaki informatika, valamint
matematikus szakdn évek 6ta folyamatosan tartott matematikai logika eldaddsaim ad-
tdk. Meggy6z6dhettem arrdl, hogy az informatikusoknak, matematikusoknak, mérno-
koknek, nyelvészeknek, egyéb alkalmazdknak igényiik van magyar nyelvi, bevezetd
jellegti, az alkalmazdsokat is szem el6tt tartd korszer(i egyetemi tankonyvre a témabdl,
ennek megvaldsitasara tesz kisérletet e munka.

Jelen konyv terjedelmét a téma sokrétlisége mellett az is behatarolta, hogy toreked-
tem arra, hogy a konyv egy heti négy 6rds szemeszter anyagit tartalmazza, variacids
lehetGségekkel. Hangsulyt helyeztem arra, hogy a konyv bdséges feladatanyagot
tartalmazzon. Egyrészt majdnem minden témakornél szdmos megoldott mintapélda
szerepel, édltaldban az egyes részek végén, Osszegydjtve. Mdsrészt a konyv végén
(,,Feladatok™) egy kisebb példatarat taldlunk, amelyben szinte minden témakorhoz
szerepelnek gyakorl6 feladatok. A konyv feldolgozadsakor célszeri e feladatok koziil
szamosat megoldani. A tankonyv olvasisidhoz elGismeretként csupédn a halmazelmélet
alapfogalmainak ismeretét (példaul halmazmiveletek, szdmossdgok stb.) és egy be-
vezetd algebraeldadds anyagénak ismeretét feltételezem (szdmfogalom, csoport, test
stb.). Kivétel a 6. fejezet, ahol helyenként sziikség van bizonyos egyéb alapfogalmak
ismeretére is (példdul a bonyolultsdgelméleti alfejezetnél).

Jelen tankonyv csak elméleti alapokat nyijt a kiilonféle alkalmazasokhoz, de
magat az alkalmazdsokat mar nem targyalhatja, ez egy masik konyvnek lehet a fela-
data. Van néhdny olyan lényeges elméleti témakor, amelyek részletezésére terjedelmi
okokbol nem keriilt sor, ezek els6sorban azok a témakorok, amelyek mds diszciplinadk-
nak is alapjai és az Olvas6 egyéb tanulményaiban is szerezhet (vagy mdr szerzett) bizo-
nyos jartassdgot e teriileteken, ilyenek példaul a nyelv vagy a kiszdmithatosdgelmélet.
Szintén terjedelmi okokbdl nem bdvithettem az 5. ,, Klasszikus logikdk, moddlis logika”
fejezetet, noha e fejezet a matematikai logika egy fontos és dinamikusan fejl6d6 dgat
jelzi. Nem targyaltam kiilon-kiilon az allitaslogikat és az elsérendd logikét, mint az
szdmos bevezetd jellegli konyvnél szokdsos, mert egyetlen szemeszter dltaldban nem
elegendd mindkét logika érdembeli tdrgyaldsara.

z 2

E konyv feldolgozdsanak médja fiigghet attdl, hogy a késdbbi alkalmazasok koziil
melyeket részesiti az Olvasé elényben. Azonban minden esetben feldolgozasra ajan-
lom a konyv torzsét adoé kovetkezd fejezeteket: 1. és 2. fejezetek, tovabba a 3.1, 3.2,
3.4, 4.1 alfejezetek. Az 1. fejezetet els6 olvasdsnal talan elegendd atlapozni, és késobb,
a benne szerepld fogalmak felhasznéldsaindl visszatérni e fogalmakra. E fejezetre
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ugyan minden kés6bbi fejezet tdimaszkodik, de a sok 4j fogalom miatt olvasdsa kissé
faraszt6. Az is célja lehet egy logikakurzusnak, hogy a bizonyitdselmélet minél hama-
rabb keriiljon feldolgozédsra. Ez esetben kozvetleniil a 2.1 és 2.2 alfejezetek olvasasa
utdn ajdnlom a 3.1 és 3.2 alfejezetek feldolgozasat.

Koszonet illeti tandraimat, Ruzsa Imrét és Makkai Mihdlyt, munkatarsaimat, And-
réka Hajnalt és Németi Istvdant azért, hogy a konyv létrejohetett. Koszonom a konyv
lektorainak, Sdgi Gdbornak és Szots Miklosnak lelkiismeretes munkajukat és szdmos
otletiiket, amelyeket e konyvbe beépitettem. Koszonom a szerkesztd, Halmos Mdria
alapos munkdjat és hasznos tandcsait. Koszonet illeti hallgatéimat is a Budapesti
Miiszaki Egyetem matematikus, valamint miiszaki informatika szakan szdmos hasznos
észrevételiikért.

A konyvvel kapcsolatos barmilyen észrevételt a ferenczi@math.bme.hu e-mail
cimen 6rommel fogadok.

A SZERZO

ELOSZO AZ ATDOLGOZOTT KIADASHOZ

Tobb, mint tiz év telt el jelen kotet elsd kiaddsanak megjelenése 6ta. Azdta sza-
mos, a kotettel kapcsolatos észrevétel gyfilt 6ssze. A mostani dtdolgozas beépiti ezeket
az észrevételeket a kotetbe. A meglévd fejezetek koziil tartalmilag, jelentésebben csak
a 6. fejezet, ,,A logika és a matematika egyéb teriiletei” véltozott. Egy uj alfeje-
zettel is gazdagodott a konyv, a lambda kalkulust targyal6 3.6 fejezettel. Id6kozben
megjelent a jelen kotet folytatdsdnak tekinthetd angol nyelvid e-konyv is a Typotex
kiad6é gondozdsiban: Ferenczi, M., Sz6ts, M., Mathematical Logic for Applications,
2011 (tankonyvtar.ttk.bme.hu/pdf/22.pdf). Ez a konyv egyrészt, az altaldnos logika
elmélet keretében, absztraktabban targyal szamos a jelen kotetben bevezetett fogalmat,
maésrészt, az alkalmazdsokat nemcsak el6késziti, hanem részletezi is. A konyv MSc,
vagy PhD hallgatéknak ajdnlott. Vdrom az olvasé szives észrevételeit mindkét kotetre
vonatkozdan.

A SZERZO






BEVEZETES

1. A matematika logikai alapjairol (a geometria
alapjairol és a parhuzamossagi axiomarol)

o Néhdny matematikai paradoxon. A geometria megalapozdsdnak problémdja, a
parhuzamossdgi axiéma problémadja igen alkalmas arra, hogy rajta keresztiil el6zetesen
ismertessiik a matematikai logika néhany fontos fogalmat és alapkérdését. El&szor
felsorolunk a metematika kiilonboz6 teriileteirél néhany olyan paradoxont, amelyekben
kozos, hogy feldolgozdsukhoz kézenfekvd a matematikai logikai megkozelités.

(i) A valés szamok kozé elhelyezhetSk ugy tovabbi szdmok, hogy a bovités
meg6rzi a valds szamok legfontosabb tulajdonsdgait (miikodik a ,,permanen-
ciaelv”), és a bovités tartalmaz végtelen kicsiny mennyiségeket (tehat infinite-
zimalisokat), azaz példaul olyan pozitiv szdmokat, amelyek barmely szok4sos
pozitiv valés szdmndl kisebbek (Robinson).

(i) Tekintsiik az Osszes halmazok halmazat, jelolje ezt H. Ismert Osszefiiggés,
hogy barmely halmaz szdmossdga kisebb hatvidnyhalmaza szdmossdganal,
azaz specidlisan H-ra |H| < {2H ‘ Masrészt H definicidja miatt, H tartalmaz-

za sajéat hatvanyhalmazat, tehat 2H C H, ezért }ZH } < |H|. E két, szdmossa-
gokra vonatkoz6 egyenl&tlenség ellentmond egymdsnak (Russell).

(iii)) A matematika minden ,.elég er6s” axiomatikus elméletében (példaul a hal-
mazelméletben, az aritmetikdban) van olyan 4llitds, hogy sem 0, sem a taga-
ddsa nem bizonyithaté (Godel).

(iv) Valaki azt mondja: ,En most hazudok”. Igazat nem mondhat, mert akkor
ellentmonddsba keriilne dnmagdval. Ha viszont hazudik, akkor allitdsa nem
igaz, vagyis igazat mond, szemben a feltevéssel. Tehat mindkét esetben el-
lentmonddshoz jutunk (,.hazug-paradoxon”).
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(v) Barmely egyeneshez és rajta kiviil fekvé ponthoz végtelen sok olyan egye-
nes létezik a sikon, amelyik dtmegy az adott ponton és az adott egyenessel
pérhuzamos, azaz nincs vele kdzos pontja (parhuzamossédgi axiéma tagaddsa).

A konyv olvasdsa sordn érintjiik e paradoxonokat, igy (i)-et a 6.3 részben, (ii)-t (és
részben (iv)-et) a 6.4 részben, (iii)-at a 3.4 részben. Az (v) paradoxont, a pairhuzamos-
sdgi axioma tagaddsdnak problémdjat kiséreljiik meg itt, a bevezetésben megvildgitani.

e A pdrhuzamossdgi axioma torténetérol. Az Skorban a logika és a matematika
tudomdnya igen magas fejlettségi szintre jutott. Ennek egyik bizonyitéka, hogy axio-
matikus felépités sziiletett a geometridra, amely felépités Eukleidészt6l maradt rank.
Axiomatikus felépitésen azt értették, hogy bizonyos axidmdakbdl tételeket vezettek le
,logikai” uton. Az allitdsok megfogalmazdsdhoz a természetes nyelvet hasznaltik, te-
hat itt nem hasznéltak ,,formalizalast”, a megfogalmazas ezért nem nélkiilozte a nyelvi
esetlegességeket. Eukleidész nem foglalkozott azon kovetkeztetési mechanizmussal
sem, amelyet a levezetéseknél automatikusan hasznalt, tehat a kovetkeztetéseket nem
egy rogzitett ,,bizonyitasi rendszer” keretében végezte. Néhany példa euklideszi axi6-
makra:

,Minden pontb6l minden ponton 4t lehet egyenest hiizni.”

,Minden kozéppontbdl é€s minden sugarral lehet kort rajzolni.”

»Ha két egyenest Gigy metsz egy harmadik egyenes, hogy a metsz8 egyenes egyik
oldalan keletkez$ belsé szogek Osszege kisebb két derékszognél, akkor az elsd két
egyenes metszi egymast.”

Ez utébbi a hires pdrhuzamossdgi axioma, amelyrdl megmutathatd, hogy ekvivalens a
kovetkezével: ,,.Barmely egyeneshez, barmely rajta kiviil fekvé ponton &t legfeljebb
egy olyan egyenes fektethetd6 a sikon, amelynek az adott egyenessel nincs kozos
pontja.”

A péarhuzamossagi axidémdra mar az 6korban felfigyeltek, és egészen a 20. sza-
zad elejéig izgalmas témdja volt a kutatdsoknak. Ugy gondoltik, hogy osszetettebb
allitast tartalmaz, mint a tobbi axiéma, és ezért taldn igazolhat6 a tobbibsl. Azonban
sem a direkt, sem az indirekt bizonyitasi prébalkozasok nem vezettek eredményre. A
19. szdzadban Bolyai, Gauss és Lobacsevszkij egymadstol fiiggetleniil jutottak arra az
eredményre, hogy az axiéma ,.fliggetlen” a tobbi axiéméitdl, tehdt sem az axidéma, sem
a tagaddsa nem vezethet$ le a tobbi axiomabdl. Felépitettek egy olyan geometridt, a
hiperbolikus geometriit, amelyben a pAirhuzamossagi axioma fagaddsa, azaz egy szem-

Iélettel Osszeegyeztethetetlennek tling allitas helyettesiti a pAirhuzamossagi axiomat. A
parhuzamosségi axioma torténetére a szakasz végén még visszatériink.

e A geometria logikai megalapozdsa, bizonyitdselméleti alapja és a pdrhuzamos-
sdagi axioma. A geometria modern megalapozdsa HilberttSl szarmazik. El6szor szaba-
tosan djrafogalmazta az euklideszi geometria axiémdit, és kisérletet tett az axidémdak
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ellentmonddstalansdgdnak bizonyitdsira, azaz annak igazoldsira, hogy nem vezethetd
le az axiémakbdl egyidejtileg valamely 4llitds és tagaddsa egyszerre.

Késébb ennél 1ényegesen tovabbment, egy olyan dltaldnos formaélis logikai rendszert
hasznélt (Hilbert-féle kalkulus az elsérendii logikdra), amely az ,,axiomatikus médszer”
matematizalasdnak tekinthetd. Bevezetett egy formalis nyelvet, amelyen az axidmdk
és egyéb allitasok ,,formalizalhatok™, tovabba definidlt megengedett logikai kovetkez-
tetési szabdlyokat és logikai alapigazsdgokat (logikai axidémdkat), azaz definidlt egy
bizonyitdsi rendszert.

A geometria ,,formalis nyelve” ,,abc”-jének példaul a kdvetkez6 tekinthetd. Felve-
sziink olyan jeleket, amelyek a logikai appardtus miatt sziikségesek, ezek: -, A, V,
—, <>, 3, V és =, valamint felvesziink valtozokat: xi, xp, ... Felvesziink olyan tgy-
nevezett alapjeleket (nemlogikai jeleket), amelyek mar specidlisan a geometriai
allitdsok megfogalmazasihoz sziikségesek, ilyenek példaul: P, E, S, I stb. rendre
1, 1, 1, 2 stb. véltozoés elére rogzitendd relacidjelek, melyekkel rendre a ,,pont”,
wegyenes”, ,sik”, ,illeszkedik™, stb. konkrét geometriai reldciok asszocidlhatok.
Az ,,abc” megaddsa utdn definidlhat6 az, hogy melyek az ,,abc”-bdl készithetd
értelmes jelsorozatok (azaz formuldk), tehat definidlhaté a nyelv szintaktikdja.
Az igy definidlt nyelv mar alkalmas arra, hogy segitségével megfogalmazzuk a
geometria allitdsait, azaz ,,formalizaljuk™ &ket.

Példaképpen felsorolunk néhany formalizalt Hilbert-féle axiémat:

VxVy(Px A\Py—3z(EzANIxzAlyz)), (1)
dx 3y dz Ju(Px APy APz APuN—3v(SvAIxv AIyv Alzv Aluv)), 2)
Yu¥v(Eu APy A—=Tuv AGw (EwAIvw ADuw)—Vs(EsAIvs ADus—w=s)), (3)

ahol (3)-ban a Dxy a kovetkezd formulat roviditi: -3¢ (Pt A Itx A Ity) (diszjunkt-
sdg). A fenti formuldk ,,szdndékolt jelentései” rendre: ,,Barmely két ponton 4t
fektethetd egyenes”, ,,Van négy nem egy sikban fekvd pont” és ,,.Barmely egyenes-
hez, barmely rajta kiviil fekvé ponton at legfeljebb egy olyan egyenes fektethetd,
amelynek az adott egyenessel nincs kdzos pontja”.

Hangsulyozzuk, hogy egy formdlis nyelvben sem az ,,abc” jeleinek, sem a formuldknak
nincs jelentésiik (noha asszocidlhatunk hozzdjuk jelentést), tehat példdul értelmetlen
arrdl beszélni, hogy egy axiéma 6nmagaban helyes-e vagy sem. A (3) allitast illetGen
pedig logikailag 3 eset lehetséges: (i) a (3) formulét bizonyitani tudjuk a tobbi axi6-
mabdl, (ii) a formula tagadasat tudjuk bizonyitani, (iii) egyiket sem tudjuk bizonyitani
(ez a fiiggetlenség esete). Tehat pusztin logikai kérdés az, hogy (3) fiiggetlen-e a tobbi
axiomatol, és a kérdésnek nincs koze a szemlélethez.

A formélis nyelv és a bizonyitasi rendszerek fogalmat megkozelithetjiik a szé-
mitégépek oldalardl is. A formalizdlds lehetévé teszi azt, hogy akar szdmitogépre
programozzuk az axiémakat és a geometria formdlis nyelvén megfogalmazhaté egyéb
allitdsokat. S6t, maganak a bizonyitdsi rendszernek, példaul a kovetkeztetési szaba-
lyoknak és a logikai axiémdknak a programozdsa utdn képes a szamitégép az axio-
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makbdl tételeket szabadon generdlni. Arra is képes a gép, hogy ismert tételekre vagy
barmilyen geometriai allitdsra (vagy tagaddsara) bizonyitdst probéljon keresni. Mindez
Hilbert képzeletét is megmozgatta, bar szamitégépben természetesen nem, csak gépies
eljardsban gondolkozhatott. Azonban az, hogy a gép tetszdleges geometriai dllitdst
eldontson abban az értelemben, hogy megallapitsa, kovetkezménye-e az axidémaknak,
vagy sem, fiigg attél, hogy milyen ,,erés” axiémarendszert valasztunk. A Hilbert-féle
geometriai axidomak sordn még erre a dontésre is képes egy ,,idedlis” gép. De mint latni
fogjuk, ha egy olyan axiémarendszert vélasztunk, amelyben a természetes szamok és
szokdsos tulajdonsagaik is ,,modellezhet6k” (a matematikdban a legtébb axiémarend-
szer ilyen), akkor mér dltaldban nem képes dontésre a gép.

e A geometria szemantikai megalapozdsa, a modellmédszer és a pdrhuzamossdgi
axioma. Még nyitva hagytuk a kérdést, hogy kicserélhet6-e a pdrhuzamossigi axiéma
a tagadasaval ugy, hogy ellentmondastalan rendszert kapjunk, tehat fiiggetlen-e (3) a
tobbi axiématol. E kérdés megvalaszoldsahoz forditsuk figyelmiinket a formalis nyelv
jeleinek és formuldinak lehetséges ,.értelmezéseire”, azaz a logikai szemantikdra.

A formdlis nyelv alapjeleinek ,, értelmezésén” (interpretdcidjdn) egy konkrét hal-
mazon (alaphalmazon) rendre hozzajuk rendelt konkrét reldciokat értiink. A logikai
jelek értelmezése pedig egységesen, a ,.,természetes” halmazelméleti forditassal torténik
(a V-t az unidval, az A-t a metszettel értelmezziik, stb.).

Példdul a geometridhoz bevezetett alapjelek ,,szdndékolt értelmezése” (szédndé-

kolt interpretdcidja) a kovetkez6: Az alaphalmaz legyen a tér részhalmazainak

A Osszessége, a P, E, S és I reldci6jelek interpreticiéi pedig legyenek rendre

a ,pont”, ,egyenes’, ,sik” tulajdonsdgok A-n és az ,illeszkedik” relaci6. Az

alapjelek ezen értelmezéseire mar a nyelv formuldi is ,.értelmet nyernek”. igy az

axiomak is értelmezhetdk, és a szemlélet alapjan elfogadjuk, hogy az axiémdk
igazak az ,euklideszi térben”. Azt mondjuk, hogy egy konkrét, az axiomdkat
kielégit6 értelmezés az axidmarendszer egy modellje.

Latni fogjuk, hogy abbdl, hogy egy axidmarendszernek egydltalan van modellje, mér
levonhat6 az a kovetkeztetés, hogy az axidémarendszer ,.ellentmonddstalan” (feltéve,
hogy a halmazelmélet ellentmonddastalan, hiszen maga az alaphalmaz is 4ltalaban egy
végtelen halmaz). Hiszen ha ellentmondasos lenne, akkor az ellentmondds a konkrét
modellen is ,,jelentkezne”.

Megallapitottuk fent, hogy a geometria formalizdldsdndl még elvonatkoztatunk az
alapfogalmak (pont, egyenes, sik, illeszkedik stb.) eredeti jelentését6l. Az axiémdak
mint formuldk tekinthet6k az alapfogalmak egyfajta definici6janak. A szemantikdban
az axiémdkrol feltessziik, hogy 6ket a ,,szdndékolt értelmezések” biztosan kielégitik.
De vajon egyértelmiien definidljdk-e az axiémék az alapfogalmakat? Ertelmezhetjiik-e
(interpretdlhatjuk-e) gy az alapfogalmakat, hogy kielégitsék az axiémadkat, de jelen-
tésiik lényegesen eltérjen a ,,szdndékolt értelmezést61”? Mint azt az aldbbiakban latni
fogjuk, e kérdésre a vélasz ,,igen”. Tekintsiink néhdny példat:
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a) El6szor egy jatékos példat mutatunk. Kiséreljik meg a geometridt a magyar
allampolgéarok Osszességén interpretdlni. Tehdt legyen az alaphalmaz a magyar al-
lampolgérok halmaza. A P (,,pont”), E (,,egyenes”), S (,,sik”) tulajdonsdgok rendre
jelentsék a kovetkezdket: P:= ,valaki 20 évesnél fiatalabb”, E:= ,valaki 20 és 80
kozott van”, S:= ,,valaki 80-nal idésebb”. I pedig jelentse azt, hogy ,,valaki hallott
valakirdl”. Vizsgéljuk meg ezutdn néhdny geometriai axiémadra, hogy teljesiilnek-e
ezen interpretdcidra nézve.

Az (1) axidma jelentése: ,,Barmely két hisz évesnél fiatalabbhoz van olyan 20 és
80 kozotti, hogy mindketten hallottak mér réla.” A (2) axidma jelentése: ,,Van olyan
négy hisz évesnél fiatalabb, hogy nincs olyan 80 évesnél idésebb, akirél mindegyikiik
hallott mar.”

Megallapithatjuk, hogy ezen (1) és (2) axidmak igaznak tekinthetSk az adott in-
terpretdciora. Azonban kozvetve beldthatd, hogy szdmos mds axidémét nem elégit ki
ez az értelmezés: példaul mér olyan egyszerii tények sem igazak, hogy ,.két ponton
at legfeljebb egy egyenes fektethet”, melynek jelentése most az, hogy ,.barmely két
hisz évesnél fiatalabbhoz legfeljebb egy olyan 20 és 80 kozotti van, akir6l mindketten
hallottak”.

E jatékos példabodl érzékelhetjiik, hogy az alapfogalmak értelmezésére nagy a
szabadsagunk, de erds az a kotottség, hogy az axidémadkat kielégitd értelmezéseket kell
vélasztanunk.

A tovabbi példdkban csak sikgeometridra szoritkozunk.

b) Az ,analitikus geometriai” modell. A modell alaphalmaza legyen a valds sza-
mokbdl 4116 szdmpdrok részhalmazainak halmaza. P interpreticidja legyen az ,.egye-
lem{i halmaz” tulajdonsag, E interpreticidja pedig az, hogy a részhalmaz egy linedris
fiiggvény (y =mx + b) grafikonja. Az I relacié interpreticidja legyen a részhalmaz
rel4cid. ,,Analitikus geometriai” tanulményaink alapjin tudjuk, hogy ez az interpre-
tacid kielégiti a geometria axiomait, feltéve, hogy a valds szdmok axidmarendszere
ellentmonddstalan (tehat az euklideszi geometria ellentmondéstalan, ha a valds szimok
axiomarendszere ellentmondastalan).

c) A Cayley—Klein-modell. Tekintsiink a sikon egy rogzitett kortartoményt. A
modell alaphalmaza legyen e kortartomany részhalmazainak Osszessége. P interp-
retici6ja legyen a szokdsos ,,pont”, E interpreticidja legyen a ,hir” tulajdonsdg, I
interpreticidja pedig legyen a szokdsos ,.illeszkedik”. Megmutathatd, hogy e modell
bdvithetd dgy, hogy kielégitse a sikgeometria Osszes axidmdjat, ha a teljes euklide-
szi sik kielégiti a szokdsos axidmakat, de ne elégitse ki a parhuzamossagi axiomat
(Cayley—Klein-modell). A pdrhuzamossigi axiémét e modell nem elégiti ki, hiszen
adott hdrhoz adott ponton 4t sok olyan hir hizhatd, hogy a két hirnak nincs kdzos
pontja.

Jeloljiik X-val a sikgeometridnak a parhuzamossigi axiomatdl megfosztott axio-
marendszerét. Latjuk a fenti példdk alapjan, hogy valéban létezik a nyelv alapjeleinek
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az eredetitdl 1ényegesen kiilonbozd és a Y-beli axiomaékat kielégitd értelmezése, azaz
léteznek a Y-hoz tartozé geometridnak a ,,szandékoltt6]” eltérd, lényegesen kiilonbo-
z8 modelljei. A c) példa alapjdn még a kovetkezd fontos megdllapitasok tehetdk a
sikgeometridra nézve:

(i) Ha a geometria eredeti axiémarendszerében a pdrhuzamossigi axiémaét a taga-
désaval cseréljiik ki, akkor az ellentmondéstalansdg szempontjdbdl az eredeti
rendszerrel egyenértékii rendszert kapunk, hiszen a Cayley—Klein-modell ki-
elégiti ezt az axiémarendszert (feltéve, hogy az euklideszi modell kielégiti az
eredeti axiomarendszert).

(i) A parhuzamossigi axiéma fiiggetlen a tobbi axiématol, azaz >:-t6l, hiszen sem
a padrhuzamossigi axiomat, sem tagaddsat nem tekinthetjiik a >-beli axiémék
»logikai kovetkezményének”, mivel egy axidmarendszernek nem lehet egy
allitas dgy ,logikai kovetkezménye”, hogy az axiomdk fennalldsa esetén az
allitas hol igaz, hol nem (tekintsiik egyrészt a geometria szidndékolt eredeti,
euklideszi modelljét, masrészt a Cayley—Klein-modellt).

Azt a médszert, amikor szemantikai értelmezések segitségével vonunk le bizo-
nyitadselméleti kovetkeztetéseket (példdaul bizonyithatésdggal, ellentmondastalansaggal,
stb. kapcsolatos kovetkeztetéseket), ,,modellmddszernek™ hivjuk. Latni fogjuk, hogy a
fentiek sok tekintetben altaldnosithatok a geometria axiomarendszerérél mas fontos
axiémarendszerekre is.

Tehét az axidmarendszerek, bizonyitasi rendszerek altaldban nem alkalmasak arra,
hogy egyértelmtien definidljdk az alapfogalmakat, és arra sem, hogy megragadjuk
veliik a nyelv dsszes dllitdsdnak ,,igazsagét és hamissagéit” az adott modellen, példaul a
szandékolt modellen (lasd példdul a X axidémarendszert és a parhuzamossagi axiémat).
De alkalmasak az axiémarendszerek arra, hogy segitségiikkel példdul bizonyitdsokat
ellendrizziink, vagy tételeket generdljunk.

Megjegyezziik, hogy a Cayley—Klein-modellen kiviil a sikgeometria axiémdinak
mdés érdekes modelljei is léteznek, ilyen a gombi modell. A sikgeometridt ek-
kor a gomb feliiletén értelmezziik. A ,,pont” és ,.illeszkedik™ jelentése legyen
a ,gombfeliilet pontja” és ,,illeszkedik”, mig az ,.egyenes” jelentése legyen a
,,g2ombi fékor” tulajdonsdg. Nem részletezziik, de megmutathatd, hogy erre az
értelmezésre nézve, X majdnem mindegyik axiémadja teljesiil. Vegyiik észre, hogy
a ,,gombi geometria” egy olyan geometria, ahol adott ,,egyeneshez”, rajta kiviil
fekvd ponton 4t egydltaldn nem lehet parhuzamost fektetni (adott f6korhoz és rajta
kiviil fekv{ feliileti ponthoz nincs olyan a ponton dthaladé gémbi f6kor, amely az
adott fé6kort nem metszi).

Megallapithatjuk tehat, hogy, teljes dltaldnossdgban, adott ,.,egyenes” és rajta
kiviil fekvd ,,pont” esetén logikailag hirom eset lehetséges: az adott egyeneshez
egyetlen a ponton dtmend parhuzamos létezik, végtelen sok parhuzamos létezik,
vagy egyetlen egy sem létezik. Ezek az esetek a fenti példak szerint realizdlhatéak
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is. Ezen eseteknek rendre egy-egy geometria felel meg: az euklideszi, a hiperbo-
likus és az elliptikus geometria.

e A pdrhuzamossdgi axioma problémdjdnak ismeretelméleti hdtterérdl, a matema-
tika és valosdg viszonydrol. Az eddigiekben igyekeztiink tisztdzni a parhuzamossagi
axiéma ,,logikai statusat”, fiiggetlenségét a tobbi axidmatdl, tehat tisztdzni egy logikai,
matematikai kérdést. Egészen mas jelleg(i probléma az, hogy a fizikai valésdgban vajon
a parhuzamossigi axiéoma vagy pedig a tagaddsa igaz-e? A parhuzamossigi axiéma
tikkrozi-e a valdsdgot, és ,,valdsigtol elrugaszkodottak”-e a nemeuklideszi geometridk?
E kérdés mar nyilvan a valosdg és a matematika viszonydval kapcsolatos, amig példaul
a fiiggetlenség kérdése a matematika belsd kérdése.

Bolyai és Lobacsevszkij munkassdgét kovetéen néhdny évtized milva igazolddott
csak, hogy kozmikus méretekben éppen a nemeuklideszi geometridk alkalmasak arra,
hogy valésaghien leirjdk a teret (relativitdselmélet, tér gorbiiltsége, fénysugar mint
az egyenes modellje stb.). Kideriilt, hogy az euklideszi és a nemeuklideszi geometridk
viszonya hasonld, mint a newtoni és einsteini vildgképek viszonya. Az einsteini elmélet
példaul nem nagy sebességek €s nem nagy tavolsidgok esetén nagyjabdl ugyanazokat
az eredményeket adja, mint a newtoni, mig nagy sebességek és tavolsdgok esetén a két
elmélet 1ényegesen eltérd eredményeket szolgaltat. Hasonldan, ,,foldi méretekben” az
euklideszi geometria j6 kozelitéssel leirja a teret, mig kozmikus méretekben mar nem.

A modern fizika felfedezéseinek az ismeretelmélet, a matematika, a logika, a tu-
doménytorténet és metodoldgia szempontjabdl messzemend tanulsigai vannak. A ma-
tematika eldre feltart olyan logikai lehetOségeket, amelyek az euklideszi geometridval
egyenértékiien konzisztens geometriai elméletekhez, a nemeuklideszi geometridkhoz
vezettek, és ezen elméleteket ki is dolgozta. Sokdig ugy tekintettek a nemeuklideszi
geometridkra mint szép, elvont, de haszontalan elméletekre. Késébb igazoltdk csak a
fizikai kutatdsok, hogy ezen elméletek realizalédnak a fizikai valésdgban, a fizikai fel-
fedezéseket pedig elGsegitették a matematika mar 1étezd idevagd eredményei. Tagabb
értelemben annak az elvnek a miikodésérdl van szd, hogy ha valami logikailag lehetsé-
ges (logikailag ellentmonddstalan), akkor valamilyen forméban realizdl6dik is a termé-
szetben. Hasonlé mechanizmus miikodésének voltunk tandi a matematikatorténetben
példaul az imagindrius szimok (komplex szdmok) bevezetésekor vagy a csoportelmélet
1étrejottekor, amikor a matematika a fizikai felfedezések el6tt jart. Megéllapithatjuk
tehat, hogy sziik 1atokorti az a vélemény, amely a matematika alkalmazhat6sagat,
,hasznossdgat” rovid tavu alkalmazhatésdgaval kivanja mérni, hiszen a hasznossig
csak torténelmi tavlatbdl itélhetd meg.
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2. A filozofiatol az informatikaig:
a matematikai logika torténetérol

Rovid attekintést adunk a matematikai logika el6zményeirdl, torténetének legfontosabb
eseményeirdl és fontosabb teriileteirdl.

e Filozofiai logika. A ,helyes kovetkeztetések” kiilonbozé médozatainak vizsgila-
ta, a logika 6si tudomdny. Bér a téménak nyilvan szoros a kapcsolata a matematikdval,
ez a teriilet sokdig csak a filoz6fidnak volt targya. A logika leghiresebb miivel6je az
Okorban a gordg Arisztotelész, akinek és kovetdinek munkdssaga egészen a kozépkorig
meghatiroz6 volt. A kézépkorban példdul a skolasztikus filoz6fusok forditottak nagy
figyelmet a logikdra. A logika gondolatkére szdmos nagy filozéfust foglalkoztatott,
példaul Kantot, Spinozat vagy Hegelt. E vizsgaléddsok azonban nem tekinthetek
még ,,matematikai logikdnak”, megfogalmazasuk nagyrészt nélkiilozte a szimbolikdt,
és a ,természetes nyelven” tortént. A logikdra mint a filozéfia részére ,filozofiai
logikaként” szoktak hivatkozni. Azt a logikét pedig, amelyet a matematika 6sztondsen
haszndl a kovetkeztetéseknél, ,,naiv logikdnak™ nevezhetjiik.

o Kisérletek a logika matematizdldsdra. A 17-18. szdzadban m{ik6d6 hires ma-
tematikusrol, filoz6fusrdl, Leibnizrél tudjuk, hogy foglalkoztatta a logika matemati-
zaldsdnak gondolata, bar kissé utdpisztikus formdban. Gondolkodott egy univerzélis
problémamegoldd, gépies eljarasrol, valamint a formadlis nyelv fogalmardl is. Elgon-
dol4sai azonban csak publikdlatlan jegyzeteiben maradtak az utékorra.

Boole, Schroder, de Morgan és Peirce munkéssagét a 19. szdzadban mar a matematikai
logika kozvetlen el6zményének tekinthetjiik. Bizonyos logikai fogalmakat algebrai, az-
az matematikai fogalmakkal modelleztek. Idevagd munkdssdguk eredménye a logika-
nak egy tisztan algebrai megkozelitése (relaci6algebrik, Boole-algebrak stb.), késébb
ebbdl nétt ki az ugynevezett algebrai logika.

o A matematikai logika létrejotte, formdlis bizonyitdsi rendszerek bevezetése. A
matematikai logika 1étrejottét Gottlob Frege (1848—1925) munkdssagétol datilhatjuk.
De Frege kortarsai, David Hilbert (1862-1943) és Bertrand Russell (1872-1970) is
eléviilhetetlen érdemeket szereztek e tudomanyag 1étrejottében.

Frege a matematika altal mar addig is alkalmazott axiomatikus médszert, a ,,naiv”
axiomatikus médszert fejlesztette tovabb, amennyiben azt ,,matematizalta”, matemati-
kai szigorisdggal megfogalmazta. Bevezetett egy formdlis nyelvet, logikai alapigaz-
sdgokat (logikai axiémdékat), levezetési szabdlyokat, azaz 1étrehozott egy ,,bizonyitdsi
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rendszert”. Eredeti célja az aritmetika minden addigindl szigoribb felépitése volt, a
matematikai logika l1étrejotte tehat e torekvés ,,melléktermékének” tekinthetd.

Frege munkdssidgdnak idején létezett egy fontos koriilmény, amelyik jelentSsen
motivalta a matematikai logika fejlédését, ez pedig a Cantor-féle halmazelmélet 1ét-
rejotte volt, pontosabban az elmélet keletkezését hamarosan kovetS ellentmonddsok
és paradoxonok felszinre keriilése. Noha a ,,naiv halmazelmélet” hidnyossigait maga
Cantor is észrevette, Russell angol filozéfus és logikus volt az, aki e paradoxonok-
ra irdnyitotta a tudomanyos kozvélemény figyelmét. E paradoxonok a mér dkorban
is ismert ,.hazug-paradoxon” véltozatai. Tobb megoldas sziiletett az ellentmondasok
kikiiszobolésére, az érdeklddés kozéppontjaba keriilt az axiomatikus modszer. Kii-
16nb6z6 halmazelméleti axiémarendszerek sziilettek. Russell is adott egy lehetséges
vélaszt a paradoxonokra, amikor kidolgozott egy 1dj logikai rendszert, az igynevezett
tipuselméletet.

David Hilbert figyelmét a geometria alapjainak kutatsa irdnyitotta az axiomati-

kara. Eleinte csak az axiomatika ,,naiv logikai” megkozelitésével foglalkozott, és be-
bizonyitotta az euklideszi geometria relativ ellentmondastalansdgat. Kordn megérezte
az axiomatikus mdédszer matematizdldsdban, ,.formalizdlasdban” rejlé lehet&ségeket,
kiilonosen foglalkoztatta az axidmarendszerek ellentmondéstalansdgdnak problémdja.
Ugy sejtette, hogy véges eljarasokat haszndlva valamennyi, egyaltaldn megfogalmaz-
hat6 allitasrdl eldonthetd, hogy tétele-e egy axidmarendszernek, vagy sem.
Minden addiginél komolyabb formaban felvetette az automatikus tételbizonyitas, azaz
egy gépies, univerzalis tételbizonyitd eljaras kidolgozasadnak gondolatat, és kitiizte, al-
taldban, a matematikai logika kidolgozdsanak programjat. Ez konkrétan az 1900-as pé-
rizsi matematikai vildgkonferencidn tartott hires el6addsdban tortént, ahol nagyhatdsu
vizidként felvazolta azokat a matematikai problémakat, amelyekrdl igy gondolta, hogy
kordnak legfontosabb problémadi, és megolddsuk hatdssal lehet az egész 20. szdzadi
matematika fejlédésére. Az ezt kdvetd elsé komoly 1épést a matematikai logika kidol-
gozdsdra 6 maga tette meg, amikor definidlt egy olyan 4ltaldnos bizonyitdsi rendszert
az elsérendi logikara (Hilbert-kalkulus), amelyet mar nemcsak a matematika egy-egy
dgéanak tanulmdnyozasdra szant (1920).

A szazadforduld tdjan és a szdzad elején megfogalmazott, a logikdt és a mate-
matika alapjait érinté korszakalkoté gondolatok a 20. szdzad harmincas éveire értek
be igazin, ez az évtized igen fontos a logika szempontjabél. Az ezen id6szakban
sziiletett eredmények, fogalmak részben lezartdk és szintetizaltdk a szdzadforduld t4jan
elkezd6dott kutatdsokat, részben Uj fejezeteket nyitottak. Beszélhetiink az ezen id6szak
alatt sziiletett pozitiv és ugynevezett negativ eredményekrdl, ilyen felosztds szerint
fogjuk az alabbiakban réviden attekinteni a korszakot.

o A harmincas évek pozitiv eredményeirdl. Alfred Tarski (1901-1983) megfogal-
mazta a logikai szemantika halmazelméletre épitd alapjait, definidlta a formuldk igaz-
sdgdnak fogalmat struktdran, és a szemantikai kovetkezményfogalmat. Tarski igazsag-
definicidja egy szintézis eredménye, hiszen burkoltan hasznaltdk mar a matematikdban
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a halmazelméletre épiils igazsag és kovetkezmény fogalmét. Tarski szemantika elmé-
lete tulajdonképpen abba a folyamatba illeszkedett, amelyben, mar a halmazelmélet
birtokdban, a matematika egyes teriileteit sorra raépitették a halmazelméletre (példaul
az analizis absztrakt terei, a valoszinliségszdmitds Kolmogorov-féle modellje stb.). A
logika szemantikai felépitésének eldnye, hogy szemléletes és valosdg kozeli. Hatranya
viszont, hogy er6sen hasznilja a végtelen halmazok elméletét, ezért algoritmikusan
nehezen kezelhetd, szemben a bizonyitdselmélettel, amelyik csak egy korlatozott hal-
mazelméletet haszndl, és algoritmikusan kdnnyebben hozzaférhets.

Kurt Godel (1906—-1978) teljességi tételében bebizonyitotta, hogy a legfontosabb
logika, az tgynevezett elsérendii logika kétféle felépitése, a bizonyitaselméleti (példaul
a Hilbert-féle kalkulus) és a szemantikai felépités, bizonyos értelemben, ekvivalens.
Igy a két felépités egymas kontrolljaként, de kiegészitéseként is szolgdlhat. Godel
ezzel bizonyitotta az elsérendd logika erejér. Miutdn a matematika tilnyomd részben
elsdrendd logikdt haszndl, e kettds felépités 1étezése és e felépitések ekvivalencidja
az egész matematika szempontjabdl alapvetd. Egy-egy bizonyitdselméleti felépités
(kalkulus) és a halmazelméleti felépités ekvivalenciajat a kalkulus feljességének hivjuk.

A Tarski-féle szemantika megsziiletése mellett a korszak masik jelent6s fogalo-
malkotdsa egyfajta ,,algoritmusfogalom” 1étrejotte. Erre tobb ekvivalens definici6 is
sziiletett, ezek Church (kiszdmithatoésdg), Turing (Turing-gép), Kleene (rekurziv fiigg-
vények) munkassigahoz fliz6dnek.

A bizonyitdselméletben megsziiletett az a fontos eredmény, hogy az aritmetika
Peano-féle axidmarendszere ellentmonddstalan, amennyiben a halmazelmélet egy igen
korlatozott része ellentmondéstalan (Gentzen). Ez mdig is az egyik legfontosabb ellen-
tmondastalansagi eredmény a matematika nagy elméleteit illetGen.

Létrejottek az els6, formalizalt nemklasszikus logikdk, azaz az elsérendd logikatol
Iényegesen kiilonbozé logikdk (példaul tobbértékii, modalis, intuicionista logikdk). E
logikak kutatdsai mér a szdzad tizes éveiben elkezdddtek.

e A harmincas évek negativ eredményeirdl. Godel és Church a harmincas években
hoztdk nyilvdnossdgra azokat a hires eredményeiket, amelyek bizonyos értelemben
racéfoltak Hilbert vdrakozdsaira, és amelyeket mint a bizonyitdselmélet korlatjait (a
matematika korlatjait) szokdsos idézni. Godel I. inkomplettségi tételében azt igazolta,
hogy ha egy elmélet ,.elég er6s”, akkor barhogyan is vesziink fel egy ,kezelhet6”
axiémarendszert, mindig lesz olyan 4llitds, hogy sem &, sem a tagaddsa nem igazol-
haté az axiémdkbodl. Church eldonthetetlenségi tételében azt is megmutatta, hogy a
matematika elég erds elméletei nem eldonthetdk, azaz nem létezik olyan algoritmus,
amelyik barmely megfogalmazhaté allitasrol véges sok 1€pés utdn képes eldonteni,
hogy bizonyithat6-e az elméletben, vagy sem. Ezek az eredmények igen dltaldnosak,
hiszen a matematika legtobb fontos elmélete ,.elég erds” (példdul az aritmetika, a
halmazelmélet stb.).

Godel 1. inkomplettségi tételében megmutatta, hogy az axidmarendszerek ellentmon-
dastalansigét altaldban nem lehet az axiémarendszeren beliil igazolni. Tehdt csak egy
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bdvebb axiémarendszeren beliil lehet igazolni, mint ahogy annak ellentmond4stalan-
sdgat egy még bdvebb axiomarendszerben, és igy tovabb. Az inkomplettségi tételek
ismeretében megkérddjelezhetd az, hogy van a matematikdban teljes bizonyossag.

Kitériink Lowenheim és Skolem tételére, amely ugyan a harmincas éveknél ko-
rabbra datdlhatd, de a hires negativ eredmények kozé sorolhat6. Tudjuk, hogy egy-egy
teriilet alapfogalmairdl (példdul a geometridban a pont, egyenes, sik stb.) nem tudunk
tobbet mondani, mint amit az &ket tartalmazé axiomék és logikai kdvetkezményeik
réluk allitanak. Mar jelen bevezetés elsé részében is lattuk, hogy az axiémak altala-
ban nem definidljdk egyértelmiien az alapfogalmakat (vagyis az axidmakat kielégitd
struktirdk 4ltalaban nem feltétleniil ,,izomorfak™). Lowenheim és Skolem bebizonyi-
tottdk, hogy nemcsak az axiémdknak, de magdnak az illet§ egész axiomatizdlandd
els6rendd elméletnek is 1éteznek 1ényegesen kiilonb6zé modelljei (tehat a nyelvben
megfogalmazhatd, a modellben igaz dsszes allitds halmazanak is), példaul 1éteznek
kiilonboz6 szdmossagid modelljei. Mindebbdl és a Godel 1. inkomplettségi tételbdl
kovetkezik, hogy az elsérendd logika altaldban nem alkalmas arra, hogy segitségével
akér egy elég bonyolult elméletet, vagy akar egy elég bonyolult struktirat tokéletesen
»~megragadjunk”.

A matematika alapjait érint6 szdzad eleji felfedezések és a harmincas években
sziiletett eredmények az egész tudomanyos vildg érdeklddését felkeltették. Szokds
err6l az id6szakrdl mint a ,,matematika forradalmdrol” beszélni. Ez azért indokolt,
mert egyrészt a matematika, és igy kozvetve az egész tudomény tébbezer éves fejlédés
utdn Uj, az addiginal szilardabbnak tin6 alapokat nyert. Masrészt sikeriilt feltérképezni
az ezen alapok nyujtotta lehetdségeket és korldtokat. E korlatok Osszecsengtek az
ismeretelmélet azon tapasztalataival, hogy a megismerés fokozatos és viszonylagos,
az intuicié gépies eljardssal nem helyettesithetd, a teljes megismerés pedig lehetetlen.
Nagy jelent6ségii volt, hogy ezek a megismerésre vonatkozd tapasztalatok egzakt ma-
tematikai formdban jelentek meg, mindez a filozéfiai logika matematizdldsanak és a
matematikai logikdnak volt a nagy sikere. A negativ eredmények lezdrtak bizonyos
matematikai kutatdsokat, és egyuttal 1j és fontos kutatdsi irdnyokat jeloltek ki. Az
aldbbiakban roviden ezeket az irdnyokat ismertetjiik.

o A logika szakteriileteinek kialakuldsa. A harmincas években ered a matematikai
logikdnak szamos olyan jelentds vonulata, amelyik a mai napig ivel. Ezen id6szaktdl
szdmithatjuk a matematikai logika fejezetekre tagozodasat.

(i) Tarski eredményei nyomdn, megindult a szemantikakutatds. Ez révidesen
beletorkollott az dgynevezett modellelmélet 1étrejéttébe. A modellelmélet a
struktirdk, struktiiraosztdalyok vizsgédlata a matematikai logika eszkozeivel. A
teriilet a matematikai logika és az algebra hatdrteriilete. Amig kezdetben a
logika kutat6it egyetlen struktira kimerit6 leirdsa, axiomatizdlhatésdga fog-
lalkoztatta, addig a modellelmélet megjelenésével el6térbe keriilt az axioma-
kat kielégité osszes struktirdk vizsgélata, és modellosztdlyokban kezdtek el
gondolkodni. Igy a logikdban is bekovetkezett az a szemléletvdltds, amely
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(ii)

a matematika szdmos egyéb teriiletén mdar kordbban lezajlott (példaul az
absztrakt algebrdk vagy az analizis absztrakt tereinek bevezetésekor stb.).
Annak is koszonhet6en, hogy a modellelmélet igen véltozatos matematikai
technikdkat haszndl, igen mély eredmények jottek itt 1étre, s6t a 20. szdzad
masodik felének a matematikai logikdhoz kapcsolddd latvanyos matematikai
eredményei elsésorban e teriilethez kothetdk.

Az egyik ilyen eredmény, hogy Abraham Robinson amerikai algebrista-logi-
kus viszonylag egyszeri matematikai logikai eszkozok segitségével megala-
pozta az infiniteziméalis mennyiségek elméletét, azaz a nemstandard analizist.
Tobbszaz év utdn, Newton munkdssdga 6ta elészor sikeriilt preciz alapokat
taldlni erre az elméletre, a logika eszkoztardnak kdszonhetéen. A nemstandard
analizist kovette a nemstandard topoldgia, nemstandard geometria, nemstan-
dard szamelmélet stb. 1étrejotte. Robinson felfedezése egy 1j szemlélet meg-
honosod4sat jelentette a matematikaban.

A modellelmélethez (és a halmazelmélethez) kapcsolhaté masik jelentSs ese-
mény: Cohen a hatvanas években megoldotta a halmazelmélet kontinuumhi-
potézisének hires problémadjat, azaz azt a problémat, hogy 1étezik-e szdmossag
a megszdmlalhatéan végtelen és a kontinuum szdmossdg kozott. Bebizonyi-
totta a fiiggetlenséget a halmazelmélet Zermelo—Fraenkel-féle axiémaitol.
Cohen, valamint Robinson fenti kutatasai is az ugynevezett nemstandard mo-
dellek vizsgéalatahoz tartoznak.

A logika fontos teriiletévé valt a bizonyitdselmélet. A Hilbert-rendszeren kiviil
szdmos mds bizonyitdsi rendszer jott létre. Elterjedt levezetési rendszerek
példaul a Gentzen-kalkulus, vagy a természetes levezetési rendszer. El6térbe
keriiltek a cdfolati rendszerek, példdul a rezolicié vagy az analitikus fak. Ez
utébbi bizonyitdsi rendszerek nem a direkt, hanem az indirekt érvelésen nyug-
szanak. A céfolati rendszerek algoritmikus szempontbdl jobban kezelhetdk,
mint a levezetési rendszerek. A szamitégépek megjelenésével, a logikai pro-
gramozds és az automatikus tételbizonyitds 1étrejottével a bizonyitdselmélet
fejlédése még inkédbb felgyorsult.

(iii) Elkezd6dott a kiszdmithatésdgelmélet kutatisa. Markov is bevezetett egy

olyan fogalmat (Markov-algoritmus), amely ismét ekvivalensnek bizonyult
az algoritmus fogalmdnak mar létez6 egyéb verzidival. Az inkomplettségi
tételek és a Church-tétel ismeretében olyan eljardsok vizsgalata valt érdekessé,
amelyek ha nem is dontési eljardsok, de a bizonyitdsok hatékony keresését
teszik lehet6vé.

Gyorsan fejlédd és fontos teriilet a bonyolultsdgelmélet. Frissnek szdmita-
nak még azok az eredmények, melyek szerint szdmos bonyolultsdgelméleti
fogalom és tétel lefordithat6 logikéra, és viszont. Kés6bb a szamitdgép meg-
jelenése kikényszeritette egy a kiszamithat6sag- és bonyolultsagelméletnél is
altalanosabb, jelentds tudoményag 1étrejottét, az algoritmuselméletét.
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A formadlis nyelvek teriiletén hasonl6 fejlédés kovetkezett be, mint a kisz4-
mithatésagelméletnél: a formalis nyelvek elmélete kiterjedt és 6néllé diszcip-
lindva valt a szdmitdstudomény és a matematikai nyelvészet fejlédése ered-
ményeként

(iv) Alfred Tarski munkassagatol szamithatjuk az algebrai logika 1étrejottét. Em-
litettiik mar, hogy Boole, Schroder, de Morgan és Peirce eredményei, a Boole-
és a reldcidalgebrak kutatdsai az algebrai logika 19. szdzadi el6zményeinek
tekinthet6k. Szdmos bizonyitéka volt mar annak, hogy a logika és az al-
gebra egymdshoz igen kozeldll6 tudomanyagak (példaul logikai miveletek
és Boole-mfiveletek kapcsolata, elméletek és szlir6k kapcsolata stb.). Tarski
és tanitvinyai, valamint mds jelentds kutatok (Henkin, Monk, Craig, Halmos)
szisztematikusan kezdtek el a témaval foglalkozni. Az éllitaslogika ,,algebrai-
z4ci6i” utan elkezdték vizsgalni az els6rendd logika algebraizacioit, igy Tarski
definidlta a cilindrikus algebrdkat, Halmos a poliadikus algebrdkat stb.
A kutatdsok igazoltdk azt a sejtést, hogy a logika jelent8s része ,,dtfogalmaz-
hat6” algebrava, és forditva. E felfedezés megtermékenyitéen hatott mindkét
tudomédnyégra. Sikeriilt logikai problémakat algebraiakra atfogalmazni, ott
megoldani, és viszont, meglepd és sz&p eredmények sziilettek, a matematika
latsz6lag tavolinak tlind fogalmai kozott sikeriilt igy kapcsolatokat taldlni.

(v) Bar a kutaték kozott ma is egyetértés van a tekintetben, hogy a klasszikus
els6rendd logika kitiintetett szerepet jatszik az Osszes logikdk kozott, mégis e
logika szdmos vonatkozdsban, példdul kifejezberejét tekintve, szegényesnek
bizonyult ahhoz, hogy minden szituidciéban megfeleléen modellezzék vele
a valésagot. Létrejottek az ugynevezett nemklasszikus logikdk, ezen beliil
olyan jelent8s irdnyzatok, mint a tobbértékii logikak (Lukasiewicz), a modélis
logikdk (Lewis), vagy az intuicionista logika (Heyting). A nemklasszikus
logikdk kutatdsat kezdetben elsésorban a filozéfia és a nyelvtudoméany, de
kés6bb mar elsdsorban az informatika és a szdmitdstudomdny motivélta.
A nemklasszikus logikdkat sokféleképpen osztdlyozhatjuk: 1éteznek olyanok
amelyek bdvitései az els6rendl logikdnak (példdul magasabb rendii logikdk,
vagy bizonyos moddlis logikdk), olyanok, amelyek korlatozasai az els6rendii
logikdnak (példaul intuicionista logika), vagy léteznek egészen mas elveken
nyugvoé logikdk (példdul nemmonoton logikdk, valészintiségi logikdk).
Sokdig problematikusnak l4tszott a nemklasszikus logikdk szemantikai meg-
alapozdsa. Ebben jelentett attorést az ugynevezett Kripke-szemantika fogalma
(1960). Nagy a valtozatossdg a nemklasszikus logikdk teriiletén, és a jovo
donti majd el, hogy melyek valnak koziiliik igazédn fontossa.

o A matematikai logika mint alkalmazott tudomdny. A 20. szédzad utolsé negyede
jelentds fordulatot hozott a matematikai logika fejlédésében. A szamitégépek meg-
jelenésével és kutatasaval, az informatika fejlédésével az addig elsésorban csak a
matematika sajat problémadival foglalkozd, kissé filozéfiai ihletettségli matematikai lo-
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gika egyszeriben alkalmazott és gyakorlati tudoméanny4 is vélt. A matematikai logikat
ugyan mar a szamitégép megjelenése el6tt is alkalmaztik példdul a nyelvtudomany-
ban, a logikai dramkorok tervezésekor vagy az elméleti fizikdban, de az alkalmazést
illeten dttorés csak a szamitdgépek megjelenésekor kovetkezett be. A szadmitégépes
alkalmazasok miatt az érdekl6dés kdzéppontjaba keriilt az algoritmikus szemlélet és az
eldonthetdséggel kapcsolatos szdmos pozitiv eredmény. A szdmitastudomany fejlédé-
sének hatdsédra a logika egyéb teriiletein is Gjabb, gyors fejl6dés indult el: ilyenek a
bizonyitdselmélet (kutatdsit els6sorban a gépi bizonyitdsok és a logikai programozis
motivalta), a nemklasszikus logikdk (kutatasat els6sorban a mesterséges intelligencia
és a matematikai nyelvészet motivélta), a szemantikakutatds (a programoziselmélet,
programhelyesség-bizonyitds motivalta). Létrejott egy interakcid is az alkalmazasok és
a matematikai logika elmélete kozott, hiszen az egész alkalmazasi folyamat visszaha-
tott a matematikai logika belsé fejlédésére is. Uj logikak jottek 1étre, példdul dinamikus
logika, nemmonoton logikdk, specidlis tobbértéki logikdk stb. Az alkalmazasok és az
elmélet kozotti interakcidra példa az adatbdzis-elmélet, ahol a logikdt nagymértékben
alkalmazzak, ugyanakkor az alkalmazasok is elinditottak fontos elméleti logikai kuta-
tasokat.

A fenti folyamatot jellemz6 példa a logika alkalmazdsa a mesterséges intelligencid-
ban. E teriileten szdmos olyan logikai eredmény keriilt alkalmazasra, melyeknek a
szamitogépek megjelenése elott csak filozdfiai jelentdsége volt (példaul eredmények a
nemklasszikus logik4krol).

Itt jegyezziik meg, hogy konyviink tirgydnak megjelolése a ,,matematikai logi-
ka” ma madr kissé anakronisztikus. E terminoldgia szerepe torténetileg egyrészt
a filozdfiai logikat6l valé megkiilonboztetés volt, masrészt az, hogy kezdetben
a matematikai logikét elsésorban magédra a matematikdra alkalmaztdk. Mdéra a
terminoldgia azonban mindkét szerepét elvesztette. Egyrészt elmondhatjuk, hogy
a modern filozdfiai logika és a matematikai logika 0sszeolvadt abban az érte-
lemben, hogy a ,Jlogikardl” valé filozofdlds ma mar altaldban nem nélkiilozheti
azt, hogy készitsiink hozza egy formalizalt (azaz matematikai) modellt, azaz a
logika formalizalt tudomdnnyd valt. Mdasrészt a matematikai logika mar régéta
nemcsak a matematika logikdjaval foglalkozik, hanem az élet barmely teriiletérdl
igyekszik modellezni a ,helyes érveléssel” kapcsolatos problémaékat. Elegendd
lenne tehét a tudomdnyégat roviden ,,logikdnak” nevezni, mint ahogyan ezt tobb
helyen meg is tessziik a rovidités kedvéért. Ugy tiinik azonban, hogy a logikaval
kapcsolatos jelzett folyamatok még nem annyira ismertek, hogy felesleges lenne
a ,logika” megjelolés elé a nyomatékositd ,,matematikai” jelz6, egyértelmisitve
témank targyat. Torténeti okok is indokoljak a matematikai logika terminoldgia
hasznalatat.

o A hazai logikakutatdsokrol. A hazai logikakutatds teriiletén nemcsak jelentds
kutatékrol beszélhetiink, hanem jelentds logikaiskoldkrol is. Elmondhatjuk, hogy ezen
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iskoldk komoly szerepet jdtszottak a 20. szdzadi logika torténetében. Péter Rozsa a
rekurziv fiiggvények teriiletén ért el fontos eredményeket. Kalmdr Ldszlo, aki iskolat
teremtett a szdmitdstudomdny, és ezen belill is az elméleti szamitdstudomény terén, a
logika szdmitdstudomdanyi alkalmazdsaiban vitt Gtt6rd szerepet. Ruzsa Imre a logika
human alkalmazasainak teriiletén teremtett iskolat, kutatasi teriilete elsésorban a nem-
klasszikus logikak, ezen beliil példdul az intenziondlis logika. Németi Istvdn és André-
ka Hajnal az algebrai logikdban teremtettek nemzetkozi hird iskolat, bekapcsolddtak
a Tarski-csoport munkdjdba, és a témakor vezet6 kutat6i kozé szdmitanak, de fontos
eredményeik vannak a logika szdmitdstudomanyi alkalmazdsainak terén is. Makkai
Mihdly teriilete a modellelmélet, szdmos mély eredmény fiz6dik a nevéhez. A felso-
rolt kutaték valamennyien a logika oktatdsdnak teriiletén is eléviilhetetlen érdemeket

szereztek.






1. FEJEZET

AZ ELSORENDU LOGIKA
NYELVE

A formadlis nyelv fogalma nem idegen azok szdmdra, akik {rtak mar szdmitégépes
programot. Ismert, hogy a programozési nyelvek tartalmaznak bizonyos megengedett
szimbdlumokat (,,abc”), tovdbbd szabdlyokat (szintaktikai szabdlyokat) arra nézve,
hogy a szimbdlumokbdl hogyan képezhet6k megengedett, azaz értelmes jelsorozatok
»szavak’). A programozdson kiviil egyéb teriileteken is taldlkozunk formalis nyelvek-
kel, példdul kottairdsndl, koreografidknal, tipografidban, titkosirdsokban, nyelvészetben
stb. A formalis nyelveknek altaldnos és kiterjedt elmélete 1étezik, amelyet nem célunk
itt részletezni. Az aldbbiakban olyan fogalmakat érintiink csupdn, ezeket is helyenként
informélisan, amelyek egy bevezetd matematikai logika el6adds kovetéséhez sziiksé-
gesek.

A formalis nyelvekr6l is (igy az ,.els6rendd nyelvrdl” is) valamilyen nyelven, a ,,me-
tanyelven” beszéliink. Jelen konyvben a metanyelv a kdznapi nyelv. Az is gyakran
el6fordul, példaul a szdmitdstudomanyban, hogy magdrdl a formdlis nyelvrdl is egy
mdsik formdlis nyelven beszéliink.

A szamos ismert formadlis nyelv kozott is az egyik legfontosabb az ,.els6rendii logi-
ka” aldbb ismertetendd nyelve. Ez a nyelv tulajdonképpen a ,,matematika nyelve”,
és sok mas formdlis nyelvnek is alapjat képezi. Ugy is tekinthetjiik ezt a nyelvet,
mint egy, a matematika tobbezer éves torténete sordn letisztult, nagy dltaldnossdggal
rendelkez6 matematikai jelolés- és szimbolumgyiijteményt. A matematika fejlédése
elvalaszthatatlan jelolésrendszerének fejlédésétdl, a matematika miivelése pedig elkép-
zelhetetlen jeldlésrendszere nélkiil. Matematikai tanulmdnyaink sordn e jelolésekkel,
szimbdlumokkal mar jorészt taladlkoztunk, és a kovetkezdkre tekinthetiink gy is, mint
ismereteink rendszerezésére. Kitekintést adunk majd arra, milyen kovetkezményekkel
jar az elsérend nyelv sztikitése (példaul nulladrendl nyelvvé) vagy bovitése (példaul
masodrendd nyelvvé, lasd majd az 5.1 részt).
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799

Az elsdrendd logika mellett létezik ,,nulladrendd” (,,allit4s-"), ,,m4sodrend(”, ,,maga-
sabb rendd” (,,n-ed rendli”’) logika, az ezekhez tartozé nyelvek pedig a ,,nulladren-
di” (,,allitas-"), ,,mdsodrendl”, ,,magasabb rendli” (,,n-ed rendl”’) nyelvek. E logikdk
klasszikus logikdknak egy (n-t6l fliggd) hierarchidjat képezik. Targyaldsunk sordn
végig kovetkezetesen kitériink az éllitaslogikdra, és majd kiilon részben targyaljuk a

masodrendi logikat (5.1 rész).
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1.1 A nyelv

1.1.1 A nyelv alapelemei

A kovetkezd felosztds szinte minden logikai nyelvre érvényes. Egy logikai nyelv all:
e a benne el6forduld jelek (szimbélumok) dsszességébdl, az ,,abe”-bol;
e a nyelv tipusabél;
e az ,abc” jeleibdl képezett, megengedett ,,értelmes” véges jelsorozatok dsszességé-
bdl, a formulakbél, masképpen ,,szavakbol”.

Jelen részben sorra vessziik a nyelv fenti elemeit az elsérendii nyelv esetére.

1. Definicio. Az els6érendd nyelv jelei (szimbdlumai):

(i) A ,logikai konstansok™: a — (negdciod, illetve ,,nem”), A\ (konjunkcio, illetve
»€87), V (diszjunkcio, illetve ,,vagy”), — (implikdcio, méasképpen: kondici-
ondlis vagy materidlis implikacid), <+ (ekvivalencia, masképpen: bikondici-
ondlis), d (egzisztencidlis kvantor, illetve ,1étezik”), V (univerzdlis kvantor,
illetve ,,minden”), az = jel;

(i) A ,, nemlogikai konstansok”, azaz:
véges vagy megszadmlalhat6 sok fiiggvényjel (fiiggvénykonstans):

fis fasee
véges vagy megszamlalhatéan sok relacidjel (reldcickonstans):
P, P,...

(iii) Az individuumvdltozok (roviden: valtozok): xi, xp,...

Nyelv szamossdgdn a benne megengedett jelek (szimbdélumok) dsszességének szdmos-
sagat értjik. Ez mindig végtelen szamossdg, mert példdul az individuumvaltozok
szamat nem kivanjuk korlatozni.

Azaltal, hogy a fenti definiciéban kikotottiik, hogy a nemlogikai jelek szamossaga leg-
feljebb megszamlalhatd, feltettiik, hogy a nyelv megszamlalhat6. Azonban sziikség
lehet arra is, hogy megszdmldlhatondl tobb jelet is megengedjiink, ha erre sziikségiink
lesz, akkor ezt kiilon kiemeljiik. Mivel a nyelv megszadmlalhato, ezért a fiiggvény- és
reldciGjeleket megadhatjuk egy kettds sorozattal, igy: (f1, f2,...; P, P»,...).
Feltételezziik, hogy a megengedett jelek mind kiilonbozdek. Az ,abc” jelei koziil
csupan az individuumvaltozok a vdltozok, a tobbi jel konstans (logikai, illetve nem-
logikai konstansok). A nullaargumentumii fiiggvényjeleket individuumkonstansoknak
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nevezziik (jelolésiik példaul cy, ¢z, ...), a nullaargumentumii relacidjeleket dllitdskons-
tansoknak nevezzik. E két kategoriat, fontossaguk miatt, szoktdk kiilon kategoriaként
is kezelni a nemlogikai jeleken beliil.

Megjegyezziik, hogy az — jel nem a ,.kovetkezmény”, , kovetkezik” fogalmaknak felel
meg a nyelvben, hanem egy logikai miivelet jele (e kérdésre még késébb a 2.2 alfejezet-
ben visszatériink). Latni fogjuk, hogy A — B példdul ekvivalens —A V B-vel, tekint-
hetd ezért ez utébbi mivelet jeloléseként is. A ,kovetkezik’-kel Osszetéveszthetbsége
miatt szoktdk az — miiveletet igy is is jelolni: D.

Haszndlunk majd olyan szikitett nyelvet is (,,dialektusok™), amelyben csak a —, A
és 3 logikai konstansok megengedettek. Késébb latni fogjuk, hogy a tobbi logikai
konstans (V, —, <+, V) kifejezhet6 e konstansok segitségével. Amennyiben ezt a
sziikebb nyelvet haszndljuk, ezt a koriilményt kiilon hangsilyozzuk. Sziikithetjiik dgy
is a nyelvet, hogy ne tartalmazza az egyenlGségjelet mint logikai jelet. Ebben az
esetben egyenldségmentes nyelvrdl beszéliink. A kovetkezdkben feltessziik, hogy a
nyelv tartalmaz egyenldségjelet, hacsak ennek ellenkezgjét nem emlitjiik.

Ezutdn ratériink a nyelvek kovetkez6 OsszetevGjére, a tipus fogalmara.
2. Definicié. A nyelv tipusa egy a fiiggvény- és relacidjeleknek nemnegativ egész

argumentumszamokat tulajdonité hozzarendelés, amelyik leirja, hogy az egyes fiigg-
vény-, illetve reldcidjelek hiny valtozés fliggvényeknek, illetve reldcidknak felelnek

meg. Megaddsa egy nemnegativ egész szamokbol all6 (aj, as,...; by, ba,...) kettGs
sorozattal torténik, amely a fiiggvény- és reldcidjelek (fi, f2,...; Py, P»,...) sorozata-

nak felel meg.

A logikai vizsgélatok szempontjabdl sokszor csak a nyelv tipusdnak van jelents-
sége, és nem a konkrét fiiggvény- és relacidjeleknek.

Megjegyezziik, hogy a logikai nyelv (és a logika) fogalmat kettds értelemben

haszndljak az irodalomban. Hasznéljadk konkrét logikai nyelvként, tehat amikor a
nemlogikai jelek konkrét adott jelek, é€s hasznaljak ezen konkrét logikai nyelvek olyan
osztalyaként, ahol csupdn a logikai jelek rogzitettek, a nemlogikai jelek szabadon
véaltozhatnak. Tobbek kozott e kett6sség miatt is érdemes szem el6tt tartani az ,,abc”
felosztasat nemlogikai és logikai jelekre, hiszen ez utébbiak a nyelvfogalom bdrmely
értelmezése mellett rogzitettek. Jelen konyvben torekediink arra, hogy az adott kontex-
tusbol mindig egyértelmien kideriiljon, hogy milyen értelemben hasznéljuk a logikai
nyelv (és a logika) fogalmat.
Megéllapithatjuk tehdt, hogy az egyes konkrét elsorendii nyelvek egymastol 1é-
nyegesen csak a fiiggvény-, és relacidjelek Osszességében kiilonboznek. Példaul
a logikai jeleken kiviil a csoportelmélet nyelve a +, —, 0 fiiggvényjeleket, illetve
konstanst, a rendezés nyelve a < kétargumentumu relcidjelet, a halmazelmélet az €
kétargumentumd reldcidjelet tartalmazza mint nemlogikai jeleket.
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A nyelvek jelolése: L, S, G stb. Gyakran hasznalunk index nélkiili betliket, in-
dividuumvaltozékra x, y, z,...-t, fiiggvényjelekre f, g, h,...-t, relacidjelekre P, Q,
R, ...-t, individuumkonstansokra a, b, c,...-t stb.

Amennyiben az £ nyelvet individuumkonstansoknak példaul egy C halmazaval bdvit-
juk, akkor az dj nyelvet igy jeloljiik: £(C).

Néhany, a matematikai gyakorlatbdl ismert, fontosabb nyelv nemlogikai jelei és
tipusa:

Példak

1. Rendezés
reldcidjel: <
tipusa: (; 2)

2. Boole-algebra
fiiggvényjelek: +, -, —,0, 1
tipusa: (2,2, 1, 0, 0;)

3. Csoport
fiiggvényjelek: +, —,0
tipusa: (2, 1, 0;)
vagy
fiiggvényjelek: +, 0
tipusa: (2, 0;)

4. Rendezett test
fiiggvényjelek: +, —, -, 0, 1
reldcidjel: <
tipusa: (2, 1, 2, 0, 0; 2)

5. Aritmetika
fiiggvényjelek: +, -, S, 0 (ahol S a rakovetkezés jele)
reldcidjel: <
tipusa: (2, 2, 1, 0; 2)

6. Grdfelmélet
reldciéjel: E
tipusa: (; 2)
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Definidljuk a nyelvekhez tartozé harmadik kategéridt, a nyelv jeleibdl képezett
»ertelmes” véges jelsorozatokat, a formuldkat, tehat a nyelv (szlikebb értelemben vett)
szintaxisat.

El6szor a fiiggvényszerii kifejezések (roviden: kifejezések), azaz a termek fogalmat
definidljuk (indukciéval).

3. Definicio. A termek pontosan a kovetkezd (i)—(ii) szabdlyok véges sokszori alkal-
mazasdval nyert véges jelsorozatok:
(i) Az individuumvaltozok és az individuumkonstansok termek.
(i) Ha f n argumentumd fiiggvényjel, és t1, t2,.. .1, tetszbleges termek, akkor az
ftita ... t, jelsorozat term.

Az elsérendt formula dgynevezett prefix fogalmanak (induktiv) definicidja:

4. Definicio. A formuldk pontosan a kovetkezd (i)—(iv) szabdlyok véges sokszori al-
kalmazésaval nyert véges jelsorozatok:
(i) Ha P n argumentumdu reldcidjel, és 1, t,...t, tetszdleges termek, akkor
a Pty ...t, jelsorozat formula, specidlisan az allitdskonstans (nullavaltozos
relécidjel) is formula.
(i1) Ha t; és t termek, akkor =#t, formula.
(iii) Ha « és B formuldk, akkor a —a, Aaf, Vaf, —af, <>af jelsorozatok
mindegyike formula.
(iv) Ha a formula, és x tetszSleges individuumvaltoz6, akkor a dxa és Vxa
jelsorozatok formulak.

5. Definicio. Az el6z6 definicié szerinti (i) és (ii) alakd formuldk az atomi formuldk.
Ha egy formula atomi formula, vagy atomi formula negéltja, akkor literdlnak nevez-
ziik, literdlok véges diszjunkciéit klozoknak hivjuk.

A termek definicidéja a matematikai gyakorlatbdl, a halmazelméletbdl j6l ismert
,osszetett fliggvény” képzésével analdg, és a formula definicidja is ezzel rokonithatd.
Utobbindl természetesen vigyazni kell arra, hogy reldciéjel argumentumaba csak term
frhat6. Szokds szemléltetni a formuldk szerkezetét tgynevezett formdciofdakkal, ezt
most nem részletezziik. Jegyezziik meg, hogy elsdrendii formuldk esetén csak indi-
viduumvdltozokat lehet kvantdlni (azaz kvantorral elldtni), tehat példaul fiiggvény- és
relacidjeleket nem. Amikor a nyelvben csak a —, A, 3 logikai konstansok fordulnak
eld (tehat a nyelv sztikitett), akkor (iii)-nél és (iv)-nél értelemszerdien csak a ~a, Aaf3,
Jxa formuldk képzése megengedett.

Bebizonyithaté a kovetkezd, a formula fogalmdval kapcsolatos alapvetd tétel:
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6. Tétel. Igazak a kovetkezd (i) és (ii) allitasok:
(i) A formuldk halmaza rekurziv (azaz eldonthet6) halmaz.

(ii) Igaz a formuldk egyértelmi olvashatésiga.

A tételt nem bizonyitjuk. A (ii) allitds masképpen azt jelenti, hogy barmely formula
a definicidja szerinti szabédlyok alkalmazasaval csak egyféleképpen allithaté eld, mas-
képpen ,.egyértelmiien dekédolhaté”. Az (i) éllitassal kapcsolatban emlékeztetiink a
rekurzivitds (eldonthet6ség) intuitiv jelentésére:

Egy H halmaz A részhalmaza rekurziv (eldonthetd), ha létezik olyan algorit-
mus, amely H bdrmely elemérdl véges sok lépésben ,eldonti”, eleme-e A-nak, vagy
sem.

Ennél gyengébb fogalom a rekurziv felsorolhatésag:

Egy H halmaz A részhalmaza rekurziv felsorolhaté (félig eldonthetd), ha létezik
olyan algoritmus, hogy H bdrmely a eleme esetén azt a tényt, hogy a eleme A-nak,
véges sok lépés utdn jelzi (de ha a nem eleme A-nak, ezt nem feltétleniil adja meg).

A tovabbiakban a rekurziv, illetve eldonthetd, valamint a rekurziv felsorolhato,
illetve félig eldonthetd terminoldgidkat majd egymas szinonimdjaként hasznaljuk.

A tétel (i) dllitdsa tehat azt jelenti, hogy az ,,abc” barmely véges jelsorozatarol eldont-
hetd, hogy formuldja-e a nyelvnek, vagy sem.

Roviden kitériink az elsérendd logikanal egyszertibb logikara, az ,,allitaslogikara”
(nulladrend(i logikéra). E logikdban nincsenek vdltozok, fiiggvény- vagy reldciojelek,
kvantorok, és nincs egyenldség. Mégis e specidlis logika igen nagy jelent6ségii.

7. Definicio. Az dllitdslogika ,,abc”-je az els6rendl logika ,,abc”-jének az a része,
amelyben csak az dllitaslogikai jelek: -, N\, V, —, <> és az dllitdskonstansok (azaz 0
argumentumd reldcidjelek) szerepelnek.

Allitaslogikai nyelv esetén felesleges tipusrdl beszélni. Vagy példdul termek az
allitaslogikdban értelemszertien nincsenek. Az 4llitaslogika formuladefinicidja szintén
indukcidval torténhet, az elsérendd definicié 1épései koziil nincs sziikség mindegyikre.
Az alabbi definicidban a formula végig dllitdsformuldt jelent:

8. Definici6. Az dllitdsformuldk a kovetkezd (i)—(ii) szabdlyok véges sokszori alkal-
mazésival nyert véges jelsorozatok:

(i) Az allitaskonstansok formulék.
(ii) Ha « és B formulék, akkor —a, Aaf, Vap, — aff, <> aff mindegyike formula.
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Megjegyezziik, hogy a formula definicidjét ,,induktivitdsa” miatt szoktdk a pro-
gramozasi nyelvek metanyelvébdl ismert ,,::=" jelolés segitségével is leirni, példaul
dllitasformuldk esetén igy:

formula ::= atomi formula,
formula ::= — formula,
formula ::= formulal A formula2
stb.

1.1.2 A formulakrol

Jelen részben el6szor az elsérendli formuldkkal kapcsolatos néhany tovabbi fontos
fogalmat sorolunk fel. Ezutdn a formuldk (termek) gyakorlati irdsmddjaval, az agy-
nevezett infix frisméddal ismerkediink (szemben az el6z6 részben ismertetett igyne-
vezett prefix irasmoddal, amely elméleti és szamitogépes alkalmazasra elényds). Végiil
példdkat mutatunk.

Adott formula esetén azokat a formuldkat, amelyeket a formula képzéséhez a
formula definiciéja szerint felhaszndlunk, az adott formula részformuldinak nevezzik.
Adott egzisztencidlis vagy univerzalis kvantor hatdskorén a 4. Definicid (iv) 1épése
szerinti a részformuldt értjiik, azaz azt a formulat, amellyel az illet6 kvantort és
valtoz6t 0sszekapcesoljuk djabb részformuldva.

Tekintsiik az x individuumvaltoz6 egy konkrét el6forduldsat egy formulaban. x ezen
el6forduldsa kotort, hogyha valamely olyan részformuldban taldlhat6, amelyik azonos
egy x-re vonatkozé kvantor hatdskorével (tehat x itt kvantélt). Ellenkezd esetben x
ezen el6forduldsa szabad (tehat x itt nem kvantalt).

9. Definicié. Egy adott x individuumvaltozé adott ¢ formulaban kotor, ha x vala-
mennyi el6forduldsa kotott, tehat x csak kvantaltan fordul els. Ellenkez6 esetben x
szabad az adott ¢ formuldban.

Ha egy formuldban nincs szabad individuumvaltozé, akkor a formuldt mondatnak is
nevezziik, vagy azt mondjuk, hogy a formula zdrt. Ellenkez6 esetben a formula nyilz.

Ha ¢ nyilt formula az xj, x»,...x, szabad valtozékkal, akkor azt mondjuk, hogy
Ix13xo ... 3xnp egy egzisztencidlis lezdrdsa ¢-nek, jelolése Jdp. ¢ egzisztencidlis
lezarasai tehat a kvantorok sorrendjében kiilonbozhetnek egymastol. Ha ilyen sorrendet
nem adunk meg, akkor feltételezziik, hogy a sorrend tetszbleges, de rogzitett. Hason-
l16an, beszélhetiink egy formula univerzdlis lezdrtjdarol, Vg -rol is.
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10. Definicié. Legyen x szabad viltozéja egy ¢ formulanak, legyen u egy madsik
individuumvaltozd, és tegyiik fel, hogy x egyetlen szabad el6forduldsa sem esik u-ra
vonatkozé kvantor hatdskorébe. Azt a miveletet, amikor x valamennyi szabad eldfor-
duldsdndl x helyébe az adott u véltozot irjuk, az x valtozd u-val torténd helyettesité-
sének (megengedett helyettesitésnek) nevezziik.

Tehat egy szabad véltozonak egy masik valtozéval torténd helyettesitése megen-

gedett, ha helyettesités utdn a helyettesitett valtoz6 sehol sem valik kototté.

Altalanosabban, az x szabad valtozé helyébe termet is helyettesithetiink, ha x nem esik
a term argumentumaiban szerepld véltozok egyikére vonatkozé kvantor hatdskorébe
sem.

11. Definicié. Egy adott Q kvantor (tehat 3 vagy V) utdni x individuumvaltozé ki-
cserélhetd egy u individuumvaltozéra a kvantor hatdskorében szereplé valamennyi
el6fordulasaval egyiitt, ha u nem szerepel a Q kvantor hataskorében.

Felhivjuk a figyelmet helyettesités és csere kozotti néhdny fontos kiilonbségre: Szabad
véaltoz6t nem cserélhetiink, kotott véaltozot pedig nem helyettesithetiink. Tovédbbd, mig
a helyettesités szabad vdltozora és az egész formuldra vonatkozik, addig a csere kotott
valtozéra vonatkozik, €s vonatkozhat csak részformulara.
Kés6bb megmutatjuk, hogy cserénél tulajdonképpen csak egy ,.atjelolés” torténik, az
Uj formula logikailag ,,ekvivalens” az eredetivel. Helyettesitésnél viszont egy formu-
lahoz egy masik formulat rendeliink, amelyik éltalaban logikailag ,,nem ekvivalens”
az eredetivel.

Megjegyezziik, hogy a formuldk kotétt, illetve szabad véltozéinak szerepe hasonlit
a programozasi nyelvek eljardsaindl a lokdlis, illetve input paramétervaltozok szerepé-
hez (az el6bbiekhez kiviilr6l nem lehet hozzaférni, az utébbiaknak viszont kiviilrél
adunk 4t értéket), vagy hasonlit a paraméteres integralok esetén az integracids valtozo,
illetve paramétervaltozé szerepéhez.

& ok ok

Ezutédn a termek, formuldk egy a matematikai gyakorlatbol mdr ismert lehetséges md-
sik irdsmaodjdrol, az infix irdsmodrol lesz sz6, szemben az elsd részben definidlt prefix
irdsméddal. Azonban tekintettel arra, hogy az infix irdsmod jol ismert a matematikai
gyakorlatbdl, a definiciokat mdr nem részletezziik.

A legfontosabb kiilonbség a két irdasmdd kozott az, hogy a kétvaltozos fiiggvé-
nyeknél vagy relaciokndl nem el6re, hanem az argumentumjelek k6zé irjuk a relacio-
vagy fiiggvényjeleket. Példaul < xy helyett x < y-t {frunk, vagy +xy helyett x + y-t,
altalanosan Rxy helyett x Ry-t, fxy helyett xfy-t {runk. Ezt az irdsmédot infix {rds-
modnak nevezziik.



38 1. FEJEZET: AZ ELSORENDU LOGIKA NYELVE

Az infix frdsmdd zdrdjelek és vessz6k haszndlatat teszi sziikségessé, tehdt a nyelv
»abc”-jét bovitjik a (, ), és , jelekkel (bal zardjel, jobb zardjel, vessz6). Hiszen za-
réjelek nélkiil a termek és formuldk olvasata nem lenne egyértelmd (példdul 2 + 3-4
jelenthetné 2 + (3-4)-et, de (2 + 3)-4-et is). A term és formulafogalom definidlhat6
infix {rdsmdédra is. Példaul a 4. Definicid (iii) és (iv) része igy médosul:

(iii)’ Ha a és f formulak, akkor a —a, a AB, a VB, a =, a <> jelsorozatok
mindegyike formula.

(iv)’ Ha o formula, és x tetszSleges individuumvaltozd, akkor a dxa és Vxa
jelsorozatok formulak.

Infix {rdsmoédndl termek esetén az argumentumokat gyakran zaréjelekkel szoktuk el-
valasztani a term jelétdl, és vesszdkkel vialasztjuk el 8ket egymadstdl, példaul igy:
f(x,y,logz) (itt f fliggvénykonstanst jelol, de dgynevezett masodrendd nyelveknél
jelolhet fiiggvényvaltozot is).

A zéardjeles {frdsmdd hétranya, hogy a formuldk, termek tdlzsifoltak zardjelekkel.
Ezért a felesleges zar6jeleket (azaz az egyértelmd olvashatésdgot nem befolydsold
zardjeleket) igyeksziink elhagyni. Példdul a ((x =y)V (y=z)) formula olvasata igy
is egyértelm: x =y Vy=z. Természetesen 1éteznek zardjelek, amelyeket nem lehet
elhagyni, példaul az (¢ AB) Vy vagy a —(a) VB formulakndl a zaréjel elhagydsa utin
a formuldk olvasata nem egyértelmd.

Ahhoz, hogy tovdabbi zdrojeleket hagyhassunk el, precedenciaszabdlyokat, azaz
elsébbségi szabdlyokat vezetiink be. Ezek:

e A kétargumentumu logikai konstansok elsébbségi (precedencia) sorrendje:
N, V, =, &
(tehat legszorosabban az A kot, leggyengébben a ).
e Az 1 argumentumu logikai konstansok, azaz a —, 3 és V erdsebbek barmely 2
argumentumunal.
e Az azonos kétargumentumdu logikai konstansok egymas kozotti els6bbségét a bal-

rol jobbra szabdly rendezi. Ez a szabdly azt jelenti, hogy el6szor mindig a bal
oldali formulat tekintjiik kiilon miiveleti komponensnek.

Utébbi szabdlynak csak az implikdciéndl lesz jelent&sége, az egyéb miiveletek ,,asszo-
ciativitdsa” miatt. E szabdly értelmében:

a —p —vy jelentése: a — (B — ).
A precedenciaszabélyok birtokaban a zardjel nélkiili a A Vy, illetve —a VB formu-
lak olvasata mar egyértelmd: (a AB) Vy, illetve (—a) V.
Nemlogikai jeleket tartalmazo6 kifejezések vagy formuldk esetén mindig e jelektdl fiig-
gden kell specidlis els6bbségi szabalyokat megallapitani (aritmetika, Boole-algebrak

stb.). Példaul tudjuk, hogy az aritmetikdban a szorzds erdsebb, mint az Osszeadas,
ezért 2+ 3 -5 olvasata 2 + (3-5).
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Zardjelek hasznélata azonban a precedenciaszabdlyok bevezetése utdn is megengedett,
sot sziikséges. Példdul az aritmetikdban 2 + 3 -5 helyett irhatunk a nyomatékositds
kedvéért 2 + (3 - 5)-6tis, vagy sinx -y helyett (sinx) - y-t, tehét a ,,felesleges” zdrdjelek
haszndlata megengedett. Ha pedig meg kivdnjuk vdltoztatni az eredeti precedencia-
sorrendet, akkor (2 + 3)-5-6t frunk. Példdul sin(x -y)-t zardjelezés nélkiill nem is
tudnank infix {rdsmddban leirni.

Megjegyezziik, hogy hasonléan ahhoz a matematikai gyakorlathoz, amikor példaul
egy haromvaltozds fiiggvényt f(x,y,z)-vel jeloliink, példaul egy adott o formuldt,
amelynek szabad vdltozoi pontosan x, y és z, jelolhetiink informdlisan a(x,y,z)-vel.
Ezt a jelolést haszndlva, ha u megengedett helyettesités x helyébe, akkor a helyette-
sités eredményét informdlisan igy is jelolhetjikk: a(x/u,y,z), vagy egyszerien igy:
a(u,y,z).

Végiil osszefoglaldsul megallapithatjuk a kovetkezoket. Az altalunk eredetileg
definiélt prefix frdsmdd elénye, hogy minden tovabbi kiegészités nélkiil lehet6vé teszi a
formulédk egyértelmii olvashatésdgdt (6. Tétel (ii)). A prefix irdsmdd elméleti célokra,
illetve szamitégép szamdra egyszerli €s kielégit6. Azonban a prefix formulak ,kézi
hasznélatndl” nehezen attekinthetdek, ilyenkor az infix {rAsmdd a hasznélatos.

A tovébbiakban azt a kettdsséget fogjuk kovetni, hogy elméleti célokra (péld4ul
bizonyitdsokndl) inkdbb a prefix frdsmddot, mig kézi szdmoldsokndl inkdbb az infix
frdsmddot haszndljuk. A tovadbbiakban feltételezziik, hogy az infix alakd formuldk
csupan informalisak, és maogottiik tulajdonképpen prefix alakii formuldk dllnak, fel-
tételezziik azt, hogy az infix alak a prefix irdsmédnak csupdn dttekinthetd roviditése.

A kovetkez6kben néhdny példdval illusztrdljuk a tanult fogalmakat. A formulak
infix alakban adottak.

1. Példa. ——Py — —=Qy V Ry — Ry.

Az els6bbségi szabdlyokat alkalmazva a formula egy zardjelezett alakja a kovet-
kez6: =——Py — ((—Qy V Ry) — Ry).

Prefix alakja: ——-—Py - V-QyRyRy.

Részformuladk a kovetkezdk: Py, Qy, Ry (atomi formuldk), —Py, = Qy (literalok,
az atomi formuldkon kiviil), =——Py, -Qy V Ry, ~Qy V Ry — Ry.

A formula nyilt, 1 darab szabad véltozéval, y-nal.

2. Példa. Jy(x -y < 0).

Prefix alakja: 3y < -xy0.

1 darab részformula: x -y < 0.

A 0 individuumkonstans.

y barmely véltozéval cserélhets, kivéve x-et, példaul z-vel cserélve: 3z (x -z < 0).
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x barmely véltozéval helyettesithetd, kivéve y-t. Péld4ul x-et u-val helyettesitve
a Jy(u -y = 0) formulat kapjuk.

3. Példa. VxVy(x - Sy=x-y + x).

A prefix alak: VxVy =-xSy + -xyx.

Részformuldk: x - Sy =x -y + x, Vy(x - Sy=x -y + x).

Az individuumvaltozékon kiviil termek: Sy, x - Sy, x -y, x -y + x.
A formula zért, azaz mondat, y nem cserélhetd x-re, és forditva.

4. Példa. Vx(—x=0—dy(y -x =1)).

Prefix alak: Vx — —=x0dy =-yx1.

Részformuldk: x =0,y -x =1, 7x =0, Jy(y -x=1), x =0—Jy(y -x =1).
Termek: x, y,y-x,a0és 1.

A formula zart. Jy hatdskore az y -x =1 részformula, Vx hatdskore pedig a rako-
vetkez$ egész formula. y nem cserélhet6 le x -re, és forditva: —x = 0-ban cserélhetd
Xx az y-ra, y -x = 1-ben pedig nem, de példdul y és x is cserélhetd z-re.

5. Példa. 3v(Vx(Px — Qxy) A(Rx V Suv)).

Prefix alak: 3v AVx — PxQxy V RxSuv.

A formula részformuléi: Px, Qxy, Rx, Suv (atomi formuldk), Px — Qxy,
Vx(Px — Qxy), Rx V Suv, Vx(Px — Qxy) A(Rx V Suv).

A formula nyilt, szabad valtozdi: x, y és u. Jelolhetjiik ezért a formulat példaul
p(x,y,u)-val. x kotott a Vx(Px — Qxy) részformuldban, szabad a Rx V Suv
részformulédban.

Nem megengedett helyettesitések: y/x, y/v, x /v, u/v. De példdul megengedett
helyettesitések: y /u, y/z, x [y, x /u, x [z, u/x, u/y, u/z.

x nem cserélhetd y-ra, és v nem cserélhet6 x, y és u-ra.

Megjegyezziik, hogy ha példdul az eredeti formulabdl elhagyjuk a zardjeleket,
akkor a kovetkezd formuldval ekvivalens, egészen mds értelm{i formulat kapjuk:
VX Px — ((Qxy ARx)V Suv)

6. Példa. IxVx(3y Q(f(x,y),z)V R(g(x),y,a)) — IxVz(x =y) — P(c), ahol a és c in-
dividuumkonstansok.

A reldcidkban Osszetettebb termek szerepelnek, haszndljuk ezért a fiiggvény- és
reldcidjelek utan a zardjeleket.

A formula szabad véltozdi: y és z, noha mindkettd egy-egy részformuldban kotot-
ten is el6fordul.
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z 2

A formula elején dxVx szintaktikailag megengedett, de késGbb latni fogjuk, hogy
dx felesleges.

A formuldban szerepld termek, amelyek nem individuumviltozék: a, c, f(x,y),
g(x)

Nem megengedett helyettesitések: z /y, z /x, y/x,y/z, ezért y és z helyébe példaul
f(x,y) vagy g(x) helyettesitése sem megengedett.

y nem cserélhetd x-re vagy z-re, z nem cserélhet x-re vagy y-ra, x nem cserél-
het§ z-re, y-ra.

1.1.3 Indukcié, rekurzio

Jelen részben a konyvben gyakran haszndlt két definicids (és bizonyitasi) technikat
targyalunk, az indukcio és a rekurzio moédszerét. Mar e részben is alkalmaztuk e
technikakat, alabbi példdink éppen a fejezet eddigi definicidira épitenek, az utébbi de-
finicidkat alappéldakként tekintjiik majd. Jelen rész elsd olvasaskor ki is hagyhat6 ugy,
hogy olvasasdra akkor tériink vissza, amikor az itt szerepld fogalmakkal taldlkozunk
késSbb.

A kovetkezd meghatdrozds mar ismert matematikai tanulményainkbol.

12. Definicié. Tegyiik fel, hogy adott egy U halmazon fiiggvények (miiveletek) egy
Osszessége, €s hogy B részhalmaza U-nak. Ekkor U-nak a B részhalmazt tartalmazo
legsztikebb azon D részhalmazat, amelyik szintén zart az adott fiiggvényekre (mtivele-
tekre) nézve, a B halmazbdl az adott fiiggvények (miveletek) 4ltal generdlt halmaznak
nevezzik.

Megmutathatd, hogy ilyen D halmaz létezik és egyértelmt. D-t a B halmaznak
az adott fiiggvényekre nézve vett induktiv lezdrdsdnak is nevezik. Altalanosithaté a
definici6 dgy, hogy U-n értelmezett mifveletek helyett U-n értelmezett reldciékbol in-
dulunk ki. Hasznélva a fenti definici6 elvét, igazolhatd, hogy példaul a 3. Definicidval
ekvivalens definicié a kovetkezd:

A termek Osszessége a nyelv véges jelsorozatainak azon legsziikebb D részhalmaza,
amelyik tartalmazza az individuumvdltozokat és individuumkonstansokat, és teljesi-
ti azt a feltételt, hogy ha t,...t, D-beli, és f n argumentumii fiiggvényjel, akkor
fti,...ty is D-beli.

Megjegyezziik, hogy a generdlt halmaz fenti altaldnos 12. Definici6janak is 1étezik
olyan véltozata, amely viszont a termek eredeti 3. Definicidjaval allithaté parhuzamba,
ezt itt most nem részletezziik.
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A fenti 12. Definiciéhoz kapcsolddik a matematikdban gyakran alkalmazott, aldbbi
nyilvanval6 tulajdonsdg, amelyet indukcids elvnek hivunk (nem tévesztendd Ossze a
természetes szamok szerinti teljes indukcidval):

Indukciés elv a) Ha D a B halmazbdl adott fiiggvények segitségével generdilt hal-
maz (D, B C U), valamint ha egy B C C C D tulajdonsdgii C halmaz zdrt a generdlé
fiiggvényekre, akkor C = D.

A tovéabbiakban is tegyiik fel, hogy D a B halmazbdl adott fiiggvények altal
generalt halmaz. Sokszor hasznéljuk az indukcids elv kovetkezé valtozatat:

Indukcids elv b) Tegyiik fel, hogy teljesiilnek az aldbbi (i) és (ii) feltételek:

(i) B minden eleme rendelkezik valamely K tulajdonsdggal,

(i1) a D-t generdlo fiiggvények megdrzik a K tulajdonsdgot (tehdt ha az ay, . . .amy
elemek K tulajdonsdgiiak, és t(xy,...xn) egy generdlé fiiggvény, akkor a
t(ai,...am) elem is K tulajdonsdgii).

Ekkor a B dltal generdlt D halmaz is rendelkezik a K tulajdonsdggal.

Az indukcios elv segitségével tehdt a K tulajdonsag kiterjesztheté B-r8l D-re.
Az indukciés elvet felhaszndlhatjuk tovdbbi definicidk, valamint bizonyitdsok céljéra.
Specidlisan, ha B az atomi formuldk Osszessége, a fiiggvények a logikai miiveletek, D
pedig az Osszes formuldk Gsszessége, akkor az indukcios elv b) vdltozatdt formulain-
dukcionak nevezzik.

Tehdt a formulaindukcio szerint, tegyiik fel, hogy valamely K tulajdonsdg

(1) igaz atomi formuldkra, valamint

(ii) igazsdga oroklédik tetszbleges o és B formuldkrol a —a, Naf, Vaf, —af,

+~af, Ixa és Vxa formuldkra.
Ekkor a K tulajdonsdg igaz minden formuldra.

Masik gyakran alkalmazott elv a matematikdban a rekurziéval torténd definicio,

amikor szintén a 12. Definicidra, de annak specidlis esetére, a ,,szabadon generalt” D
halmaz fogalmara épitiink. Ez ut6bbi fogalmat itt nem részletezziik, de megmutathat6,
hogy példdul az Allitdsformuldk Osszessége ,,szabadon generdlt” az allitdsszimbolu-
mokbdl az éllitdsmiiveletek dltal (de példdul egy tetszdleges csoport valamely tetszo-
leges B részhalmaza altal generdlt csoport mar éltaldban nem szabadon generdlt, lasd
még a 6.1 alfejezetet).
A ,miivelettarto fiiggvény” fogalmaval mar taldlkoztunk matematikai tanulmanyaink
sordn. Példdul egy kétvéltozds, valamely H halmazon értelmezett i fliggvény mi-
velettarté a szintén kétvaltozés +-szal jelolt miiveletre nézve, ha h(a + b)=ha + hb
minden a, b € H elemekre.

A rekurzioval torténd definicionak, masképpen fiiggvények rekurzioval torténd
kiterjesztésének, a kovetkezd, konnyen igazolhaté6 4llitds az alapja:
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Rekurzidelv (kiterjesztés rekurzidval). Tekintsiink egy tetszéleges B halmaz dltal
bizonyos adott fiiggvényekre nézve , szabadon generdlt” D halmazt és egy tetszdleges
f fiiggvényt B-n. Ekkor

(1) ha B-n f miivelettarté bizonyos adott miiveletekre, tovabbd

(i) f egyértelmiien kiterjeszthetd D-re,
akkor kiterjesztése is miivelettarto ezen miiveletekre D-n.

Tekintsiik példaként a formuldk hosszdnak definiciéjat. Tegyiik fel, hogy a nyelv
allitdsnyelv, tehdt csak az allitdskonstansokat és a -, A, V, —, <+ logikai miiveleteket
tartalmazza. Emlitettiik, hogy ekkor a formuldk 6sszessége ,,szabadon generalt”.

A formulédk L hosszdnak egy lehetséges definicidja:

(i) L(p)=1, ha ¢ atomi formula,

(i) L(—¢)=1+ L(p), ahol ¢ tetszbleges formula, illetve

Lip xyp)=1+ L(p) + L(y), ahol ¢ és y tetszbleges formuldk, és x a A, V,
—, <> miiveletek barmelyike lehet.

Az individuumvaltozdk szabad (illetve kotott) elforduldsdnak, valamint a helyet-
tesités és csere miiveleteinek formdlis definicioja szintén rekurzidval torténhet, ennek
meggondoldsat az Olvaséra bizzuk.






2. FEJEZET

A LOGIKA
HALMAZELMELETI
FELEPITESE

A logika, a matematika a fizikai val6sag egy-egy szeletét a maga sajatos eszkozeivel
vizsgélja. Egyik ilyen lehetséges eszkoz a szemantika, amikor a valésdg egy szeletét
egy halmazzal és a halmaz elemei kozott fenndllo bizonyos reldciokkal modellezziik.
Célul ttizziik ki, hogy az ezen relacidkkal kapcsolatos lehetséges (elsérendd logikai)
allitasok igazsagat megallapitsuk. A széban forgd halmaz és a vizsgélt relacidk egyiit-
tesét struktdrdnak nevezziik. A logika mdsik lehetséges eszkdze a bizonyitdselmélet
(lasd 3. fejezet), amikor is formélis kovetkeztetések alkalmazdsdval nyeriink tételeket.
A szemantikai és a bizonyitdselméleti iit esetén is sziikség van egy rogzitett L formdlis
nyelvre, amelyen a matematikai allitdsainkat megfogalmazzuk.

Jelen fejezetben a logika (matematika) szemantikdjdnak alapfogalmaival foglalkozunk,
illetve ehhez kapcsolddé néhany témakort érintiink.
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2.1 Struktiira, igazsag, formalizalas

2.1.1 Struktara

Matematikai tanulmanyaink nagy része egy-egy rogzitett struktira vizsgalatabdl allt.
Jelen részben a struktira (elsdrendd struktira) dltaldnos fogalméval foglalkozunk.

El6szor emlékeztetiink a matematikai tanulmanyainkb6l mar ismert reldcié és
fiiggvény fogalmakra. Egy A halmazon értelmezett valamely n argumentumd R reld-
cion az n-szeres A X A X ...X A Descartes-szorzat egy rogzitett részhalmazdt értjiik.

Ha az (ay, ay,... ap) sorozatra (aj, ay,...a,) € R, akkor azt mondjuk, hogy az
ai, az,...ay elemek reldcioban vannak egymdssal R szerint, vagy mésképpen, R igaz
(ay, az,...an)-re.

Emlékeztetiink arra, hogy minden n argumentumd f fliggvény egy specidlis n + 1
argumentumu reldcid, nevezetesen ,,grafikonjanak” F reldcidja, tehat f (ay, ap, ...ay) =
b akkor és csak akkor, ha (ay, as,...a,, b) € F.

A reléciok halmazok (mésképpen ,,igazsdghalmazok™), ezért definicid szerint nem
rendelkeznek ,,igazsdgértékekkel”. Azonban a reldcidk madsik lehetséges definicidja
az lehetne, hogy egy reldcié ,,igazsagértékek” (igaz és hamis) hozzarendelése az
(a1, ap,...an) n-esekhez. Példdul, ha P a természetes szimok N halmazan értelmezett
»paros szdm” relacid, akkor P, definicié szerint, a paros szdmok részhalmaza, és nem
»igazsagértékeknek” (hamis, igaz) egy olyan hozzarendelése a természetes szamokhoz
(azaz egy olyan fiiggvény), hogy Px ,igaz”, ha x paros (jelolésben Px =7), és Px
»hamis”, ha x pdratlan (Px =|). E két megkozelités természetesen ekvivalens, jelen
példanal x € P fennall pontosan akkor, ha az ,.x paros” allitas ,,igaz”.

Halmazként kezelni a reldcidkat technikailag egyszeriibb és természetesebb, azonban
intuitive é€s a matematikai logika szempontjabdl sokszor a masik megkozelités a ter-
mészetesebb (példdul természetesebb azt mondani, hogy 2 < 3 ,.igaz”, mint azt, hogy
a (2,3) sorozat benne van a < reldci6 igazsdghalmazdban).

Ezért a tovdbbiakban azt a kett&sséget vdlasztjuk, hogy a terminologia és jelolés
szintjén hasznaljuk azt, hogy ,,igaz”’ vagy ,,hamis”, de arra gondolva, hogy e for-
malizmus mogott a tartalom az, hogy ,,eleme” vagy ,,nem eleme” a reldcionak (az
wigazsdghalmaznak”). Ez a kett6sség végigvonul majd egész targyaldsunkon.

Tehat R(ay, ay, . ..an) =1 azt fogja jelolni, hogy az (a;, ay,...a,) sorozat eleme az R
reldcionak, és azt mondjuk, hogy R ,igaz” (a, ay, ...ay)-re, tehdt R(ay, az, . .. a,) egy
igazsagértéket jelent.



2.1 STRUKTURA, IGAZSAG, FORMALIZALAS 47

Tegyiik fel, hogy adott egy £ u tipusu elsérendl nyelv, amely az fi, f>,... fiiggvény-
és Pi, P,... relaci6jeleket tartalmazza.

1. Definicio

Egy u tipusu struktiirdn értjik a kovetkezd A sorozatot:
A=(A A A PR PR,
ahol A egy nem iires halmaz, a struktdra alaphalmaza (univerzuma),
flA7f2A7"'PiA7 I)QA
pedig rendre a nyelv u tipusanak megfelel6 argumentumszamui, A-n
értelmezett fiiggvények (transzformaciok), illetve relacidk, amelyekre

azt mondjuk, hogy a nyelv filiggvény-, illetve rel4cidjeleinek interpretd-
cioi.

Megdllapithatjuk, hogy egy struktira tulajdonképpen egy A halmaz és vele kapcso-
latos bizonyos Kitiintetett halmazok, a relaciok és a fiiggvények (mint specialis
relaciok) osszessége.

Ha A nem tartalmaz reldcidkat, akkor szokds algebranak is nevezni, ha pedig fiigg-
vényeket nem tartalmaz, akkor modellnek is hivjuk. Azonban a struktira és modell
kifejezéseket gyakran haszndljuk egymas szinonimdjaként is. Mivel a fiiggvények
tekinthet8k reldcidknak is, ezért minden algebrahoz rendelhetiink egy vele ekvivalens
modellt. Azonban ez az 4ttérés nem mindig természetes.

Struktiira szdmossdgdn alaphalmazédnak szdmossdgat értjiik. Ha nem okoz félre-
értést, akkor elhagyjuk az A fels indexeket a fliggvény- és a relacidjeloléseknél, de
emlékezetben tartjuk azt, hogy a nyelv fiiggvény- és relacigjelei, illetve a struktiira
fiiggvényei és relacioi l1ényegesen kiilonboz6 fogalmak. Amikor egyazon nyelvhez
tartozd, de kiilonboz6 struktirakkal dolgozunk, vigyaznunk kell a konkrét fiiggvények,
relaciok jelolésének megkiilonboztetésére. Fontos specidlis esete az interpretacionak,
amikor egy nyelvbeli a individuumkonstanshoz (0 argumentumu fiiggvényjel) A-nak
egy a? elemét rendeljiik.

A matematikdban haszndlt legtobb struktira csak véges sok fiiggvényt, illetve reldciét
tartalmaz, de ezt nem koveteltiik meg a fenti definiciéban.

Feltételezziik, hogy a struktirdk mar definidltak valamilyen mddon, tehat jelen
részben nem vizsgaljuk azt, hogy hogyan jottek 1étre (lehet egy struktdra kdzvetleniil
a fizikai valésdg halmazelméleti modellje, vagy adédhat més struktirdkbdl valamely
halmazelméleti konstrukciéval, mint példdul a valés szdmok stb.).

Példakat mutatunk struktirakra:

1. Példa. L: +, -, S, 0, <. Aritmetika tipusii struktira:

N=(N, +N, N gN oV, M),
ahol N a természetes szamok halmaza, +N , N , sN , oV , <N pedig rendre a szoka-
sos Osszeadas, szorzas, rakovetkezés (SN n=n + 1), nulla és a rendezés N-en.
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2.Példa. £: +, -, —,0, 1, <. Rendezett valds tipusi struktiira:

R:<R7 +R7 'Ra _Ra OR’ lRa <R>7
ahol R a valés szamok halmaza, +R, R , —R, OR, IR, <R pedig rendre a szokdsos
Osszeadas, szorzds, minusz (ellentettképzés), nulla, egy és a rendezés R-en.

3. Példa. L: +, -, —, 0, 1. Egy Boole-algebra tipusii struktiira a raciondlis szdamok
,»hatvanyhalmaz-algebrdja”:

B=<ZQ’ U’ m’ N’®’ Q>7
ahol Q a racionalis szdmok halmaza, 2€Q ennek hatvanyhalmaza, a mtiveletek: az unid,
metszet, komplementerképzés, a konstansok: az iires és az egység halmaz.

4. Példa. L: +, 0. ,,Baby aritmetika” tipusii struktira:
/A !
N'=(N, +M oM,

/ !
ahol +/ , 0N a szokdsos osszeadds és a nulla N-en.

5. Példa. A 4. Példabeli struknirdt kiterjesztjiik 1igy, hogy az alaphalmaz az egész
szamok E halmaza legyen. Ekkor

5’:(5, +& 05'>,

! i
ahol +€ és 0°" a szokdsos dsszeadds és nulla E-n.

6. Példa. Az 5. Példabeli struktiira nyelvét kibdvitjiik egy egyvdltozds miivelettel, a
—-szal (tehdt a nyelv: +, —,0). Ekkor a kibévitett 5. Példabeli struktiira:

" " "
5”=<E, +€ , _& ,05 >,

"
ahol —€" a szokisos ellentettképzés E-n. Beldthatd, hogy £ szintén csoport.

7.Példa. L: F, I, T rendre 1, 1, 2 argumentumii reldcidjelek. Az A struktiira alaphal-
maza legyen az emberek halmaza, F és I interpretdcidja legyen a ,.fiatal” és ,,idds”
tulajdonsdg, T interpretdcidja pedig a ,tiszteli az illetdt” reldcio.

Latni fogjuk, hogy az A struktira példaul alkalmas arra, hogy a ,,Nem minden
fiatal tiszteli az id6seket” hétkdznapi allitds ,,formalizaltjat” vele interpretdljuk (14sd

még e rész végén a 3. Példat).

2.1.2 Igazsag

Eljutottunk oda, hogy értelmezhessiik a logikai igazsag egyfajta fogalmat, definialhas-
suk az ,,a formula igaz az A struktiirdn” szemantikai igazsagfogalmat, ut6bbi a logika
egyik kozponti jelent6ségii definicidja lesz.
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2. 2

A formuldk koziil a nyilt formuldk igazsagértékérdl csak abban az esetben lehet
majd beszélni, ha a benniik szerepld individuumvaltozéknak konkrét értékeket adunk,
ez esetben azt mondjuk majd, hogy a ,,formula igazsdga az individuumvdltozok adott
értékelése mellett”.

Az x1, X2,... individuumvdltozé-sorozat értékelését az A struktiirdn egy A-bdl

szdrmazo o =(ay, ay,...) sorozattal adjuk meg, ahol a; € A legyen az x; véltoz6 ak-
tudlis értéke. Ekkor a r(xy, x2,...x,) term (fiiggvény) aktudlis értékét a o értékelés
mellett az Osszetett fiiggvény szokdsos kiértékelési szabdlya definidlja, ezt az értéket
roviden igy jeloljiik: 19, vagy igy: t(ay, aa, ...an) (hangsilyozzuk, hogy ez utébbi az
ai, as, ...a, elemek miatt mdr nem a nyelv kifejezése altaldban).
Amennyiben a o értékelésrdl ttériink az (ay, as,...a;/a,...) értékelésre, azaz x;-t
a-val értékeljiik az eredeti aq; helyett, akkor ezt oc’; jeloli. Szoktuk a o} vagy a of
jeloléseket is hasznalni, amely ugyanazt jelenti, mint o), tehat azt, hogy annyiadik
helyre helyettesitjiik a-t a 0 sorozatban, ahdnyadik tag x; (vagy x) az individuumval-
tozok sorozatdban.

A nyelv adott ¢ formulaja igazsaganak definicioja .A-n az individuumvaltozok
adott o értékelése mellett (tehdt «:” igazsiganak, méasképpen igazsdgértékelésének
definicidja) indukcioval torténik, a formuldk definiciéjadnak megfelelGen:

2. Definicio. (Igazsagértékelés struktirdn.)

(i) ha P(t, 7, ...t;y) a nyelv atomi formuldja, ahol ¢, 1, .. .1, tetsz6leges ter-
mek, akkor
Po(t1, ty,...ty) igaz akkor és csak akkor, ha (17, 15,...15) € PA,

(i1) ha #; és t, termek,
(11 =12)? igaz akkor és csak akkor, ha 1 =17,

(iii) ha a9 és B9 igazsdgértékei mar adottak A-n, akkor
(—a)?  igaz akkor és csak akkor, ha ¢ hamis,
(a AB)° igaz akkor és csak akkor, ha @ igaz és ¢ igaz,
(a VB)? hamis akkor és csak akkor, ha ¢? hamis és f¢ hamis,
(@ — ) hamis akkor és csak akkor, ha ¢ igaz és B hamis,
(a +fB)? igaz akkor és csak akkor, ha ¢ igaz és $ igaz, vagy o’ hamis
és fY hamis,

(iv) ha az af% -k igazsdgértékei mdr adottak minden a € A-ra, akkor
(3x;a)°  igaz akkor és csak akkor, ha van olyan a € A, hogy % igaz,
(Vx;a)®  igaz akkor és csak akkor, ha barmely a € A-ra a% igaz.

Ami az igazsagérték jelolését illeti, tovabbvissziik azt a konvenciét, amelyet a 2.1.1.
elején emlitettiink a reldciokkal kapcsolatban.

a igazsagat az A struktirdn a o értékelésre nézve igy jeloljik:
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a? =t A-n vagy
AkEa’

Azt mondjuk, hogy A kielégiti az ¢ formulat a o értékelésre nézve, vagy A modellje
a?-nak.

Két észrevételt tesziink a o értékelés szerepére vonatkozdan:

e Specidlisan, amennyiben « zart formula, akkor igazsagértéke nem fiigg o-tol. Az
individuumvaltozok értékelésétdl fiiggetleniil tehat a zart formuldknak (mondatok-
nak) van igazsagértéke egy struktirin.

Ezért ha « zart, mivel o felesleges bizonyos értelemben, a fenti % =1 jelolés
mellett a kovetkezdt is haszndljuk:

a=1 A-n,

ahol tehit @ « ,igazsdgértékét” jeloli az A struktdran.

e Ha a 0y és 0y értékelések egy a formula szabad vdltozoin megegyeznek, akkor
a%l és a2 igazsiagértéke is megegyezik, mint az konnyen ellendrizhet induk-
cioval, a definici6 fenti pontjait kovetve. E megjegyzés értelmében, elegendd
csupdn ¢ szabad valtozdinak értékelését megadni o-bodl, ezért az o (x1, x2,...x,)
formula esetén haszndlhatjuk a kovetkezd jeloléseket is: AFEa(ay, ay,...an) vagy
AEalay, as,...ay]. Vigydzzunk, itt a(ay, as, . ..ay) vagy alay, as,...an] csupdn
jelolés, nem formula.

Altaldnosabban az is igaz, hogy egy formula igazsagértéke csak a benne el6fordul6
nemlogikai jelek interpretaci6itdl fiigg.

Az alapvet6 2. Definicié kapcsdn egy észrevételt tesziink a logika (matematika)
halmazelméleti felépitésérol:

A valésdg ilyen médon torténd matematikai tdrgyaldsa szemléletes és természetes,
gyengéje azonban, hogy dltaldban nem algoritmizdlhat6 (tehdt szamitégéppel példaul
nem kezelhetd), és fiigg egy erSs elmélettdl, a halmazelmélettSl. Ezért is mutatunk
majd egy masik utat is a logika felépitésére, a bizonyitdselméleti utat. Annak, hogy
az igazsagértékelés nem algoritmizalhatd, egyik oka az, hogy a struktirdban talalhat6
relacidk (fiiggvények) dltaldban mar maguk sem feltétleniil ,,rekurzivak”, masik oka,
hogy a kvantorok éltaldban tetszleges végtelen univerzumon futhatnak, ezért sem a
»van”, sem a ,,minden” kvantor igazsidgértéke a definicié alapjan nem meghatarozha-
t6. Példaul tekintsiik a ¢ =VN In (n > N A P(n) A P(n + 2)) formulét a természetes
szamokon, ahol P(n) a VxVy(n=x -y —x =1V x =n) formula, és jelentése az, hogy n
primszam. ¢ jelentése: végtelen sok ikerprimszdm létezik. Tehét a viszonylag egyszeri
¢ formula a matematika maig megoldatlan problém4jat takarja, a definicié alapjan
igazsagértékét meghatdrozni természetesen nem tudjuk.
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Roviden kitériink a formulak igazsdgértékelésének specidlis esetére, az allitasfor-
mulak igazsagértékelésére:
Mivel dllitdslogikdban nincsenek véltozok, ezért dllitaslogikdban az igazsigértékelés
2. Definici6jabol csak a definici6 (i) és (iii) pontjaira van sziikség. (i)-nél elég megadni
az allitdskonstansok ,,igazsdgértékeit”, (iii)-ndl pedig nincs sziikség o fels6 indexekre.
Allitaslogikaban természetesen a struktira fogalma is leegyszeriisithetd.

Az igazsagértékelés (iii) pontjdhoz tartoz6 definicidkat szokds igazsdgtdabldzatok-
kal megadni. Példdul az AA B, AV B, A— B miiveletek igazsdgtablazatai rendre:

A\B |1 ] A\B|T | AV-IE
R ot R
ol ot ot

Emlitettiik mér az 1. fejezetben, hogy az implikdciét mint miveletet ne tekintsiik ,, ko-
vetkeztetésnek”. A fentiek alapjan, az implikacié csupan egy olyan miivelet, amely
pontosan akkor hamis, ha az eldtag igaz, az utétag pedig hamis. Az implikaci6
definiciéjanak kérdésére késébb, az tigynevezett Dedukcid tétellel kapcsolatban még
visszatériink.

& ok ok

Az igazsdg definicidjdhoz kapcsol6d6 néhany fontos egyéb definicidt ismertetiink:

Gyakran van sziikség arra, hogy ne csak egyetlen formula, hanem egy formulahalmaz
igazsdgarodl is beszélhessiink egy struktirdn (mdsképpen arrdl, hogy adott struktdra
kielégiti-e formuldk egy véges vagy végtelen halmazdt, példaul egy axidmarendszert).
Erre vonatkozik a kovetkezd definicié:

3. Definicio. L-beli formuldk egy ¥ halmaza akkor igaz egy adott A struktirdn egy
adott o értékelés mellett (A akkor elégiti ki Y-t az adott értékelés mellett), ha X
valamennyi formuldja igaz a o értékelés mellett. Jelolése: A X0,

Emlékeztetiink arra, hogy adott struktdrdn egyik fontos célunk a formuldk igaz-
sdgértékének meghatirozasa. Ezzel kapcsolatos a kovetkezd definicié:

4. Definicio. (Struktdra elmélete.)

Az A struktira elméletén, Th.A-n, az L nyelv azon zart formuldinak
halmazat értjiik, amelyek igazak A-n, tehat
ThA={p: ¢ =1 A-n,és ¢ zart}.

Legyen K egy adott £ nyelv tipusu struktiraosztaly.
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5. Definicio. (Struktdraosztily elmélete.) Egy K struktiraosztaly elméletén az L nyelv
azon zart formuldinak halmazat értjiik, amelyek valamennyi KC-beli struktiran igazak,
tehat

ThK ={p: ¢ =1 minden K-hoz tartozé struktiran} .

Legyen L egy fiiggvényjelmentes nyelv. Tekintsiink egy £ tipusi C modellt.
Rendeljiink a C modell C’ alaphalmazdhoz egy olyan C szimbélumhalmazt, amelyik
kolcsonosen egyértelmien megfeleltethetd C’-nek, és jelolje ¢ a ¢’ elemnek megfelels

Py

elemet. Emlékeztetiink arra, hogy a C-vel bovitett nyelvet igy jeloltiik: L£(C).

6. Definicio. A C modell L-beli D diagramjdn értjiik az L(C) nyelv 6sszes lehetséges,
kovetkezd tulajdonsagi P(cy, c2,...cn) vagy —P(cy, c2,...cp) alakid zart literdljainak
olyan halmazit, hogy
P(cy, c2,...cp) € D akkor és csak akkor, ha P(cy, ¢5,...cp) =1 A-n,
—-P(cy, ¢2,...cn) € D akkor és csak akkor, ha P(ci, ¢5,...c),) =] A-n,

ahol P L-nek Osszes reldcidjelein fut.
Pozitiv diagramnak nevezziik a diagramnak azt a részhalmazat, amely az igaz formu-
ldknak megfelelé P(cy, c2,...c,) atomi formuldkbdl 4ll, tehat

D={P(cy, c2,...cn): P(c}, ¢, ...c;) =T A-n, P relicidja L-nek} .

Tehat £(C) minden o atomi formulajara vagy a € D, vagy ~a € D. Pozitiv
diagramrdl beszéliink tehat akkor, ha D L£(C)-nek csak az A-n igaz atomi formuldit
tartalmazza.

A diagram egy adott modellnek a nyelvbeli (szintaktikai) ,,képe”, modell és diagramja
egymdsnak kolcsondsen egyértelmiien megfeleltethetSk.

A fenti definici6 konnyen atvihet6 modellrdl (tehét fiiggvényjelmentes struktdrardl)
tetszbleges struktiirdra, P(cy, c,...cpn) helyett ekkor £(C)-nek tetszGleges (termeket
is tartalmazd) atomi formul4jat kell szerepeltetni.

2.1.3 Igazsaghalmazok

Ezutin az els6rendd formuldk igazsigértékelésének definicidjat mas oldalrdl kozelit-
jiik. Vegyiik észre, hogy az igazsdg definicidjdhoz egyrészt sziikség volt a formadlis
nyelv fogalméra, masrészt a halmaz fogalmdra. Most a halmazelméleti kapcsolatra
forditjuk figyelmiinket.

Egy konkrét struktirdban a konkrét reldciok (mint ,,igazsdghalmazok™) a nyelv reléci-
Ojeleinek interpretacidi. Az el6z6 részben célként tliztiik ki, hogy ezt ltalanositsuk az
0sszes formuldra. Ezt valdsitja meg a kdvetkezd definicid:



2.1 STRUKTURA, IGAZSAG, FORMALIZALAS 53

7. Definicio. Egy a(x1, x3,...x,) formula [a] igazsighalmaza az A struktirdn az
individuumvéltozok o értékeléseinek azon halmaza A-n, amelyekre o =1 A-n, tehat

={0:a?=t A-n}

s se 2

tetiink a kovetkezdre:

Az a? =1 vagy a? =] jelolések megfelelnek annak, hogy o0 € vagy
o & az igazsdghalmaznak, tehit e jelolések az ,.eleme”, ,,nem eleme”
kédolésai.

A 2.1.1-ben rel4cidk ,,igazsdghalmazaira” és magukra a reldciékra mint ,,igazsag-
halmazokra” elmondottak altaldnosithatok tetszéleges formuldkra.
Egy korabbi megjegyzés értelmében, amennyiben az o formula n szabad valtozds,
akkor a igazsdga csak a benne szerepld n szabad individuumvdltozé értékelésétsl
fligg. Az igazsdghalmazok tehdt csak véges dimenzio6tdl ,.fliggenek” (véges dimenzids
halmazok tgynevezett ,.cilinderhalmazai” (,,hengerhalmazai”)). Azonban az egységes-
ség és egyszerliség kedvéért az igazsdghalmazokat mégis az dsszes individuumvaltozé
lehetséges o értékelései bizonyos Osszességének tekintjiik (végtelen sorozatok egy
halmaza).

A kovetkez$ tétel azt tiikrozi, hogy az igazsagértékelés lépései ,,mogott” a hal-
mazmiiveletek allnak. Egyszertiség kedvéért most is tegyiik fel, hogy az L nyelv
nem tartalmaz mas fiiggvényeket mint individuumkonstansokat. Legyen C rogzitett
struktura.

8. Tétel. Legyenek « és B tetszGleges formuldk L-ben. Ekkor igazak a kovetkezd
allitasok:

i) [-al=~Ial,
() [aAB]=lalN[B].
(ii1) [a \/ﬂ]=[a [ﬂ]
(i) [ral=Ueec[a™]
W) [¥xal=Neec e ]

x>

ahol az igazsdghalmazok a rogzitett C struktirara vonatkoznak, amelynek alaphalmaza
C’, a jobb oldali halmazmfiveletek C’ megszamlalhaté direkt hatvanyan értelmezettek,
a (iv) és (v)-beli jobb oldali formuldk pedig L£(C)-beliek, ahol C elemei rendre a
C'-beli elemek nevei.

Bizonyitas. A kovetkez6 ekvivalencidkndl felhasznaljuk az igazsagértékelés definici-
6jat, valamint a halmazmiiveletek definiciéit.
1) cE[~aleoda]leoE~al
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(i) cEanp] e o€Ea]lésoEf] < oEalN][B].

(i)o EfaVP] < o€ la]lvagyo € [B] © o € [a]U [B].

(iv) 0 € Bxal < 0, € la] valamely ¢’ € C-re & 0 € [ (x/c)], mivel a(x /c)-
ben x kotott, és ¢ interpretdcidjanak neve ¢’. Tehdt 0 € . c[a(x/c)].
Forditva, ha 0 € J.e ¢ [a(x/c)], akkor 0 € [a(x /c)] valamely c-re, ezért
oé“, € [a], vagyis 0 € [Gx«].

(v) Hasonléan igazolhat6, mint (iv).

|

Konnyf ellendrizni, hogy a formuldk igazsdghalmazai zdrtak az U, N, ~, () halmaz-
miiveletekre, ezért Boole-halmazalgebrdt alkotnak, sét az is igaz, hogy tigynevezett
., cilindrikus halmazalgebrdt” alkotnak (14sd 6.1).

Megjegyezziik, hogy hasznalva a formuldk induktiv definici6jat, a fenti tételben
foglaltak alkalmasak arra, hogy formulak igazsagértékelésére egy masik definiciot
adjunk (amely az eredetivel ekvivalens). Ugyanis atomi formuldk igazsdghalmazaibdl
kiindulva, alkalmazva a formuldk induktiv definiciéjat és a 8. Tételt, definidlhatjuk
tetszoleges formula igazsdghalmazét.

Igazsdghalmazokkal kapcsolatos fontos definicié a kdvetkez6:

9. Definicié. Egy tetszéleges Q (QC A X ... X A) n argumentumdu, az A struktira
A alaphalmazédn értelmezett relacié definidlhaté A-n az L nyelven, ha van L-nek
olyan n szabad véltozés o formuldja, amelyre [a] [ A" =Q (ahol [a] | A" jeloli az
[a] igazsaghalmaz n dimenzids korlatozasat).

Egy Q reléci6 tehat akkor definidlhaté A-n, ha pontosan ,,lefrhaté” a nyelv valamely
formuldjaval mint annak igazsdghalmaza.

2.1.4 Formalizalas

El6szor néhany észrevételt tesziink a struktiira és az igazsdg fogalmanak hatterével
kapcsolatban (az egyszertiség kedvéért most csak zart formulakra gondolunk):

Arrél j6 képiink van matematikai tanulmanyainkbdl, hogy mit jelent az, hogy egy-
egy matematikai (,,formalizalt”) allitds a matematika valamely konkrét teriiletén
igaz vagy hamis (példdul geometriai allitdsok a sikrdl vagy aritmetikai allitdsok
a szamokrdl stb.). Altaldban osszetettebb a helyzet a hétkoznapi élet allitasait (a
,»hétkdznapi allitasokat™) illetSen. Erdemes err6l az oldalrdl is megkozeliteni az
igazsig értelmezését, ekkor a matematikai allitasok igazsdganak fogalmat is mé-
lyebben megértjiik (a matematikai 4llitdsok is sokszor csak , kvdziformalizéltak™).
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A ,hétkdznapi allitdsoknak™ is van ,logikai szerkezetiik”, ,.elemi allitdsokbol”,
logikainak tekinthetd ,,miveletekkel” (példaul ,,és”, ,,vagy”, ,,nem”, ,létezik” stb.)
jonnek 1étre. Ezt a logikai szerkezetet probaljuk megragadni, amikor az dllitdst egy
formdlis nyelvre leforditjuk, és kapunk egy ¢ formuldt. ¢ ekkor csak az eredeti
allitas logikai szerkezetét 6rzi meg, jelentése és igazsagértéke nincsen.

A ,hétkdznapi 4dllitdsok™ is a valdsdg egy-egy szeletére vonatkoznak: bizonyos
dolgok Osszességére és ezek kozotti viszonylatokra. Mint tudjuk, utébbiakat az
elsérendd logikaban egy halmazzal és vele kapcsolatos bizonyos reldciokkal (be-
leértve a fiiggvényeket is), azaz egy A struktiirdval modellezziik. Egy ¢ formula
gy nyer majd jelentést és igazsdgértéket a logikdban, ha elemi Osszetevdit, azaz
a benne elSfordul6 relacio- és fiiggvényjeleket interpretdljuk, vagyis hozzdjuk
rendeliink egy A struktirdt, azaz valamely konkrét halmazon konkrét reldcidkat
és fiiggvényeket. Mindez mar meghatdrozza a ¢ formula egy lehetséges inter-
pretacidjat (igazsdghalmazat) €s jelentését a logikdban, ezen keresztiil pedig zart
formuldk esetén igazsagértékét. ¢ ezen interpreticidjat nevezziik szdndékolt in-
terpretdcionak.

Felvet6dik a kérdés, hogy milyen szempontok szerint vdlasztjuk ki a jelenség
vizsgdlatdhoz, az dllitdsok formalizdldsdhoz sziikséges nyelvet, azaz a nemlogikai
konstansokat: a reldcidkat és fiiggvényeket. Péld4ul, ha a természetes szdmokat
kivanjuk vizsgélni, tehat a természetes szdmok halmaza az univerzum, akkor te-
kinthetjiik fliggvénynek csak az Osszeadast, de hozzavehetjiik a szorzast, majd a
< relaciét is stb. S&t elvileg felvehetnénk a természetes szdmokkal kapcsolatos
»osszes reldcidt” is a struktirdba. Arra a kérdésre, hogy egy adott jelenség vizs-
gdlatdhoz milyen nyelvet valasszunk (és ezért mennyire b6 struktdrat), altaldnos-
sdgban azt vélaszolhatjuk, hogy fel kell mérni, hogy minek érdekében kivanunk
eredményeket nyerni. Ha 6sszetettebb a nyelv (és ezért a hozza tartozé struktira),
ennek dra, hogy bonyolultabb a vizsgalata. Az ismert struktirdk esetén (természe-
tes szamok, geometria, csoportok stb.) mar nagyjabdl tudjuk, hogy egy-egy relacié
elvétele vagy hozzdaddsa a nyelvhez (struktirdhoz) milyen kdvetkezményekkel jar
a struktdra elméletére nézve. A reldcidk definidlhatésdgédnak fogalma pedig majd
segit abban, hogy eldontsiik, érdemes e egyaltaldn a nyelvet b6viteni ahhoz, hogy
egy adott R reldciét kezelni tudjunk.

Ezutan két megjegyzést tesziink:

Az egyik megjegyzés, hogy a ,.hétkdznapi allitdsok™ jelentésének a logikdban az
felel meg, hogy a formalizalt 4llitast, a formuldt kiegészitjiik egy interpretdcidja-
val, tehdt a formula és az interpretici6 egyiittesét (parjat) tekintjiik (itt bizonyos
kiilonboz6 alakd formulédkat, az tgynevezett ,logikailag ekvivalens” formulakat,
azonositjuk). Onmagdban az interpretdcié nem tekinthetd teh4t jelentésnek (példa-
ul valamennyi hamis formula interpretacidja az iires halmaz). A jelentés fogalmat
sokféleképpen szoktak modellezni a logikaban, és ennek kiterjedt irodalma létezik.
Példaul egy zart formula jelentésének lehet tekinteni az dsszes olyan interpretacid



56 2. FEJEZET: A LOGIKA HALMAZELMELETI FELEPITESE

egyiittesét is, amely mellett igaz a formula. Sziikségszer(, hogy a modellezésnél
a hétkoznapi jelentés dltalaban veszit informécidtartalmabdl.

A masik megjegyzés, hogy még metaszinten feltételeztiik, hogy egy-egy ,.hét-
koznapi allitds” csak ,,igaz” vagy ,.hamis” lehet, tehat nincs harmadik lehet&ség.
Feltételezziik tovdbb4, hogy amennyiben valamilyen ,,logikai szerkezet” 4ll az 4l-
litds mogott (a hétkdznapi értelemben), azaz més 4llitasokbdl bizonyos logikainak
tekinthetd miiveletekkel adddik, akkor igazsaga csak ezen ,logikai szerkezett6l”
és a résztvevd 4llitasok igazsdgaitol fiigg, tehat példdul a résztvevd allitdsok és az
egész allitas jelentésétdl nem fiigg. Vegyiik észre, hogy mindezen feltételezéseknek
az igazsdagértékelés dltalunk adott definicioja valoban megfelel.

A konkrét hétkoznapi 4llitdsok (vagy ,.kvaziformalizalt” matematikai allitdsok)
logikai szerkezetének, jelentésének, igazsdgdnak modellezése a matematikaban egy
fontos alkalmazdi feladat.

Azt a tevékenységet, amikor egy hétkoznapi allitdshoz magadunk egy £
formadlis nyelvet, ezen pedig egy a logikai szerkezetét tiikr6z6 ¢ formulat,
formalizalasnak nevezziik.

A formalizdldsnak tobb viltozata is ismert. Péld4ul erdsebb értelemben megengedhetd,
hogy az 4llitast nem egyetlen, hanem végtelen sok formuldval formalizaljuk (abban az
értelemben, hogy ezek egyiittese egyszerre elégiiljon ki).

A formalizél4s mellett mdsik fontos eleme a logika alkalmazédsdnak, hogy meg-
adunk a valasztott nyelvhez és formulahoz egy szandékolt interpretaciot, azaz
megadunk egy olyan modellt, amely tiikrozi a vizsgalt objektumok Osszességét és az
azok kozotti viszonylatokat. A ,,szadndékolt interpretacid” kifejezés helyett hasznédljuk
a ,,standard modell” terminolégiat is, f6leg a modellelméletben (lasd a 4.2 alfejezet).
Az is el6fordulhat, hogy nincs egyetlen szandékolt interpreticid, azaz a valds életnek
nem egy konkrét ,,szitudciéjarél” van sz6, hanem sok ilyenrdl.

A kovetkezbkben példikat mutatunk formalizéldsra és szandékolt interpretaciok
megaddsara. Az elsd feladat a mésodiktdl elvédlaszthatd, de ugyanakkor vele nyilvan
Ossze is fiigg. A feladatokndl szokdsos el6re megadni egy £ formadlis nyelvet, amelyen
a formalizalast végezziik, és amelyhez megadjuk a szdndékolt interpreticiot (a fentiek
szerint a gyakorlatban azonban e nyelveket is nekiink kell definidlni).

Gyakori a formalizdldsndl az ugynevezett korldtozott kvantorok haszndlata. A
Vx(Px —...) és a dx(Px A...) formuldkban vagy részformuldkban a V és 3 kvan-
torokat korldtozott kvantoroknak hivjuk (vigydzzunk, itt — és A nem felcserélhet6k).
Korlatozott kvantorokkal még fogunk taldlkozni az 5.2 alfejezetben, a tobbfajtaju lo-
gikanal.

Az aldbbi példdkndl adja meg a ® (nem formalizdlt) dllitdsokhoz a megadott L
nyelven az dllitdsok ¢ formalizdldsdt és a szdndékolt interpretdciot, amennyiben ez
utobbi létezik (L-nél csupan a nemlogikai konstansokat adjuk meg)!
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1. Példa.
®: A sik barmely két pontjdn dt fektethetd egyenes.
L:PE,I

Tipusa: (; 1, 1, 2).

A ¢ formula:

VxVy(Px A Py — 3z(Ez AN Ixz A\ Iyz)).

A struktdra: A: a sik részhalmazainak 0sszessége,
Px: x pont tulajdonsagu (azaz x egy pont),
Ex: x egyenes tulajdonsigi (azaz x egy egyenes),
Ixy: x illeszkedik y-ra.

Megjegyzés: A formalizalt allitdsoknak a szdndékolton kiviil még sok mas in-
terpretacidjuk van (ezekkel, tobbek kozott, a kovetkezd fejezetben foglalkozunk).
Példdul a mostani példdban egy madsik interpretci6 a kovetkezs:
A struktdra: A: egész szdmok,

Px: x természetes szadm,

Ex: x Osszetett szdm (nem primszdm),

Ixy: x osztdja y-nak.
Nyilvén, ¢ erre az interpretdcidra nézve is igaz.

2. Példa.

®: Bdrmely pozitiv € valdos szdmhoz van olyan N természetes szam, hogy ha az n
és m természetes szamok nagyobbak N-nél, akkor |an, — apm| <€, ahol a, egy valds
szdmsorozat.

L:a,abs, T, P.

Tipusa : (1, 1; 1, 1).

A ¢ formula:
Ve(Pe — AN(TNAYVRYm(Tn AN Tm AN<n/A\N<m— abs(a(n),a(m)) <e))).
A struktura: A: valds szamok,
abs(x,y): x — y abszolit értéke,
a(x): a természetes szdmokon ay, ha x =n, egyébként tetszdleges,
Px: x pozitiv,
Tx: x természetes szam.

Megjegyzés: Figyeljiilk meg a megolddsban a korlatozott kvantorok hasznélatat.
Tovabba ne tévessziik 0ssze az — és A miiveletek szerepét. Példaul helytelen a
kovetkezé megoldas:

Ve(Pe NAN(TNAYRYm(Tn A\ TmAN<nAN<m— abs(a(n),a(m)) <¢))).

Ez, tobbek kozott, azt implikdlnd, hogy minden valds szdm pozitiv!
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3. Példa.
®: Nem minden fiatal tiszteli az iddseket.
L:F I, T.

Tipusa: (; 1, 1, 2).

A ¢ formula:

=Vx(Fx = Vy(ly — Txy)).

A struktiira alaphalmaza legyen az emberek halmaza,
Fx: x fiatal,
Ix: x 1d6s,
Txy: x tiszteli y-t.

Megjegyezziik, hogy a kovetkez6 kozvetleniil nem formalizdldsa ®-nek:

dx(Fx ANJy(Iy A—Txy))

(Van olyan fiatal, aki egy id6st nem tisztel), noha ,,ekvivalens” az adott formula-
val.

4. Példa.

®: Néha bolonddd lehet tenni minden embert.
L: T, E, B.

Tipusa: (; 1, 1, 2).

A ¢ formula:
Jt(Tt AVx(Ex — Btx)).
Legyen a struktdra alaphalmaza az id6pillanatok és az emberek diszjunkt halma-
zanak unidja.
Tx: x egy id6pillanat,
Ey: y ember,
Bxy: x id6pontban y-t bolondd4 lehet tenni.

5. Példa.

®: 10 hdzaspdrt tekintve, egyik férfi sem tdncol a sajdt feleségével.
L: A], A2, .. A]().

Tipusa: (; 0, 0,... 0).

A; jelentése: az i-edik férfi a sajat feleségével tancol.

A ¢ formula:

A ADAy . L ANDA .

Itt a @ 4llitas véges halmazra vonatkozik, ezért individuumvdltozok és -kvantorok
alkalmazdsa nem sziikséges a formalizdldshoz (de nincs is kizdrva). Kinalkozik,
hogy dllitdslogikdval modellezziink. A valészintiségszamitasban példaul gyakran
van sziikség allitdslogikai formalizélésra.
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6. Példa.
®: Ha két nd beszélget, akkor egy harmadik csuklik.
L:B,C

Tipusa: (; 2, 1)

A ¢ formula:
VxVy(Bxy Ax #y—3z(Cz AXx £ Z Ay #2)
Legyen a struktira alaphalmaza a n6k halmaza.
Bxy: x beszélget y-nal,
Cx: x csuklik.

Megjegyzés: Az allitast éllitaslogikdval is modellezhetjiik, bar ez a modell ,,dur-
vabb”, mint a megadott elsérendi modell. Ez esetben a nyelv tartalmazza a D és
E Adllitasjeleket, amelyek jelentései rendre legyenek: ,két n6 beszélget” és ,, egy
harmadik csuklik”. Ekkor a formula: D — E.

7. Példa. Mi a halmazelmélet nyelvén adott kdvetkezd formula jelentése?
@ VxVyIzWwiv Ez+(v=xVv=y))

A formula a pédraxiéma: ,.barmely két halmazhoz 1étezik egy harmadik halmaz,
amelynek pontosan az adott két halmaz az elemei”.

8. Példa.
O: A rogzitert H' C [0, 1] valés halmaznak van legkisebb felsd korldtja.
L:<,H.

Tipusa: (; 2, 1).

Jelolje Fx a Yu(Hu — u < x) formulat (Fx jelentése az, hogy x felsé korlatja
H -nak).
A ¢ formula:
Ix(Fx AVy(Fy —x <y).
A struktdra A alaphalmaza legyen a [0, 1] intervallum.
<: a szokasos valos rendezés,
Hx:x € H.

9. Példa.
®: A [0, 1] intervallum bdrmely részhalmazdnak van legkisebb felsd korldtja.

Vezessiink be a [0, 1] intervallum barmely H}j halmazahoz egy H), 1 argumentumu
reldcidjelet, jelolje az igy nyert kontinuum szamossagu nyelvet L. Jelolje a 8. Pél-
da megoldésit ¢, és egyébként tartsuk meg a 8. Példa jeloléseit. Igazolhatd, hogy
®-t nem tudjuk leirni egyetlen els6rendd formulaval, tehat a szlikebb értelemben
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nem formalizdlhat6 els6rendben, de le tudjuk irni egy végtelen ¥ formulahalmaz-
zal:

=|pn,: H 0,11}
A széndékolt interpreticid legyen a 8. Példdban bevezetett struktira kibGvitve a
H, interpretdcickkal, jelolje ezt a struktdrat A’
A Y. formulahalmaz abban az értelemben irja le a ® allitast, hogy A’ egyszerre
interpretdcidja valamennyi Y-beli formuldnak.

Megjegyezziik, hogy a 8. Példat nem modosithatjuk igy, hogy a megoldds VHe
legyen, ugyanis elsérendl nyelven nincs fliggvény-, vagy reldciévaltozod, ezért
fliggvényeket és relaciokat nem lehet kvantdlni. Ez a megoldds majd csak mésod-
rend{i logikdban értelmezhetd, és a feladatnak ez lesz a természetesebb megoldésa.

10. Példa.

®: Minden komplex test feletti valodi polinomnak van gyoke.
Lo+, -,0.

Tipusa: (2, 2, 0;).

Most is belédthatd, hogy a @ 4llitdst véges elsérendli formulahalmazzal nem, csak
végtelen formulahalmazzal tudjuk leirni, tehat ® sziikebb értelemben elsérendi
formuldval nem formalizdlhat6. Legyen ¢, a kdvetkezd formula:

VxoVxy ... Vx, 3y[x, #0—= (xy" +...x1y + x0=0)] n=1,2,...
¢n jelentése az, hogy a pontosan n-ed fokud polinomoknak van gyoke.
Ekkor ® formalizdlasa az 4ltaldnosabb értelemben lehetséges, a

Y={pp:n€ow}

formulahalmazzal.
A struktdra alaphalmaza legyen a komplex szdmok halmaza, az dsszeadds, a szor-
z4s és a nulla pedig a szokdsos.

11. Példa.

®: Az additiv Abel-csoportok axiomdi (asszociativitds, kommutativitds, 0 elem és inverz
létezése).

L.+, -,0.

Tipusa: (2, 1, 0;).

A ¢ formula:

VaVyVz(x + 0+ 2)=(x +y) + ) AVxVy(x + y=y + x)A

AVx(x + 0=x) AVx(x + (—=x)=0).

Mivel az dsszes additiv Abel-csoportot kivantuk jellemezni, nincs konkrét szan-
dékolt interpreticio.
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12. Példa.

®: A grdfok hurokmentessége és irdnyitatlansdga (irreflexivitds és szimmetria).
L:E.

Tipusa: (;2).

Exy: x és y kozott él van.

A ¢ formula:

Vx—Exx ANVxVy(Exy — Eyx).

¢ szintén egy struktiradsszesség tulajdonsdga, tehdt nincs szdndékolt inter-
pretacid.
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2.2 A logikai kovetkezmény fogalmarol

v

Az el6z6 részben a logika egyik kozponti jelentdségli fogalmaval az igazsdgfogalom-
mal foglalkoztunk. Jelen részben egy madsik alapvetd fogalmat, a logikai kovetkezmény
(kovetkezmény, szemantikai kovetkezmény) fogalmat targyaljuk (utébbi nem tévesz-
tendd 0ssze az implikacié miiveletével). Majd az érvényességfogalomrol, kapcsolatardl
a logikai kovetkezménnyel és a logikai ekvivalenciardl lesz sz6.

E részben végig feltessziik, hogy adott egy rogzitett £ elsérendl nyelv, valamint azt,
hogy a formuldk £-beli formuldk, és a struktirdk £ tipusdak.

2.2.1 Logikai kovetkezmény és kapcsolatai

1. Definicié. (Logikai kovetkezmény.)

Egy a formula formuldk egy X Osszességének logikai kovetkezménye
(szemantikai kovetkezménye), ha minden olyan A struktirara és indi-
viduumvéltoz6-értékelésre, amelyre X minden formuldja igaz, o is igaz.
Jelolése: X Fa

Tehét specidlisan, ha nincs olyan struktiira, ahol 3 minden formuldja igaz, akkor o
logikai kovetkezménye X-nak.
Ha ¥ zart formuldk halmaza, és a is zart, akkor 3 F « pontosan akkor, ha minden olyan
struktiirdn, ahol Y valamennyi formuldja igaz, o is igaz. Nem csak zart formuldkra
szokds ilyen modon definidlni a logikai kovetkezmény fogalmét, ekkor a résztvevd
formuldk helyett azok univerzdlis lezartjait veszik, és erre alkalmazzdk az iménti fel-
tételt. Megjegyezziik, hogy ez a definicié nem ekvivalens az altalunk adottal.

Ha a logikai kovetkezménye Y-nak, akkor példdul azt mondjuk, hogy X Fa
fenndll vagy teljesiil. Ha ¥ csak egy formuldbdl, példaul ¢-bdl all, akkor a logikai
kovetkezményt igy jeldljik: ¢ Fa.

Az 1. Definicié két ekvivalens megfogalmazasa:
Y Fa akkor nem teljesiil, ha valamely modellre és értékelésre 3 dsszes formulaja
igaz, de o hamis.

Vagy:
Y Fa pontosan akkor teljesiil, ha ¥ U {—« }-nak nincs modellje.
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Ez ut6bbi véltozat gyakran helyettesiti az irodalomban az 1. Definiciét. Péld4ul ezt
a valtozatot hasznaljuk az ugynevezett ,,cifolati kalkulusok™ teljességi vizsgalataindl.
Vegyiik észre a kovetkezbt.

Egy adott X F a kdvetkezmény helyessége vagy helytelensége nem fiigg
a benne szerepld formulak jelentésétdl, csak logikai szerkezetiiktdl.

E tulajdonsag lesz az egyik kiindulépontja a logika mésik nagy fejezetének, a bizonyi-
taselméletnek.

Megjegyezziik, hogy definicid szerint, ha egy kovetkezmény helyességét kivanjuk
igazolni, akkor elvben minden struktirdn vizsgdlnunk kell, ha pedig helytelenségét,
akkor elég egyetlen struktirdn egy ellenpélda.

Egy helyes X Fa logikai kovetkezményt arra ,,haszndlhatunk”, hogy egy konkrét
struktirdn igaz dllitdsokat nyerjiink a segitségével (azt mondjuk Y F -t ,alkalmaz-
zuk” egy konkrét struktdran). Ugyanis, ha tudjuk, hogy egy A struktdra kielégiti
3-t, akkor ¥ Fa helyességébdl, definicié szerint, kovetkezik a igazsiga A-n. Y Fa
ezért egy ,.erés” tulajdonsdg abban az értelemben, hogy nemcsak .4-n, hanem minden
olyan struktirdn alkalmazni tudjuk, amelyik kielégiti 3-t. Helyes ¥ F a kovetkeztetés
segitségével természetesen hamis 4llitasokat is kaphatunk .4-n, amennyiben hamis
allitasokbdl indulunk ki.

Néhany tovabbi megjegyzést flizlink a logikai kdvetkezmény fogalmanak defini-
ci6jahoz (az egyszeriliség kedvéért tegyiik fel, hogy 3 most csupdn zdrt formuldkat
tartalmaz, és « is zart):

e 3 formuldit ,,axiomdknak”, ¢ -t pedig ,,tételnek” gondolva, vegyiik észre, hogy a
Y. Fa definicié egybeesik a matematikabdl ismert ,,a tétele a 3 axidmarendszer-
nek” (szemantikai) értelmezésével.

Péld4aul ha X a csoportaxiomdk, és o egy rogzitett tétele a csoportelméletnek,
akkor ¥ Fa val6ban azt jelenti, hogy ¢ minden olyan struktirdn igaz, amelyik
csoport, azaz kielégiti X-t.

e Azok a nehézségek, amelyek az igazsdgértékelés definicidjdnak kozvetlen alkal-
mazésdval kapcsolatosak (példdul kvantoros formuldk igazsdgértékelése végtelen
halmazon), &tmennek a kdvetkezményfogalomnak a definicié alapjan torténd ke-
zelésére is.

Erre a probléméra majd a bizonyitdselméletrsl sz616 fejezetben keresiink megol-
dast. Gyakran alkalmazzuk majd a kovetkezményfogalom definiciéjat arra, hogy
azt igazoljuk, hogy X Fa nem teljesiil.

e A hétkdznapi életre vetitve, a logikai kovetkezmény fogalmanak jelentése a ko-
vetkez8. Tegyiik fel, hogy a -beli formuldk és az a formula rendre a >'-beli és
a’ L hétkoznapi allitasok” formalizdldsai. X Fa helyessége ekkor >'-re és a'-re
nézve azt jelenti, hogy bdrhogyan is valtoztatjuk meg egyidejlileg a X'-beli és az
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o’ dllitasok jelentéseit ugy, hogy ,logikai szerkezetiiket” megdrizziik, és a ¥'-beli
allitasok ,,igazak” legyenek a széban forgd jelentések mellett, ekkor o’ is igaz lesz
e jelentések mellett. Masképpen: ha a ,,logikai szerkezeteket” megdrizve elvonat-
koztatunk a Y'-beli és az o' dllitdsok jelentéseitdl iigy, hogy a X.'-beli dllitdsok
»igazak” legyenek, akkor ez utobbi maga utdn vonja ' igazsdgdt.

Ugyanezt masfel6l megkozelitve: sokszor taldlkozunk a hétkoznapi életben azzal a
kérdéssel, hogy a ¥'-beli ,,hétkoznapi allitasokbdl” ,kovetkezik-e” az o’ ,,hétkoz-
napi allitds” (azaz a’ ,,kovetkezménye”-e ¥'-nek)? A problémait tigy értelmezziik,
és tgy modellezziik a logikai szemantikdban, hogy formalizdljuk a Y'-beli és az
o' allitdasokat, és az igy nyert X-beli és a formuldkra vizsgéljuk azt, hogy ¥ Fa
teljesiil-e.

e Mint azt az 1. fejezetben mar megjegyeztiik, nem szabad Osszetéveszteniink a
B —a és az ,a logikai kovetkezménye -nak”, azaz a f Fa fogalmakat. f — «
egy formula, amelynek minden struktiran mas és mas igazsagértéke lehet.
Mig  Ea nem formula, hanem a metanyelvnek egy allitdsa, amelyik struktira-
tol fiiggetleniil helyes vagy helytelen, és értelmetlen arrél beszélni, hogy igaz-e
egy konkrét struktdrén.

Mindazonadltal szoros kapcsolat van a két fogalom kozott (lasd 2.2.2-ben a deduk-
ciétételt).

Felhivjuk a figyelmet arra is, hogy lényeges fogalmi kiilonbség van az igazsag
(zart formula igazsaga adott struktiran) és a X F o kovetkezmény fennallasa
(,igazsaga”, ,,igaz volta”) kozott. Ugyanis az els6 csak egy konkrét struktdran
értelmezhetd, és a struktdratdl fiigg, mig arrdl értelmetlen beszélni, hogy egy
Y Fa kovetkezmény egy konkrét struktiran helyes.

e A logikai kdvetkezmény fogalom bevezetésénél taldlkozunk el6szor azzal, hogy

egy nyelvet (formulédkat) tobbféleképpen is interpretdlhatunk. Most kell igazin
megérteni azt, hogy egy ,.hétkoznapi allitast”, logikai szerkezetét megdrizve, ho-
gyan fosztjuk meg jelentésétdl, azaz hogyan forditjuk le egy formdlis nyelvre,
majd ezt kdvetden, hogyan interpretdlhatjuk tobbféleképpen (lasd a 7. Példat).
Ez utébbi tevékenység forditott irdnyii ahhoz a hagyoményos eljarashoz képest,
amikor a szdndékolt interpreticiobol indulunk ki (példaul a tér geometridja vagy
a valés szdmok). Most keressiik az adott formuldkat kielégit6 interpretaciokat. Ez
utébbi tevékenység is rendkiviil fontos a matematikdban, erre még visszatériink
a késébbiekben (lasd modellelmélet, nemstandard modellek, nemstandard analizis
stb.).

A logikai kévetkezmény fogalmanak jobb megértéséhez tanicsos lesz feldolgozni t6b-
bek kozott az e rész végén taldlhaté 1-6. Példdkat.

Most felsorolunk néhdny fontos kovetkezménysémdt. A kdvetkezményséma abban
tér el a logikai kovetkezményt6l, hogy akkor helyes, ha a benne szerepld formulavdl-
tozokat tetszbleges modon formuldkkal helyettesitve helyes kovetkezményt kapunk.



2.2 A LOGIKAI KOVETKEZMENY FOGALMAROL 65

2. Tétel. Az aldbbiak helyes kovetkeztetési sémak:
(i) {—a——p,p}Fa (indirekt kovetkeztetés).
(ii)) {8, — a}Fa (modus ponens).
(iii) (@ VYA (—a Vy)EB Vy (rezoliciés kovetkeztetés).

Bizonyitas.

(i) Tegyiik fel, hogy B? =1 és (—a — — )% =t valamely A struktirdra és o ér-
tékelésre. Ekkor az implikdcié definiciéjabol kovetkezik, hogy (—a)? =/, tehdt a? =1
valéban.

(ii) Tegyiik fel, hogy valamely A struktdrdra és o értékelésre =1, (B — a)’=1.
Ekkor az implikdci6 definici6jabdl kovetkezben, a =1, valoban.

(iii) Ha valamely A struktdréra és o értékelésre, példaul a? =1, akkor kihaszndl-
va, hogy (—a Vy)? =1, valéban y? =t. Ha viszont ¢ =|, akkor kihaszndlva, hogy
(a vB)? =1, valéban B¢ =t. Tehat (8 Vy)° mindenképpen igaz.

|

Ismertek a fenti allitasok ,,relativizalt” valtozatai is. Példdul legyen A egy tetszdleges,
rogzitett zart formulahalmaz. Ekkor példaul a (ii) allitas relativizalt véltozata: ha A F 8
és AEfS —«a, akkor AFa.

Ezutdn kimondunk néhdny, a kévetkezményfogalomhoz kapcsol6dé definiciét. Legyen
Y zdrt formuldk egy tetszdleges Osszessége.

3. Definicio. A X formulahalmaz azon logikai kivetkezményeinek osszességét, ame-
lyek zdrt formuldk, Cons(X)-val jeldljiik (a ,,Consequence” roviditéseként), tehat
Cons(X)={f: XEp, B zart}.

Cons(X) nyilvén zdrt a kovetkezményre abban az értelemben, hogy ha Cons(¥) F«, és
a zart, akkor a € Cons(X). Hiszen ha Cons(X) Fa valamely o zart formuléra, akkor
Y FEa is teljesiil, hiszen ha nem teljesiilne, akkor valamely A struktira kielégitené
Y U {—a}-t. Cons definicidja miatt A kielégitené Cons(X)-t is, ezért -t is. Ez ut6bbi
ellentmond annak, hogy A kielégiti —¢-t.

4. Definicio. Zart formuldk egy T' Osszessége elmélet, ha T' zart a Cons operatorra,
azaz I'=Cons(I').

5. Definicio. Egy I' elmélet axiomatizdlhato, ha zart formuldk valamely rekurziv ¥
halmazdra I'=Cons(X). Specidlisan a I' elmélet végesen axiomatizdalhato, ha zart
formuldk valamely véges X halmazira I' = Cons(X).

6. Definicio. Egy ' elmélet eldonthetd, ha I' rekurziv halmaz a formulak osszességén.
Egy I' elmélet eldonthetetlen, ha nem eldonthets. A I' elméletre nézve vett I'F
kovetkezményreldcio eldonthetd, ha a T elmélet eldonthetd.
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Megjegyezziik, ha a I' elmélet axiomatizdlhat6, akkor I" dltaldban mar nem rekur-
ziv, csupan rekurziv felsorolhato.

7. Definicio. Egy ¥ formulahalmaz ellentmonddsos (inkonzisztens), ha valamely
formuldra Y Ef és Y F —f egyidejlileg. Ha egy formulahalmaz nem ellentmondésos,
akkor azt mondjuk, hogy ellentmonddstalan (konzisztens).

8. Definicio. Egy 8 formula fiiggetlen a & formulahalmaztél, ha
YEB és YE-B
egyike sem teljesiil.

Az ellentmondastalansag és fliggetlenség fogalmanak fontos esetei, amikor egy
elméletre vonatkoznak, tehat 3 egy elmélet.

9. Definicio. Egy I' elmélet komplett, ha barmely zért f formuldra vagy f € I vagy
—f €T, azaz nincs I'-tdl fiiggetlen zért formula.

Megjegyezziik, hogy a 3. fejezetben taldlkozni fogunk a fenti definiciék dgyne-
vezett bizonyitdselméleti valtozataival is. Megkiilonboztetésiil, ha sziikséges, akkor
haszndlni szoktuk a fent ismertetett definicidkra a ,,szemantikai tton definidlt” vagy
»szemantikai értelemben” elnevezéseket: példaul mondhatjuk, hogy ,,elmélet a szeman-
tikai értelemben” vagy ,.ellentmonddstalan elmélet a szemantikai értelemben” stb.

Legyen A tetszleges struktiira, és A elmélete Th.A (tehat ThA={a: AFa, a zirt}).
A kovetkez6 tételbdl kideriil, hogy a Th.A fogalma specidlis esete a fent definialt
elméletfogalomnak.

10. Tétel. Th.A egy elmélet a 4. Definicidbeli értelemben is. Th.A konzisztens és
komplett.

Bizonyitas. Legyen A rogzitett. Tegyiik fel, hogy ThAES, ahol B zért formula.
Igazolandd, hogy B € ThA. A, definicié szerint, kielégiti Th.A-t, ezért a feltétel szerint
B-t is kielégiti. Mivel B igaz A-n, ezért § € Th.A.
Nyilvanvald, hogy Th.A konzisztens, hiszen A egy modellje, és ezért nem lehet a és
- is Th.A eleme valamely ¢ -ra. Tovabbd komplett, mivel barmely zart formuldra ¢
vagy —a igaz A-n.

|

Legyen K adott tipust struktirdk egy osztdlya. A 2.1.2 részben definidltuk ThX
fogalmat. A kovetkez6 tétel hasonldan igazolhatd, mint az el6zé:

11. Tétel. Th K egy elmélet a 4. Definicidbeli értelemben is, tovabba Th X konzisztens.
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Th.A az elméletek egyik fontos esete. Az eddigi definicik segitségével megfogalmaz-
hat6 a logika egyik legfontosabb kérdése:

Legyen A rogzitett struktira.

Probléma: Axiomatizdlhaté-e, illetve eldontheté-e a Th A elmélet?

A kérdés tehit az, hogy 1étezik-e olyan zart formuldkbdl 4116 rekurziv 3 formulahal-
maz, hogy
Th.A=Cons(X2),

illetve maga Th.A rekurziv formulahalmaz-e? A problémara a bizonyitdselméletrdl
sz616 fejezetben tériink vissza.

A fenti probléma altalanosithatd struktiiraosztdly elméletére, ThK-ra: Axiomati-
zdlhaté-e, illetve eldonthetd-e a ThKC elmélet?

Tehat 1étezik-e olyan zart formuldakbdl 4ll6 rekurziv 3 formulahalmaz, hogy
Th/C=Cons(X)

2.2.2 Ervényesség, logikai ekvivalencia

Az igazsigértékelés szempontjabdl kitiintetett szerepet jatszanak az érvényes formu-
ldk, azaz azok a formuldk, amelyek bdrmely alkalmas tipusi struktiran, az individu-
umvaltozok bdrmely értékelése mellett igazak. Latni fogjuk, hogy az altalanos ko-
vetkezményfogalom vizsgdlata, bizonyos értelemben, visszavezethet$ az érvényesség
vizsgélatdra.

12. Definicié. Akkor mondjuk, hogy £ egy a formuldja érvényes, ha a formula
barmely struktirédn és tetszGleges individuumvaltozo-értékelésekre igaz, tehat AkFa?
barmely A struktirdra és barmely o értékelésre. Jelolése: Fa

Nyilvénvald, hogy ilyen formuldk példdul a kdvetkezok:
PV, 9=, = (PVY), (PAY) =P, VXp =@, ¢ —xgp stb.

Az érvényesség fogalmanak ellentéte a kovetkezd:

13. Definicié. Egy £ nyelv formuldja érvénytelen (vagy kielégithetetlen), ha igazsa-
gértéke barmely A struktirdn, barmely individuumvaltozé-értékelésre hamis.

Nyilvanvald, hogy az érvényes formuldk negéltjai érvénytelenek. Vigydzzunk, a
legtobb formula se nem érvényes, se nem érvénytelen, tehit ha egy formula nem
érvényes, ez nem azt jelenti, hogy érvénytelen.
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Megjegyezziik, hogy egy nyilt formula érvényességén, érvénytelenségén szoktdk az
irodalomban univerzdlis lezdrtjdnak érvényességét, illetve érvénytelenségét is érteni
(példaul elsérendi klozok esetén vagy univerzdlis axiomarendszereknél szoktdk hasz-
nalni ezt az értelmezést).
A logikailag érvényes o formulédkndl gy tekintjiik, hogy az iires ¥ formulahalmaznak
kovetkezményei. Ezért a Fa jelolést tekinthetjiik Ggy is, mint a () F « jel6lés rovidi-
tését.
Megjegyezziik, hogy a F jelet legalabb harom vonatkozasban hasznaljuk a

logikaban: a kielégiilés, a kovetkezmény és az érvényesség jeleként, tehat:

o AFa (az A struktdra kielégiti a-t),

e Y Fa (a logikai kdvetkezménye a > formulahalmaznak),

e Fa (a érvényes).

kook ok
Most ratériink a logikai kovetkezmény és az érvényesség kapcsolatdnak és egytttal

a logikai kovetkezmény és az implikdciomivelet kapcsolatdnak targyaldsara. Erre a
kapcsolatra vonatkozik a Dedukcio tétel.

Legyen Y formulédk tetszGleges halmaza (esetleg X =()), a és 8 tetszSleges formuldk.

14. Tétel. (Dedukci6 tétel, szemantikai.)
‘ Y U {8} Fa akkor és csak akkor, ha LFf —a. ‘

Specidlisan, ha ¥ =), akkor
B Ea akkor és csak akkor, ha Ff —« (1)

Bizonyitas.
Tegyiik fel, hogy ¥ U {#} Fa, és indirekt tételezziik fel, hogy ¥ Fp — a nem igaz.
Ekkor valamely A struktirdra és o értékelésre AFYY, de (B —»a)? =] A-n, azaz
pe =1t é a?=| A-n. Ekkor AF(ZU {#})? is teljesiil. Utébbi viszont a feltétel
szerint maga utdn vonja a? igazsagéit A-n. Ez ellentmondés.
A mdsik irdny trividlis, hiszen a modus ponens kovetkeztetési szabdly relativizalt
véltozata.

|

Indukcioval ellendrizhets a kovetkezd:

Kovetkezmény. Legyen X véges, tehat X ={p;, 2, . ..o, }. Ekkor
{p1,92,...pn}Fa akkor és csak akkor, ha Fp; —p2—... 5o, =«
(a jobb oldal helyett irhatjuk ezt is: Fp1 Ao A... Ao, = ).
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Tudjuk, hogy az érvényességfogalom specidlis esete a logikai kovetkezmény fo-
galménak (X =()). Az iménti Kovetkezmény szerint véges Y-ra ez forditva is igaz ab-
ban az értelemben, hogy a logikai kovetkezmény vizsgalata mindig visszavezethet6
az érvényesség fogalmara.

A Dedukcié tétel a 14. Tételbeli (1) specialis esete mutatja a kovetkezményfo-
galom és az — miivelet kapcsolatat: § F o fenndllasdnak vizsgélata tehét visszave-
zethet§ Ff — a helyességének vizsgdlatdra. F -t fiiggetleniil definidltuk az — miive-
lettdl, ezért az (1) Osszefiiggés is aldtdmasztja az — miivelet definiciéjanak jogossdgat
(lasd — igazsdgtablajat).

A Dedukci6 tétel és az iménti észrevételek tiikrében az érvényességfogalom nagy
jelent8séget nyer. Vegyiik észre, hogy az érvényes zart formulak Osszessége egy
elméletet alkot, a Th.M elméletet, ahol M az adott nyelv tipusi 6sszes modellek
osztilya. Th.M fontos elmélet a logikdban, és hasonl6an egy A struktira Th.A elmé-
letéhez, a kovetkezd probléma Th M esetén is 1ényeges:

Probléma: Axiomatizdlhaté-e, illetve eldontheté-e a ThM elmélet?

A kérdés tehat az, hogy 1étezik-e olyan zart formulakbdl 4ll6 rekurziv X formula-
halmaz, hogy
Th M =Cons(Y),

illetve maga Th M rekurziv-e?

Emlékeztetiink arra, hogy Th.M eldonthet6ségérdl azt is mondjuk, hogy a F kovet-
kezményrelaci6 eldonthetS. A problémara a bizonyitaselmélet fejezetben tériink vissza.

* %k ok

Annak, hogy tdjékozddni tudjunk elsérendii logikdban, fontos feltétele bizonyos ,,logi-
kai ekvivalencidk” ismerete.

15. Definicié. Az o és f formuldk logikailag ekvivalensek, ha igazsdgértékiik barmely
struktirdn, barmely individuumvaltozé-értékelésre megegyezik.

Igaz a kovetkezd két, logikai ekvivalencidkkal kapcsolatos egyszer( allitas:
e « és B3 logikailag ekvivalensek akkor és csak akkor, ha az a <»f formula logika-
ilag érvényes (Fa < ).
e Ha egy formula barmely részformuldjit vele logikailag ekvivalens formuldval
cseréljiik ki, akkor az eredeti formulaval logikailag ekvivalens formulat kapunk.

El6szor az dllitdsmiiveletekkel kapcsolatban ismertetiink néhany fontos logikai ekviva-
lenciét:
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16. Tétel. A kovetkezd formulaparok, rendre logikailag ekvivalensek:
a)a és
(kettSs tagadas)
b)aNPBVy)és(@aAB)V(iaAy)
(disztributivitas a V-ra nézve)
c)aVPB Ay és(@aVB)NaVy)
(disztributivitds a A-ra nézve)
d) ~(a Vp)és —~aN-p
(de Morgan-szabdly a V-ra nézve)
e) ~(aNB)és —aV-p
(de Morgan-szabdly a A-ra nézve)
f) ~(a—=p)ésan—p
(negélt impikacid kikiiszobolése)
gla—pf é avp
(implikacié kikiiszobolése)
h)a—pés —f—-a
(kontrapozicid)
i) (@NB)—yésa—p—y
(el6tagbdl konjunkci6 kikiiszobolése)
Jj) apBés(a—=PNP—a)
(ekvivalencia kikiiszobolése)

Bizonyitas. A formulapéarok igazsagtabldir6l mutatjuk meg, hogy megegyeznek. Le-
gyen o tetszbleges individuumvaltozd-értékelés.

b) a A (B Vvy) pontosan akkor igaz, ha a? =1 és (B Vy)? =t.
(a AB)V (a Ay) pontosan akkor igaz, ha (a AB)° =1 vagy (a Ay)° =1, azaz a? =1 és
BVy)© =t

f) —=(a — ) pontosan akkor igaz, ha (¢ — )% =/, azaz a? =1 és (=3)? =1, azaz
(@ A=B)7 =1.

i) (a AB)—y pontosan akkor hamis, ha (a AB)? =1 és y? =], azaz a® =1, % =1,
y? =l
a — [ —y pontosan akkor hamis, ha ¢? =1 és (8 —y)? =], utébbi pedig akkor telje-
siil, ha B2 =1 és y? =|.

A tobbi allitas igazoldsa hasonl6an torténhet.

|

Felhivjuk a figyelmet, hogy a A-ra nézve vett disztributivitds (c) tulajdonsdg) szokatlan
tulajdonsdg a hagyomdanyos aritmetikdra gondolva (azonban a Boole-algebrdkra mar
jellemzd az Osszefiiggés).

A tételbeli tulajdonsdgokon tillmenden példdul nyilvanvald, hogy a A, V, <+ miiveletek
kommutativak, tehdt példaul a AB ekvivalens B Ac-val stb., tovabbd asszociativak,
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tehdt példaul a A (B Ay) ekvivalens (@ AB) Ay-val stb. Viszont az implikdcié nem
kommutativ €s nem asszociativ.

A kovetkezd logikai ekvivalencidk kvantoros formuldkra vonatkoznak.

17. Tétel. A kovetkez6 formulaparok rendre logikailag ekvivalensek:
a) -Ixa és Vx—a,
—Vxa és Ix—a.
b) VxVya és VyVx a,
IxJya és Iydxa.
c¢) a és dx a, ha x nem szabad «-ban,
a és Vx a, ha x nem szabad ¢ -ban.
d) Ix a és Jy a(x/y), hay nem szabad «-ban,
Vx a és Vy a(x/y), ha y nem szabad a-ban.
e) Ix(a@Vp)és IxaVvixp,
Vx(a AB) és Vxa AVx B.
f) Ix(a AB) és Ixa AB, ha x nem szabad f3-ban,
Vx(a V) és Vx a V3, ha x nem szabad f-ban.
g) Ix(a—p)ésVxa —Ixp,
h) Vx(a —f) és dxa — 3, ha x nem szabad f-ban.

Még a bizonyitas el6tt megjegyezziik, hogy egy logikai kovetkezmény helyessé-
gének, érvényességnek, logikai ekvivalencidnak szemantikai bizonyitdsa torténhet

e igazsdghalmazok alkalmazdsdval (beleértve az igazsdghalmazokra vonatkozé 2.1-
beli tétel alkalmazdasat, és az igazsagértékelés definiciéjat),

e mdr bizonyitott tulajdonsdgokra (ekvivalencidkra) visszavezetéssel alkalmazva azt
az elvet, hogy részformuldkat logikailag ekvivalens formuldkkal helyettesitve logi-
kailag ekvivalens formuldt kapunk,

o az elsd két modszer egyiittes alkalmazdsdval.

Bizonyitas. Az ekvivalenciaparok koziil csak az elsGket bizonyitjuk, a masik igazoldsa
hasonléan torténhet.

El6szor az els6 modszert, az igazsdghalmazok modszerét alkalmazzuk. Legyen A
tetszOleges struktira A alaphalmazzal, és o tetszleges értékelés.

a) Egyrészt 0 € [-dxa] akkor és csak akkor, ha o0 €~ [dx], utébbi pontosan
akkor, ha o & [Fxa].

Masrészt o € [Vx—a] akkor és csak akkor, ha o) € [~«a] tetszbleges a € A-ra,
azaz ha 0} €~ [a]. Ez utébbi pontosan akkor, ha 0} & [a] tetszbleges a € A-ra, azaz
ha o & [Ixa].
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¢) o € |a] akkor és csak akkor, ha 0 € [a] minden a € A-ra (mivel a-ban x nem
szabad), azaz ha o € [3xa]. A ¢)-beli mdsodik tulajdonsdg igazoldsa hasonlé.

d) Egyrészt o € [3xa] akkor és csak akkor, ha o, € [a] valamely a € A-ra.
Utébbi akkor és csak akkor, ha o) € [a(x/y)] valamely a € A-ra (itt kihaszndltuk
a feltételt y-ra), azaz ha o € [Fya(x/y)].

e) 0 € [Ax(a V)] akkor és csak akkor, ha o} € [@ VB]=[a]U [B] valamely
a € A-ra, azaz ha o} € [a] vagy o) € [#] valamely a € A-ra. Utébbiak pontosan
akkor, ha o € [3xa] vagy 0 € [3xf], vagyis ha 0 € [Axa]U [3xf]=[Txa Vv IxB].

f) Egyrészt o € [3x(a AP)] akkor és csak akkor, ha 0} € [a AB]=[a]N [B] va-
lamely a € A-ra, azaz ha 0} € [a] és 0} € [8]. Utébbiak pontosan akkor, ha o} € [a]
és 0 € [f], mivel x nem szabad f3-ban.

Misrészt 0 € [Fxa Af]=[Ixa] N [B] akkor és csak akkor, ha 0} € [a] valamely
a € Araéso €[]

A D), g) és h) tulajdonsagok igazolasa hasonl6 a fentiekhez.

Ezutdn e)-t és g)-t a masodik mddszerrel is bizonyitjuk, azaz visszavezetiink mdr
bizonyitott ekvivalencidkra ugy, hogy részformuldk helyett ekvivalens formuldkat al-
kalmazunk:

e)-nek csak a masodik részét igazoljuk dgy, hogy els6 részének igazsdgat mar
kihasznaljuk. A negaltak ekvivalencidjat latjuk be. A kovetkezd logikailag érvényes:
“Vx(@ AB)+ Ix—(a AP) < Ix(—a V—P)« x—aVIx-p < Vxa V-Vxp < ~(Vxa AVxp).

g) A kovetkez§ logikailag érvényes:

(e —=pf) < Ix(—aVP)+ Ix—a VIxP + —Vxa VIxP + Vxa — Ixf.
]

e A ) tulajdonsag kovetkezménye, hogy példaul dxVxa ekvivalens Vxa-val,
VxVxa-val, vagy Vx3xa ekvivalens dxa vagy dxdxa-val stb. Tehat ha ugyan-
azon vdltozot tobbszor egymds utdn kvantdljuk, akkor bdr szintaktikailag ez meg-
engedett, mégis , hatdstalan”, csupdn a legbelsd kvantor szdmit.

e A d) tulajdonsdg annak a sejtésiinknek az igazolasa, hogy véltozok cseréjénél
csupdn ,,dtjelolés” torténik, tehdt logikailag ekvivalens formulédt kapunk.

e Az e)-h) tulajdonsdgokat a kvantorok kiemelési tulajdonsdgainak nevezzik. Pél-
ddul e)-nél Vx a AVx -bdl feltétel nélkiil ,kiemelhetjiik” a Vx kvantort, és ezt
kapjuk: Vx(a AB). Az implikdciéra g) és h) szerint csak egy bonyolultabb kieme-
1ési szabaly érvényes.

Hangstlyozzuk, hogy a kovetkezo formulaparok nem ekvivalensek:
Vxdya ésdyvVxa,
Ix(a AB) és Ixa AIxp,
Vx(a V) és Vxa VVxf,
Ix(a —p) és Ixa — P,
Vx(a —p) és Vxa — Vx[.
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A 16. és 17. Tételbdl kapjuk a kovetkezbt:

Kovetkezmény. A negécié és konjunkcié (vagy negéci6 és diszjunkcid) segitségével
kifejezhetd a tobbi dllitdsmivelet, az egzisztencidlis kvantor segitségével pedig kifejez-
hetd az univerzdlis kvantor (vagy forditva).

Hiszen a 16. Tétel j) része szerint az ekvivalencia kifejezhet6 implikdcidval és kon-
junkcidval, tehat
a < B kifejezhets (@ — B) A (a < f)-val,
a 16. Tétel g) része szerint az implikéci6 kifejezhetd diszjunkcidval és negacidval,
tehat
a — B kifejezhet —a V B-val,
a 16. Tétel d) része szerint a diszjunkcid kifejezhetd konjunkcidval és negacidval, tehat
a V p kifejezhet6 ~(—a A —f)-val,
a 17. Tétel a) része szerint az univerzalis kvantor kifejezhetS az egzisztencidlis kvan-
torral, tehat
Vxa kifejezhet6 —dx—a-val.

Ezutan példdkat mutatunk, el6szor a logikai kovetkezménnyel torténd modellezésre.

1. Példa. Ha X a csoportaxiomdk, és a azt jelenti, hogy a bal inverz megegyezik a
jobb inverzzel, tehdt a a VzVxVy (x + z=0Az + y=0—x =Yy) formula, ekkor mint
ismert, X Fa (azaz o tétele a csoportelméletnek).

Tehat X F« jelentése nem az, hogy egy konkrét csoporton a bal inverz megegye-
zik a jobb inverzzel, hanem az, hogy minden csoporton teljesiil ez a tulajdonséig.

2. Példa. Nyilvdnvald, hogy igazak a kovetkezdk:
PEQVY, p NP Ep, VxpEp, ¢ EIxep sth.

3. Példa. Logikai kovetkezménye-e annak, hogy ,egy kislany hat vagy hét éves”, az
hogy ,hat éves”?

Természetesen nem, hiszen a hat éves kisldnyok esetén teljesiil a konklizid, mig
a hét éves kislanyok esetén nem.

Formadlisan, a kovetkez&képpen vélaszolhatjuk meg a kérdést. Formalizaljuk a
széban forgd éllitdsokat, és vizsgéljuk ezekre a logikai kovetkezmény fogalmat.
Az ,egy kisldny 6 éves vagy 7 éves” formalizdldsa: LV Ly, az ,.egy kisldny 6
éves” formalizaldsa: Lg. A kérdés, hogy helyes-e az Lg V L7 F L¢ kovetkeztetés?
Tehat itt mar nem jatszik szerepet Lg V Ly vagy Lg eredeti jelentése, csak a for-
muldk 4llitdsszerkezete. Mivel lehetséges az, hogy Lg V L7 =1, de Lg=| (példdul
ha Lg =] és L;=1), ezért az eredeti kovetkeztetés hamis.
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Vegyiik észre, hogy az L¢V L; — Lg implikdcio modelltdl fiigg&en, lehet hamis,
és lehet igaz is. Ez is mutatja a kovetkezményfogalom és az implikdciémiivelet
kozotti kiilonbséget.

4. Példa. Logikai kovetkezménye-e annak, hogy ,,barmely két kiilonb6z6 ponton at
fektethetd egyenes”, az, hogy ,.barmely két ponton at legfeljebb csak egy egyenes
fektethetd”?

Formalizéljuk el6szor a szerepld két 4llitast. Feleljenek meg a nyelvben a P és

E egyargumentumu reldciészimbdolumok rendre a pont-, illetve egyenestulajdon-

sdgoknak, I pedig az illeszkedésrelacionak.

A ,barmely két kiilonboz6 ponton 4t fektethetd egyenes” formalizaldsa:

VxVy(Px APy Ax #y—Jz(Ez Alxz AN1yz))

Jelolje e formulét .

A ,barmely két ponton 4t legfeljebb csak egy egyenes fektethet” formalizalédsa:
VxVyVuVz(Px APy Ax # yANEuNIxu NIyu NEz NIxz Nlyz —u=z2)

Jelolje e formulét 3.

A szokdsos geometriai interpreticié mellett o igaz, és f is igaz.

Most tekintsiink egy mdsik interpreticidt. Az alaphalmaz legyen az emberek

Osszessége. Legyen P interpreticidja az, hogy valaki ,.fid”, E interpretdcidja az,

hogy valaki ,,lany”, I interpretdcidja pedig az, hogy ,,nem ismerik egymdst”.

Ezen interpretdcié mellett o igaznak tekinthetd (,,barmely két fithoz van olyan

lany, hogy a lanyt a két fid koziil egyik sem ismeri”), és f hamis (,,barmely két

fidhoz legfeljebb egy olyan lany van, hogy a lanyt a két fid kozil egyik sem

ismeri”). Tehat definicié szerint az a Ef (dltalanos) kovetkezmény nem lehet

helyes.

5. Példa. Mutassa meg, hogy a kivetkezd kivetkeztetés helyes, bdr a konklizié hamis!
»Ha egy dallat iszni tud, akkor hal. A Bodri kutya tud dszni. A Bodri egy allat. Tehat
Bodri kutya egy hal.”

Formalizéljuk el6szor a kdvetkeztetést:

{Vx(Ax ANUx — Hx),AbANUDb}F Hb,

ahol A, U, H és b szandékolt interpreticioi rendre, példdul az él6lények halma-
zan, az ,,allat”, ,,dszni tud”, ,hal” rel4cidk és ,,Bodri”.

Jel6lje b interpretacidjat b’.

Helyes kovetkeztetést kaptunk, hiszen, ha egy struktirdn a premisszdk igazak
lennének, de Hb' =] lenne, akkor (Ab’ A Ub’ — Hb') =1 és (Ab’ A Ub’) =1 miatt
ellentmondast kapnank.

Vegyiik észre, hogy a kovetkeztetés ugyan helyes, de ,,alkalmazhatatlan” minda-
zon esetekben, amikor egy 4llat ugyan tud dszni, de nem hal, ellentétben az elsé
premisszaval.
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6. Példa. a) Mutassa meg, hogy az aldbbi kivetkeztetés helytelen, bdr konkliizidja igaz!
,,Minden hal tud dszni. A vidra tud uszni. Tehat a vidra nem hal.”
b) Mutassa meg, hogy az aldbbi kovetkeztetés helytelen, bdr premisszdja és konk-
lizioja is igaz!
,Minden hal tud dszni. A ponty tud dszni. Tehat a ponty hal.”

a) A kovetkeztetés formalizaldsa:

{Vx(Hx — Ux), Vx(Vx — Ux)}FVx(Vx — - Hx),

ahol a H, U, V relécidjelek rendre megfelelnek a ,,hal”, ,,iszni tud” és ,,vidranak
lenni” tulajdonsdgoknak.

A kovetkeztetés helytelen, ugyanis ha valamely 1 elem( struktdrdn az a elemre
Va=Ha="1és Ua =", akkor a premisszdk igazak, de a konkldzi6é hamis.

b) A kovetkeztetés formalizaldsa:

{Vx(Hx — Ux), Vx(Px — Ux)}F Vx(Px — Hx),

ahol a H, U, P relacidjelek rendre megfelelnek a ,,hal”, ,,dszni tud” és ,,pontynak
lenni” tulajdonsdgoknak.

Tekintsiink egy egyelemi struktirdt, ahol az a elemre Pa =1, Ha =] és Ua =1,
akkor a premisszdk igazak, de a konklizié hamis.

7. Példa. ,,Van olyan n&, aki minden férfinak tetszik”.

a) Formalizdlja az dllitast az L nyelven, ahol L nemlogikai konstansai az N, F
és T, rendre 1, 1, 2 vdltozos reldciojelek!

b) Adja meg az a)-beli formuldnak egy a szdandékolttol eltérd, de igaz interpretd-
cigjat!

a) 3x(Nx AVy(Fy — Txy)). Ennek a ¢ formuldnak szandékolt interpretacidja az
a struktdra, amelynek alaphalmaza az ,,emberek” halmaza, N, F és T interpreté-
ciéi pedig rendre a ,,n6”, ,férfi”, ,tetszik” relaciok.

b) A kovetkezd, ,igaz’-nak tekinthetd ,hétkoznapi allitdsok™ logikai szerkezete
megegyezik az eredeti allitds szerkezetével (formalizdldsuk ¢), és kézenfekvéen
rendelhetiink hozzdjuk -t kielégitd interpreticidkat:

»Van olyan nd, aki egyetlen férfinek sem tetszik.”

»Van olyan pénz, amely mindenkit megbolondit.”

,»Van olyan profi sakkoz6, aki minden amatért meg tud verni.”

Példak a matematikabdl:

»Van olyan pératlan szam, amely minden pozitiv paros szamndl kisebb.”

»Van olyan ponthdrmas, amelyre nem illeszkedik egyenes.” stb.

Példdul az elsd allitdshoz rendelhetd interpreticié csak abban kiilonbozik az a)-
belit6l, hogy T interpretacidja a ,,nem tetszik” tulajdonsag.

Az utolsé éllitdshoz tartozd interpretacié az, amelynek alaphalmaza a sik rész-
halmazainak halmaza, N, F és T interpreticioi pedig rendre a ,,ponthdrmas”,
»egyenes” és ,nem illeszkedik™ reldciok.



76 2. FEJEZET: A LOGIKA HALMAZELMELETI FELEPITESE

A kovetkez6kben példdkat latunk logikai ekvivalencidk, logikai kovetkezmények bi-
zonyitdsara:

8. Példa. Igazoljuk, hogy
Vx(a — ) EVxa — Vxp.

Vx(a —f) ekvivalens Vx(—aVp)-val, Vxa — Vxf pedig ekvivalens Ix—a V

Vx(-val. Megmutatjuk, hogy Vx(—a V) E Ix—a VVxf, vagyis azt, hogy
[Vx(—a V)] C[Fx—a VVxp]

fenndll tetsz6leges, megfelel tipusi A struktdra esetén.

0 € [Vx(—aVp)] pontosan akkor, ha o € [-aVp]=[-a]U [f] minden a € A-

ra. Ha van olyan a € A, hogy 0} € [-«a], akkor 0 € [3x—«], ha pedig nincs ilyen

a € A, akkor 0} € [#] minden a € A-ra, azaz 0 € [Vxf3].

Tehdt 0 € [Ix—a]U [Vxf]=[Ix—a VVxf], és ezt kellett bizonyitani.

9. Példa. Igaz-e, hogy Vx(a V) és Vxa VVxf logikailag ekvivalensek?

I Megoldds: Egyrészt tetszbleges A struktirdn és o értékelésre o € [Vx(a V)]
ekvivalens azzal, hogy minden a € A-rao} € [a Vf]=[a] U [B] Utébbi ekviva-
lens a kovetkezdvel:

minden egyes a € A-ra 0} € [a]vagy o} € [B]. (A)
Misrészt 0 € [(Vxa VVxp)]=[Vxa]U [Vxp]. Ez ekvivalens a kovetkezGvel:
0} € [a] minden a € A-ra vagy o, € [#] minden a € A-ra. (B)

Nyilvan (B) implikélja (A)-t, de forditva nem.

Il. Megoldds: Megadunk egy struktirat, ahol nem ugyanaz a két formula igazsag-
értéke. Példdul a struktdra alaphalmaza legyen a természetes szdmok halmaza, az
a és 3 relaciok pedig a pdros, illetve pdratlan tulajdonsig. Ekkor Vx(a Vv f3) igaz,
de Vxa V Vxf hamis.

10. Példa. Igazolja igazsdghalmazokkal, hogy Vx(a AB) és VYxa AVxf logikailag
ekvivalensek!

Egyrészt tetszGleges A struktirdra és o értékelésre o € [Vx(a Af)] ekvivalens
azzal, hogy minden a € A-rao; € [a AB]=[a]N[B].

Misrészt o E[(Vxa A Vxp)]=[Vxa] N [Vxf] ekvivalens azzal, hogy o} € [a] min-
dena € A-raés o, € [f] mindena € A-ra, azaz o} € [¢] N [f] minden a € A-ra.
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2.3 Normalformak

A kovetkezdkben olyan atalakitdsokat vizsgdlunk, amelyek attekinthet6bbé teszik a
formulédk szerkezetét. Mint latni fogjuk, minden formula (logikailag) ekvivalens egy
alkalmas, specidlis alakd formuldval. A normalformdji formuldk konnyebben kezelhe-
t0k, mint altalaban a formulak, és sok szempontbol elegendd az ilyen alakii formuldkra
szoritkozni.

Fontos, hogy az altalunk ismertetett normélformak esetén létezik algoritmus a nor-
malformara hozasra, amely szamitégépre is implementalhat6. A normalformak ezért
fontos szerepet jatszanak az automatikus tételbizonyitasban, vagy példaul a logikai
programozdsban. Kézi szdmoldsokndl azonban dltaldban nem algoritmusokat, hanem
. kvdzialgoritmusokat” vagy egyéb eljdrdsokat haszndlunk. llyen eljarasokat ismerte-
tiink ezen alfejezet végén.

Rogzitsiink egy tetszoleges elsdrendii L nyelvet.

1. Definicié. Akkor mondjuk, hogy egy formula konjunktiv forméjd, ha klézok kon-
junkcidja.

2. Tétel. (Konjunktiv normaélforma tétel.) Tetsz8leges kvantormentes formula logika-
ilag ekvivalens alkalmas kl6zok konjunkciéjaval, azaz a formula konjunktiv formara
hozhat6.

Bizonyitas. A formuldk definicidja szerinti indukcidval bizonyitunk. Emlékeztetiink
arra, hogy a kvantormentes formuldkat a formuldk tanult definicidja szerint képezziik,
kivéve, hogy az utolsd, a kvantdldsra vonatkozé 1épést nem hasznéljuk.

Az 4llitas igaz atomi formulédkra, hiszen az atomi formula is kl6z.

Tegyiik fel, hogy az dllitds igaz az « és B formuldkra, és tegyiik fel, hogy «
KiN...NKy-nel, B pedig Ci A...AGy-mel ekvivalens, ahol Kj,...K,, Ci,...Cy
kl6zok. Elegendé megmutatni, hogy a AB, a VB, —a, a =, a < is konjunktiv
formdra hozhat6. Kihasznaljuk majd formuldknak azt az el6z6 részben mar emlitett
tulajdonsagét, hogy ha részformuldkat ekvivalens formuldkra cseréliink, akkor az egész
formula is ekvivalens marad az eredetivel.

A tétel dllitdsa @ A fB-ra nyilvanvaldan igaz.

Az allitas o V B-ra is igaz, ugyanis (Kj A...AKy)V(Ci A... A Gy) a disztributivitast
haszndlé atalakitds miatt ekvivalens a /\; < <, 1<j <m (K;V G) formuldval, és ez
szintén kl6zok konjunkcidja.
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P

Megjegyezziik, hogy ez a gondolatmenet nyilvdn &ltaldnosithaté kettdr6l véges sok
ai,...a; formula diszjunkciéjéra is.
A —¢ formula a de Morgan-szabdlyok miatt ekvivalens a =K V...V —K, formula-
val. Ismét a de Morgan-dtalakitasokat hasznalva, most a —K; tagokra, ezek literdlok
konjunkciéi lesznek, azaz egyenként konjunktiv normalforméjiak. Viszont az el6z6ek
szerint, véges sok, konjunktiv normdlformdra hozhaté formula diszjunkciéja is kon-
junktiv normélformara hozhaté.
a — [3 alakd formuldkra az 4llitds igaz, hiszen a — 8 ekvivalens —a V f-val, és kiilon
- -ra, valamint diszjunkciéra mar igazoltuk az dtalakithatésdgot.
a <> f alakd formulara az (¢ — ) A (B — ) dtalakitdst hasznélva bizonyithatjuk alli-
tasunkat.

]

A tételben garantalt valamely konjunkciot a formula egy konjunktiv normdlformdjdanak
hivjuk. A konjunktiv normélformara hozds dltaliban nem egyértelmii. Nem foglal-
kozunk most a konjunktiv normélforma fogalmdnak olyan mddositdsaival, amelyek
esetén egy formula normélforméja mar egyértelm.

A konjunktiv normélform4hoz hasonlé a vele ,,dudlis” diszjunktiv normdlforma, amely
literdlok konjunkcidinak diszjunkcioja. A 2. Tételhez analdg allitas bizonyithat6 disz-
junktiv normélformdkra is. Nyilvdnval6, hogy a de Morgan-atalakitdsokat alkalmazva
egy formula konjunktiv normalform4jabol kozvetleniil megkapjuk negéltjanak disz-
junktiv normélformajat.

A konjunktiv normélformat kvantormentes formuldkra definidltuk, ezért a konjunktiv
normdlformdk eredete az dllitaslogika. Nyilvén lehet konjunktiv normélformat csak az
allitaslogikéra definidlni.

k ok ok

3. Definicié. Akkor mondjuk, hogy egy a formula prenex forméju, ha Qyxy ... Qgxi v
alakd, ahol y kvantormentes formula, a Qy, ... Q-k tetsz6legesen jelolhetnek univer-
zélis vagy egzisztencidlis kvantorokat, az xi,...x;-k pedig a nyelv tetsz6leges indi-
viduumvaltoz6i lehetnek. y-rél azt mondjuk, hogy a formula magja, a Qixy,. .. Qgx
sorozatrdl pedig azt mondjuk, hogy a formula prefixuma és hosszisiga k.

4. Tétel. (Prenex normdlforma tétel.) A nyelv barmely formuldjdhoz 1étezik vele
logikailag ekvivalens prenex formdji formula, azaz barmely formula prenex formara
hozhaté.

Bizonyitas. A tétel a formuldk definicidja szerinti indukciéval igazolhato.
Az éllitas igaz atomi formuldkra, hiszen az atomi formuldk nyilvan prenex alakuak,
nulla hosszisdgi prefixummal.
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Tegyiik fel, hogy az dllitds igaz az a és  formuldkra, és tegyiik fel, hogy a ve-
liik ekvivalens prenex alakd formuldk rendre a’ és f’, ahol a’'=Qyx; ... Qux;y és
p'=Piyi...Pnynmo. Elegend6 megmutatni, hogy az a AB,a VB, ~a,a —p,a <[,
Jxa, Vxa alakd formuldk is prenex alakra hozhaték. Ismét kihasznaljuk majd azt,
hogy ha részformulakat ekvivalens formuldkra cseréliink, akkor az egész formula is
ekvivalens marad az eredetivel.
—a és —a’ ekvivalensek, azaz a ~Qyx;...Qyx;y formula ekvivalens Qxi...Qgx;—y-
val, ahol Qj =V, ha Q;=3 és Q;=3, ha Q; =V (j =1,...k). Alkalmazhatjuk ugyanis
azt az atalakitast, hogy negéciot és kvantort felcserélve, univerzélis kvantor egziszten-
cidlissd, egzisztencidlis pedig univerzalissa valik. —a tehdt prenex alakra hozhaté.
Tekintsiik ezutdn az a AB formulat, majd helyette az ¢’ AB’ formuldt. Feltehetjiik,
hogy az a’-ben kotott xy,...x; valtozok nem fordulnak el6 sem kotve, sem szabadon
p’-ben, és forditva, hogy a f’-ben kotott yy, . ..y, véltozok nem fordulnak elé sem kot-
ve, sem szabadon a’-ben, hiszen mindez a kotott valtozok alkalmas elGzetes cseréjével
elérhetS. Ezutdn a Qxy... Quxgy APy ... Py, d formuldbdl 1épésenként ,kiemel-
hetjiik” a kvantorokat, alkalmazva a 2.2 rész 17. Tételbeli ¢) és f) ekvivalencidkat.
Tehat a A ekvivalens példaul a Qix1(Qxz ... Quxiy APy1 ... Puym0) (vagy példa-
ul a Py (Qix1 ... Quxpy APoys ... Ppym 0)) formuléval.
Ez ismét ekvivalens példdul a Qyx;Piy1(Qoxa... Quxiy A Poys ... Puym0) (vagy pél-
ddul a Qx1 Qx2(Qsx3 ... Quxy A Pryy ... Py, 0)) formuldval, és igy tovabb.
Ezért o’ A’ ekvivalens példaul az Qyx; ... Qxg P1y1 ... Puym (y AO) formuldval. Te-
hat a A prenex alakra hozhato.
Az o A esethez hasonlé gondolatmenet alkalmazhat6 az a V8 formula esetére.
a — B, illetve a <> prenex alakra hozédsdndl a —a V3, illetve (—a VB)A(=f Va)
atalakitasokat hasznalhatjuk, majd alkalmazzuk lépésenként a —-ra, A-ra és V-ra a fenti
gondolatmeneteket.
Ha a formula Ixa vagy Vxf alakd, akkor az dllitds trivialis.

|

Mint a bizonyitasbdl kideriil, formulak prenex alakra hozasa sem egyértelmii. P¢él-
ddul amikor két prenex alakd formula konjunkciéjat hozzuk prenex alakra, akkor
a kvantorokat tobbféle sorrendben is ,kiemelhetjiikk”. S6t ilyenkor még a prefixum
hossza sem egyértelmd, hiszen bizonyos kvantorokat médunkban 41l a formulaparbdl

»szimultdn” is kiemelni, a 2.2 rész 17. Tétel e)-beli tulajdonsdgokat alkalmazva.

A tételben garantélt valamely prenex format a formula egy prenex normdlformd-
Jjdnak hivjuk.

k) %k ok

5. Definici6. Egy prenex alakd formula Skolem-alakii, ha prefixumdban csak univer-
zdlis kvantorok fordulnak el6.



80 2. FEJEZET: A LOGIKA HALMAZELMELETI FELEPITESE

Legyen ¢ = Qx; ... Qyxry az L nyelv adott prenex alaki zart formuldja (ahol
X1,...x; tetszOleges individuumvaltozok). A kovetkezOkben bévitjiikk az £ nyelvet
egy L' nyelvvé, és az 1ij nyelvben definidlunk ¢-hez egy ¢, Skolem-alakot, induk-
ciéval:

Tegyiik fel, hogy ¢

VxXiVx2 o V% 3Xm +10m+ 2Xm 42+ - QX Y (X1, -+ Xk ) (D
alakd, ahol Qy; +2,... Qy tetszblegesen jelolhetnek univerzdlis vagy egzisztencii-
lis kvantorokat, és m =0 is megengedett (tehit ¢ egy m hosszisdgi univerzélis
blokkal kezd6dik).

Ha m =0, akkor bdvitsiik az £ nyelvet egy ¢ konstanssal, és rendeljiik ¢-hez a

Qox2 ... Qexgy(x1/c,...xy) formult.

Ha m pozitiv, akkor bovitsiik az £ nyelvet az X, +; m valtozos fiiggvényjellel,

és rendeljiik ¢-hez a

Vx1Vx2 . VX Qm+ 2Xm+2- - Qkka(xl, s Xm+ I/AXm+ 1X15 0o Xm) - -xk)
p1-gyel jelolt formulét. ¢-ben tehdt eliminéltuk az els6 egzisztencidlis kvantort.
1 ismét (1) alakd, m helyett valamely m + k-ra, és igy ismételhetjiik a fenti
eljarast.

Altaldban, ha egy prenex alaki formula prefixuméban balrél jobbra az els6 egzisz-
tencidlis kvantort s darab univerzalis kvantor el6zi meg, akkor bovitsiik a nyelvet
egy s valtozés 4j X fiiggvényjellel (s =0 esetén egy dj konstanssal). Ezutdn a
széban forgd egzisztencidlis kvantort elhagyjuk a prefixumbdl, és a kvantélt val-
tozdjanak el6forduldsai helyébe X-et helyettesitjiik igy, hogy X argumentumaiba
az s darab mar univerzalisan kvantélt valtozot helyettesitjiik.

Az eljarast annyiszor ismételjiik, ahdny egzisztencidlis kvantor van ¢ prefixuma-
ban, tehdt p darab egzisztencidlis kvantor esetén, p darab uj konstans-, illetve
fiiggvényjellel bovitjiik a nyelvet.

Az igy végeredményként nyert ¢ formula lesz a ¢-hez rendelt Skolem-alak.
p-hez ps hozzdrendelése egyértelmii.

Vegyiik észre, hogy ¢y definicidja egyuittal algoritmusnak is tekintheté meghataroza-
sara (ellentétben a konjunktiv és prenex formdkra adott definicidkkal).

6. Definicid. A fentiek szerint meghatdrozott pg-et a ¢ prenex alakd formula Skolem-
normdlformdjdnak nevezziik.

A definidlt ¢5 Skolem-alak a kovetkezd értelemben ,helyettesiti” az eredeti for-
mulat:
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7. Tétel. (Skolem-normdlforma tétel.) Legyen ¢ egy L elsSrendli nyelv zart prenex
alakd formuldja, ¢ ¢-nek Skolem-normalformdja, és L' a ¢g-hez definidlt elsérendi
nyelv. Ekkor minden £ tipusi A modellnek van olyan A’ b&vitése konkrét fiiggvé-
nyekkel ugyanazon alaphalmazd £’ tipusd modellé, hogy

AFE ¢ akkor és csak akkor, ha A’ F 5.

Bizonyitas. A bizonyitas ¢, definicidjanak megfeleléen torténik. Tegyiik fel, hogy
AEp.
Legyen ¢

VxX1Vx2 . VX 3+ 10m + 2Xm+2 - - - Qe Xk Y (X1 - - Xy X 415 - - - Xk ) ()
alakd. Tekintsiik a 3xp;+1Qm+2Xm+2--- QX Y (X1, - - Xmy Xm+1, - - - X ) részformuldt.
Ennek igazsdgértéke éltaldban fiigg az xi,...x; szabad valtozok értékeinek vélaszta-
satél. Most azonban az AF ¢ feltétel szerint e formula az xy,...x, valtozok minden
x0,...x5 € A értékére igaz. Példdul rogzitett x{,...x0 € A értékekhez, az igazsé-
gértékelés definicidja szerint, van olyan X,% +1 € A érték, jeloljiink egy ilyen értéket
X,?l+ 1(xlo, .. .x,?,)—val, hogy

On+2Xm+2--- Qkxky(xloa - -x;%, )(1?1+ 1(x10a .- -x;%), Xm+2---Xg)

igaz A-n. Vegyiik észre, hogy X,% 4+ €rtéke (jeloléseinknek megfelelSen) fiigg az
xlo, ...x) értékektdl, azaz egy m viltozds X,% + 1(xlo, ...x2) fiiggvény.
Legyen a ¢ definicijaban szerepld, L'-beli X, + fiiggvényjel interpretaciéja A-n az
iménti X,?Hl(xlo,...x,?l) fliggvény (m =0 esetén az X10 konstans). X,%H(xlo,...x,%)
véalasztdsa ugyan nem egyértelmd, de vélasztasat rogzitsiik.
s definicidja szerint ezutdn képezziik ;-et, ahol ¢;-et megint tekinthetjiik (2) alaku-
nak valamely m-re, ahol a formula magja mar a bdvitett nyelvbdl keriil ki. Elismételve
a gondolatmenetet erre a formulara, majd djabb formuldkra addig, ameddig taldlunk
még egzisztencidlis kvantort a prefixumban, azt kapjuk, hogy val6ban 1éteznek az (j
figgvényjeleknek interpretacidi .A-n gy, hogy ezen interpreticidkat hozzavéve az A
modellhez, a kapott A’ modellre és a ¢ formuldra A’ F p;.

Forditva, ha az A’ és A struktirdk alaphalmaza megegyezik, és A’ A-nak olyan
L' tipust bdvitése, hogy A’ F ¢, akkor kihaszndljuk, hogy a fenti gondolatmenet
megfordithato. Ugyanis most ,,beliilr6l kifelé” haladunk, el6szor a kvantorblokkban
utoljara elimindlt egzisztencidlis kvantort allitjuk vissza, tehdt a bevezetett fiiggvényjel
(Skolem-fiiggvény) helyébe 14j valtozot vezetiink be, és beszirunk a kvantorblokkba
egy rd vonatkoz6 egzisztencidlis kvantort. Ezt tovabb ismételjiik, és végiil nyilvan azt
kapjuk, hogy az eredeti ¢ formuldra AF .

]

Beszélhetiink egy tetszdleges (tehdt nem prenex alaki) formula Skolem-normdlformd-
jdrol is abban az értelemben, hogy valamely prenex formajahoz tartoz6 ¢ alakot
tekintjiilk. Természetesen a hozzarendelés ehhez nem egyértelm, hiszen a Skolem-
forma fiigg a formula prenex alakjatol.
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pays

Vigyédzzunk, hogy ¢ és ¢; a bdvitett nyelvben logikailag nem ekvivalensek, hiszen
igazsdguk nem minden modellen, csak bizonyos modelleken esik egybe, a Skolem-
fliggvények értékeit nem vdlaszthatjuk meg tetszdlegesen. ¢ és ¢y a kielégithetdség
szempontjabol ekvivalensek, tehdt egy gyengébb értelemben ekvivalensek, mint a lo-
gikai ekvivalencia, ugyanis igaz a kovetkez6:

Kovetkezmény. Tetsz6leges £ nyelv zart ¢ formuldjdhoz van a nyelvnek olyan L’
bovitése véges sok fliggvényjellel, hogy igaz a kovetkezd: ¢ kielégithetetlen akkor és
csak akkor, ha a ¢-hez rendelt s Skolem-formula kielégithetetlen.

8. Definicio. Egy Skolem-forma erds Skolem-forma, ha a prenex formula magja kon-
junktiv normélformaju.

Az erds Skolem-forma tehdt a Skolem-forma és a konjunktiv forma dsszevondsa. E16-
ny0s, hogy a Skolem-forma prefixuma ,,bevihet6” a mag konjunkcids klézai elé az
univerzélis kvantorok és a konjunkciéra vonatkoz6 2.2 rész 17. Tételbeli e) Osszefiig-

gés miatt, tehét igaz a kovetkez6:

Ha a formula V(K A...A Kj;) er6s Skolem-alaku, akkor ekvivalens a
VK| A...\NVK,, formulaval.

A formula kielégithetdsége tehat ekvivalens a kl6zok univerzdlis lezartjaibol allo
{VKi,...VKy;, } formulahalmaz kielégithetoségével.

ook sk

A kovetkezSkben a normdlformaéra hozas technikdjaval foglalkozunk, amennyiben kézi
szamolasra alkalmas eljarasokat mutatunk be (ezek konnyen tovéabbfejleszthetSk
algoritmusokka).

Konjunktiv normalformara hozasndl dltaldban a kovetkezd konnyen algoritmi-
zélhat6 ,.kikiiszobolési eljdardst” kovetjiik:

o Kikiiszoboljiik az — és <» miiveleteket a (p -y )< (—p Vi) ésa
(p ~yY)e= (e VyY)V(—y V) ekvivalencidk segitségével.

o Kikiiszoboljiik a negiciét a nem atomi részformuldkbdl, példaul elimindljuk az
Osszes —(p V), illetve —(¢p Ay) alakd részformuldkat, helyettik —¢p A —-t, il-
letve —p V -t irva.

e Alkalmazzuk a disztributiv tulajdonsagokat, példaul a ¢ V (¥ AJ) alakd részfor-
muldkat atalakitjuk (¢ Vi) A(p VO) alakdva.

o Egyszer(sitési 1épés: Ha egy literdl tobbszor fordul el6 egy kldzban, akkor csak
egyetlen el6fordulasat tartjuk meg. Ha egy kldézban literdl és negaltja egyszerre
fordul el6 (identitaskléz), akkor a kl6zt elhagyjuk, kivéve ha ez az egyetlen kl6z.

Konnyd belatni, hogy a fentieket alkalmazva, eljutunk a konjunktiv form4hoz.
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A kovetkezd példdkban A, B és C tetszbleges allitdsok konstansok lehetnek.

1. Példa. Hozzuk konjunktiv normdlformdra!
“(ANBVC)—(AANB)VC

Eliminélva az implikéciét, ezt kapjuk: (AA(BV C))V(AAB)V C.

(AANB)V C ekvivalens (AV C)A(BV C)-vel. Ha az ut6ébbi formulat D-vel je-
loljiik, akkor az eredeti (AA(BV C))V D ekvivalens (AV D)A(BV CV D)-vel.
Részletezve a D formulat, és ismét haszndlva a V-nak a A-ra vonatkozo6 disztri-
butivitasat:

(AVD)A(BVCV D)=
=(AV(AVCOOANBVOOANBVCV((AVOINBYVO))=
=(AVAVCOINAVBVC)ABVCVAVC)ANBVCVBV(C)=
=(AVC)AN(AVBVC)AN(BVCV A)AN(BV C)-t kapjuk, tehat kaptunk méar egy
normalformat: (AV C)A(AV BV C)A(BV C).

Ez tovabb egyszerisithetd, ha kihasznéljuk, hogy példdul (AV C)A(AV BV C)
ekvivalens AV C-vel, a disztributivitas miatt (hasonlé igaz (AV BV C)A(BV C)
és BV C-re is). Ezért az egyszer(sitett normal forma: (AV C)A(BV C).

2. Példa. Hozzuk konjunktiv normdlformdra!
(C—>A)—>((BV(C)— A

Kikiiszobolve az implikdcidkat, a formula ekvivalens =(—=CVA)V(—~(BVC)VA)-
val, ez pedig a de Morgan-szabdlyokat hasznilva (CA—A)V((—BA—-C)VA)-val.
Innen (wBA—-C)VA a disztributiv szabdly miatt ekvivalens (—mBVA)A(—~CV A)-
val, majd (CA—A)V((—BVA)A(-CVA)) ekvivalens (CV—-BVAAN(CV-CVA)A
A(—AV-BVA)AN(—-AV—CVA)-val. Utébbi harom az identitaskléz, ezért a nor-
malforma: CV—-BVA.

A prenex normalformara hozasnal éltalaban a kovetkez6 kikiiszobolési eljdrdst
alkalmazhatjuk.

o Kikiiszoboljiik az — és <+ miiveleteket A, V és — segitségével.

o Kikiiszoboljiik a negalt részformuldkat a literdlok kivételével, haszndlva a de Mor-
gan-szabdlyokat és a ~Vx¢ <> dx—¢, valamint —Ix¢ < Vx—¢ ekvivalencidkat.

o L[épésenként, a kvantalt valtozdk eldzetes cseréjével elérjiik, hogy a konjunkcidk-
bdl, illetve diszjunkciokbdl , ki tudjuk emelni” a kvantorokat, alkalmazva a 2.2
alfejezet 17. Tétel e) és f) pontjat.

A Skolem-normalformara hozasra a Skolem-forma definicidja mar szolgaltat
egy algoritmust.
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3. Példa. Hozzuk prenex alakra!
Vx(Jy(Sxy AMy —Jy(Iy A Exy)))

A formula rendre ekvivalens a kovetkezdkkel:
Vx3dy(—SxyV-MyV3Iy(y A Exy)),

Vx3Jy(=SxyV—-MyVdz(Iz AN Exz)) (a belsé y-t kicseréltiik z-re),
Vx3dy3dz(—=SxyV-MyV Iz A Exz)).

Ez a formula egyik prenex alakja.

4. Példa. Hozzuk prenex alakra!
dxVy—-Axy — Vydx Bxy

A kovetkez6 formuldk ekvivalensek:

—dxVy—-Axy VVydx Bxy,

VxdyAxy VVydxBxy.

Cserékkel diszjunkttd téve a diszjunkcids tagok individuumvaltozé halmazait, azt
kapjuk, hogy:

Vx3dy Axy VVu3dvBuv.

Kiemelve rendre a kvantorokat:

VxIyVudv(AxyV Buv).

5. Példa. Hozzuk Skolem-normdlformdra!
dxVyVzIuvVsItP(x,y,z,u,v,s,t)

A megoldés a

VyvVVsP(X,y,z, U(y,z), V(¥,2),s, T(y,2,5))

formula, ahol a nyelvet az X individuumkonstanssal és az U, V és T fiiggvény-
jelekkel bovitettiik.

6. Példa. Hozzuk Skolem-formdra!
Vx Pxa N Jy—(Qy — Pbc) — Vx Pax — Rba

Eliminéljuk az implikéciot:

=(VxPxa AJy—(—=Qy V Pbc))V (—Vx Pax V Rba).

Eliminéljuk a negécidkat (kivéve a literdlokndl):

dx—Pxa VVy(—QyV Pbc)V Ix—Pax \V Rba

Lecseréljiik az egyik x valtozot:

ds—Psa VVy(—=QyV Pbc)V Ix—Pax V Rba

Kiemeljiik valamilyen sorrendben a kvantorokat, ezzel egy prenex normélformat
kapunk:

dsVy3x(=Psa VvV (—Qy V Pbc)V —~Pax \V Rba)
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Bovitjiik a nyelvet annak érdekében, hogy Skolem-normalformét nyerjiink. Az dj
szimbdlumok: az S konstans és X egyvaltozés fliggvényszimbdlum:
Vy(=PSaV —-QyV PbcV —-PaXyV Rba)

7. Példa. Hozzuk a 3. Példa eredményét erds Skolem-alakra.

A Skolem-alak:

Vx(=SxYxV-MYxV({IZx N ExZx),

ahol a nyelvet két egyvaltozos fliggvényszimbdlummal, Y -nal és Z-vel bovitettiik.
Az er6s Skolem-alak:

Vx(=SxYxV-MYxVIZX)N(=SxYxV-MYxV ExZx))
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2.4 Redukcios tételek

Jelen részben haromféle ,,redukcidval” (és ezek kovetkezményeivel) foglalkozunk. A
kompaktsagi tétel egy ,,végesitési” tétel, és egyszertisége ellenére kozponti szerepet
tolt be a logikdban (szoros koze van a matematika mds 4gaiban, példaul a topoldgi-
dban jelentds szerepet jatszo ,.kompaktsdg” fogalmahoz, de ezt a kapcsolatot csak a
4.4 részben részletezziik). A kompaktsagi tétel kovetkezményeit még majd 4.2-ben
is targyaljuk. A Godel-Bernays—Church-tétel az elsdrendii logikanak dllitdaslogikdra
torténd redukcidjaval foglalkozik, mig a Herbrand-tétel az utébbi és a kompaktsdgi
tétel Osszevondsa. Végiil olyan redukcidval foglalkozunk, melynek segitségével vissza-
vezethetjiik egy formulahalmaz kielégithetGségét bizonyos adott modellosztdlyokon ki-
elégithetdségre, példaul a ,,Herbrand-modellek™ osztdlyara. Idetartozik a Lowenheim—
Skolem-tétel is, azaz a kielégithet6ség redukcidja bizonyos szdmossdgnél kisebb sza-
mossdgi modellek osztalyara.

2.4.1 Kompaktsagi tétel

Legyen X els6rendd formuldk egy tetsz8leges halmaza.

1. Tétel. (Kompaktsagi tétel, szemantikai valtozat.)

Formulak egy 3 halmaza kielégithetetlen akkor és csak akkor, ha 3-nak
van véges, kielégithetetlen részhalmaza.

Kovetkezmény. (Kompaktsagi tétel, kielégithetGségre vonatkoz6 valtozat):

Formuldk egy ¥ halmaza kielégithetd akkor és csak akkor, ha ¥ bér-
mely véges részhalmaza kielégithetd.

E kovetkezmény nyilvan a tétel ,,negdlt” alakja. El6szor példat mutatunk a kompakt-
sdgi tétel (utdbbi véltozatdnak) alkalmazdséra.

Példa. Mutassuk meg, hogy a ,,végesnek lenni” tulajdonsdg nem elsérendii tulajdon-
sdg, azaz els6rendii nyelven nincs olyan formula, amelynek jelentése az, hogy ,,véges-
nek lenni”.
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Legyen L tetszbleges, egyenldséget tartalmazé nyelv. Indirekt tegyiik fel, hogy
a a végességet kifejezd tulajdonsig, azaz o -nak pontosan a véges alaphalmazi
struktirdk a modelljei. Legyen ¢, az a formula, amelyik azt fejezi ki, hogy az
»alaphalmaz legaldbb n eleml”, tehat legyen ¢, a

IviTvo . WV Z VIAVIZ VIA LAV Z VAV ZE VAL AV o1 ZE V) (1)
formula.
Tekintsiik a ¥={p,: n €Ew } U {a} formulahalmazt, és alkalmazzuk rd a kom-
paktsdgi tételt. X minden véges részének nyilvan van modellje, tehat a kompakt-
sdgi tétel miatt 3-nak is van modellje. E modell minden n-re kielégiti ¢,-et, ezért
alaphalmaza végtelen. Mdsrészt e modell a-nak is modellje, ellentmondasban
feltevésiinkkel.

Vegyiik észre, hogy a ,,végesnek lenni” tulajdonsigot egy mondathalmazzal sem lehet
leirni (abban az értelemben, hogy 1étezik olyan A mondathalmaz, hogy modelljei pon-
tosan a véges modellek). A fenti gondolatmenet ugyanis elismételhet6 o helyett egy
ilyen feltételezett A mondathalmazra is. A ,,végesnek lenni” tulajdonsdg a hagyoma-
nyos értelemben tehdt nem formalizdlhat6 sem véges, sem végtelen mondathalmazzal.

Nyilvédnvald, hogy a ,,végtelennek lenni” tulajdonsdg sem elsérendd tulajdonség,
hiszen ha az lenne, akkor negicidja is az lenne. Vegyiik azonban észre, hogy meg-
szdmlalhaté sok formuldval mar tudjuk jellemezni a ,,végtelennek lenni” tulajdonsa-
got. Legyen ugyanis ez a formulahalmaz: ¥={¢,: n=1, 2,...}, ahol ¢, az (1)-ben
leirt formula. A ¥ formulahalmazt kielégité modell val6ban végtelen alaphalmazu, és
forditva egy végtelen alaphalmazi modell kielégiti 3-t.

Ezutdn a kompaktsagi tétel fenti kovetkezményét igazoljuk az allitaslogika
esetére, azaz a kompaktsagi tétel kielégithetGségére vonatkozé valtozatat az allitaslo-
gika esetére. Az elsdrendii eset bizonyitdsdval majd 3.1-ben és 4.3-ban foglalkozunk.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a nyelv csak a = és A logikai miiveleteket tartalmaz-
za. Nevezziink egy formulahalmazt végesen kielégithetének, ha minden véges része
kielégithets. 3 tehat végesen kielégithetd.

Vegyiik észre, ha egy A formulahalmaz végesen kielégithetd, akkor minden ¢ for-
muldra vagy AU {p }, vagy A U {—¢} végesen kielégithets. Hiszen ha egyik sem len-
ne ilyen tulajdonsdgu, akkor a ¥ formulahalmaznak valamely véges A és A, részeire
AU {p} és Ay U {—¢p} sem kielégithetSk. Ezért A; U AyU {p} és Ay U AU {—¢p}
sem kielégithet6. Ay U A, viszont kielégithetd, mivel > végesen kielégithetd. Legyen
Aj U Ay egy modellje A. Itt ¢ vagy —¢ biztosan igaz, tehat A; U AU {p} vagy
AU AU {—¢} igaz, és ez ellentmondas.

Az eredeti 4llitas egyik irdnyban trividlis, ezért elegendd azt igazolni, hogy ameny-
nyiben ¥ barmely véges része kielégithetd, akkor X is kielégithetd.

Rendezziik sorozatba a nyelv formuldit, ez megtehetd, hiszen a nyelv megszdmlalha-
t6. Jelolje e sorozatot 1, B2, ... Definidlunk e sorozathoz formuldk halmazénak egy
(Xr: k=0, 1, 2,...) sorozatat a kovetkez8képpen. Legyen
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Yo =1, ahol ¥ a tételben adott formulahalmaz,
Y=Y U {1}, ha XU {B;} végesen kielégithetd,
1=2U {-p1}, ha T U {—f;} végesen kielégithets.
stb.

Legyen I'= | J ;. A fent mondottak értelmében a definicid értelmes. Nyilvan igazak
k=0
['-ra a kovetkez6 tulajdonsdgok:

a) X CI.
b) Minden a formuléra, o és ~a koziil pontosan az egyik eleme I'-nak.
c) I' végesen kielégithetd.

Azt 4llitjuk, hogy I' kielégithetd, kovetkezésképpen az a) tulajdonsdg miatt ¥ is az.
Megmutatjuk, hogy a kovetkez6 értékelés kielégiti I'-t:

P=t,haP€ET,

P=|,ha P&T,
ahol P tetszbleges llitdsszimbSlum, és P jeloli P igazsagértékét egy adott interpretd-
cional.

Mivel minden P-re P vagy —P eleme ['-nak, ezért val6ban egy igazsigértékelést
definidltunk. Azt 4llitjuk, hogy ez az értékelés a kovetkezd tulajdonsagu:

Tetsz6leges o formuldra & =1 akkor és csak akkor, ha o €T )

Ebbdl mar valéban kovetkezik > C I' miatt, hogy az adott értékelés kielégiti X-t. A
(2) tulajdonsdgot formulaindukciéval igazoljuk.
Primformulédkra a (2) tulajdonsig definici6 szerint igaz.
Tegyiik fel, hogy (2) igaz a ¢ és 1y formuldkra.
Legyen o a ¢ formula. Igazolandd, hogy =¢ =t pontosan akkor, ha —¢ € I'. Azon-
ban egyrészt =¢ =1 akkor és csak akkor, ha ¢ =|. Az indukcids feltevés miatt p =|
akkor és csak akkor, ha ¢ & I, ami a b) tulajdonsdg miatt ekvivalens —¢ € I'-val.
Legyen a a ¢ Ay formula. Igazolandd, hogy ¢ Ay =1 pontosan akkor, ha ¢ Ay ET.
De egyrészt ¢ A =7 akkor és csak akkor, ha ¢ =1 és ¢ =1. Az indukcids feltétel miatt
@ =1 ekvivalens ¢ € I'-val, és yp =1 ekvivalens v € I'-val. Ha indirekt feltessziik, hogy
@ ANyp €T, akkor (b) miatt ~(¢p Ayp)E T, tehdt a {p,y, ~(p Ay)} formulahalmaz
kielégithet6 lenne, és ez ellentmondas.

]

A kompaktsdgi tételnek sok érdekes alkalmazdsa van, e konyvben is sokszor fogjuk
alkalmazni, tobbek kozott fontos alkalmazasa a nemstandard analizis (lasd 6.3).
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2.4.2 Herbrand-tétel és valtozatai

Sziikségiink lesz egy fontos szemantikai fogalomra, a részstruktiira (vagy részmodell)
fogalmara.

2. Definicio. Akkor mondjuk, hogy egy B struktira részstruktiirdja az A struktiranak
(vagy részmodellje, jelolésben B C .A), ha B C A, azaz B alaphalmaza részhalmaza A
alaphalmazédnak, tovabba B reléci6i és fiiggvényei B-re korldtozva, megegyeznek A
reldcidival és fiiggvényeivel (kovetkezésképpen a B halmaz zart A fiiggvényeire, azaz
utébbiak B-re vett korldtozdsainak értékkészlete része B-nek). Azt is mondjuk, hogy
A Kkiterjesztése a B struktirdnak.

Az algebrabdl jol ismert részstruktira-fogalmak példaul: linedris algebrdban az al-
tér, csoportelméletben a részcsoport, Boole-algebrdban a Boole-részalgebra stb. Kony-
nyl meggondolni, hogy akarhany részstruktira metszete is részstruktira.

Legyen £ individuumkonstanst tartalmazé elsérend( nyelv.

3. Definicié. Az L nyelvhez tartozé Herbrand-univerzumon értjik £ Osszes szabad
véltoz6 nélkiili termjeinek halmazat.

Péld4ul ha a nyelv csupdn egyetlen a konstanst és egyetlen fliggvényszimbd6lumot
tartalmaz, amelyik egyvaltozés, akkor a Herbrand-univerzum:

{a, fla), f(F(a), f(F(F(@)), ...} 3)

4. Definicio. Ha ¢ kvantormentes formula, akkor ¢ Osszes szabad valtozéjat szabad
valtoz6 nélkiili termekkel (azaz a Herbrand-univerzum elemeivel) helyettesitve, az igy
nyert helyettesités eredménye ¢ egy alapeldforduldsa.

Példaul ha £ olyan, hogy a Herbrand-univerzum a (3)-beli, és ¢ 1 darab szabad
valtozos, kvantormentes, nyilt formula, akkor ¢ alapel&forduldsai:

{p(@), p(f(@)), p(F(F@)), p(fFf(f(@)),...}

Az ,,alapel6fordulasok” allitaslogikai formulaknak tekinthet6k, mint kvantor- és val-
tozémentes formuldk, tehat példaul kielégithetetlenségiik is értelmezhetd az 4llitaslo-
gikdban. Azaz tekintjiik az £ nyelv szabad valtozét nem tartalmazé atomi formuldinak
halmazat, S*-ot, és definidlunk egy olyan £’ dllitdsnyelvet, amelynek allitdsszimbolu-
mai pontosan ezek a formuldk. Tehat példdul a P(a, b, c) atomi formulét egy (a, b, c)
sorozattal indexezett dllitasszimbSlumnak tekinthetjiik, jellése példaul P4 5 ©) Jehet.
Mivel S* viéltozomentes, ezért az elsérendi modelleken formuldinak igazsagértéke
nem fiigg az univerzum pontjaitdl, igy S* minden elsérenddi modelljéhez hozzéren-
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delhetjiik egy 4llitdismodelljét, s6t ilyen médon minden &llitdsmodelljét megkapjuk.
Ezért S* minden éllitismodellje felfoghaté egy elsGrendl modelljének is.

Legyen y zart, Skolem-normdlformdju formula, azaz ¢ Vx; ...Vx,¢ alakd vala-
mely ¢-re, ahol ¢ kvantormentes. Tekintsiik ¢ Osszes alapel6fordulasait:
S={S,p:r €ER}, 4
ahol S, ¢ jeloli egy konkrét helyettesités eredményét, az R indexhalmaz pedig a lehet-
séges helyettesitések Osszességét reprezentélja.

5. Tétel. (Godel-Bernays—Church-tétel.)

A Vxi ... Vx,p mondat kielégithetetlen akkor és csak akkor, ha a (4)-be-
li S mint allitdslogikai formulahalmaz kielégithetetlen az allitaslogika-
ban.

Bizonyitas. Tegyiik fel el6szor, hogy S kielégithetetlen. Indirekt bizonyitunk. Ha
Vxi ...Vxpe nem lenne kielégithetetlen, akkor valamely .A modellen Vx; ... Vx,¢ igaz
lenne. Ugyanezt a modellt S &llitdsmodelljének tekintve S nem teljesiil, tehat S;¢
hamis valamely i-re. Ez viszont ellentmond a Vx; ... Vx,¢p igaz feltevésnek.

A megforditast is indirekt bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy S-nek van modellje
(ez lehet bévebb, mint a Herbrand-univerzum). A fent mondottak értelmében ez a
modell felfoghaté tgy, mint S-nek egy elsérendd .4 modellje. Tekintsiik £ szabad
valtozé nélkiili termjeinek (a ,,Herbrand-univerzum” elemeinek) lehetséges érrékeit
A-n, legyen ezek Osszessége B. A B halmaz zdrt a fiiggvényekre (hiszen a termek
értékei is B-ben vannak), ezért tekinthetjiilk .A-nak a B alaphalmazu részstruktiirdjdt,
legyen ez B. Nyilvan B is modellje S-nek, hiszen S-ben csak valtozémentes formulak
taldlhatok (tehat allitdsformuldk).

Mivel Vx;...Vx,p kielégithetetlen, ezért B-n is hamis, mivel B is egy £ tipusu
modell. Ezért taldlhatéak 5-ben olyan by, by,...b, elemek, hogy az x| =by,...x, =
=b, individuumvéltozé-értékelésre (by, by, ...b, € B) ¢(by,...b,)=] B-n. A B hal-
maz definicidja szerint viszont 1éteznek olyan ¢1,...#, szabad valtozé nélkiili termek
L-ben, hogy interpretdcioikra b =t16, ...by =t,€3. (p(IIB, . ..t,?) =] B-n, ha x; =t18, -
Xn =t,§3, vagyis ¢ (x1/t1,...Xn/tn) =) B-n, azaz valamely j-re az S;¢ formula hamis
B-n. Tehat egy S-beli formula hamis B-n, ellentmondasban azzal, hogy B modellje
S-nek.

|

Vegyiik észre, hogy a fenti bizonyitds elemi abban az értelemben, hogy nem hasznal
eredményt az elsérendii logikabdl, csupan fogalmakat.

A kovetkez6 tétel a Godel-Bernays—Church-tételnek és az allitdslogika kompaktsagi
tételének egyszerl kovetkezménye:
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6. Tétel. (Herbrand-tétel a) valtozat.)

A Vx; ...Vx,p mondat kielégithetetlen akkor és csak akkor, ha a (4)-be-
li S-nek van olyan véges részhalmaza, amely kielégithetetlen.

Ugyanis a kompaktsigi tétel miatt S kielégithetetlen akkor és csak akkor, ha S vala-
mely véges része kielégithetetlen.

Legyen A Skolem-normalformdji formuldk, tehat Vip; alaku formuldk egy tetszd-
leges halmaza, ahol ¢; kvantormentes, i € I. Jelolje S a ¢; formuldk Osszes alap-
el6fordulasainak Osszességét (i € I), S formuldi tehat tekinthetdk allitdsformuldknak.
Konnyen éltaldnosithaté a 6. Tétel Skolem-normalformdji mondatok végtelen halma-
zara is.

7. Tétel. Skolem-normalformdji mondatok egy A halmaza kielégithetetlen akkor és
csak akkor, ha a A-beli formuldk magjainak alapel6fordulasaibdl képzett S valamely
véges része kielégithetetlen az 4llitadslogikdban.

A bizonyitds a Godel-Bernays—Church-tétel bizonyitdsdnak egyszerli médositisa-
val adédik a kompaktsdgi tétel felhaszndldsival.

Specidlisan, legyen a Herbrand-tétel a) valtozatbeli Vx; ... Vx,¢ formula egy zart, erds
Skolem-normdlformdjii formula, tehat Vx; ... Vx,(Cy A ...\ Gy) alakd, ahol C,... Gy,
kl6zok. Helyettesitsiik a Ci,... G, kl6zokba a nyelv szabad véltozé nélkiili termjeit
minden lehetséges moédon, azaz képezzik a Ci,... G, klozhalmaz alapeldforduldsai-
nak halmazat.

Legyen ezen helyettesitések eredménye az S={S,C;: r ER,i=1,...m} éllitdskloz-
halmaz.

Akkor mondjuk, hogy elsérendii klozok halmazdnak egy lezdrdsa kielégithetetlen,
ha az egyes kl6zok univerzalis lezartjaiknak 0sszessége mint formulahalmaz kielégit-
hetetlen. Elsérend kl6zok egy halmazardl akkor mondjuk, hogy kielégithetd, ha nem
kielégithetetlen.

A 7. Tétel kovetkez6 esetét majd késdbb, 3.3-ban, a rezoldciéelméletnél gyakran al-
kalmazzuk.

8. Tétel. (Herbrand-tétel b) valtozat.) A véges A elsérendd kidzhalmaz lezdrtja kielé-
githetetlen akkor €s csak akkor, ha A alapel6forduldsainak van olyan véges részhalma-
za, amelyik kielégithetetlen az dllitdslogikdban.

Megfogalmazhatdk a fenti tételek ,,pozitiv”’ valtozatai is. Példaul a Herbrand-tétel
a) valtozatanak masik alakja a kovetkezd: A Vxi...Vxp,p mondatnak van modellje
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akkor és csak akkor, ha a (4)-beli S minden véges részhalmazdnak van modellje mint
dllitdslogikai formulahalmaznak.

Ezutan két megjegyzést fiiziink a fenti tételekhez.

o A Godel-Bernays—Church- és a Herbrand-tételek az elsérenddi logika kielégit-

2 2z

hetdség (és kovetkezmény) problémdjanak a megfelel$ allitaslogikai problémara
torténd redukdlhatésagdra vonatkoznak. A tételek alapjan mondhatjuk, hogy az
elsérendd kielégithet6ség probléméja tulajdonképpen nem mads, mint az allitdslogi-
ka (a nulladrend{i logika) hasonlé probléméjanak a ,,beemelése” (vagy ,.emelése”,
Llifting”-je) az elsérendi logikéaba.

e Nagy kiilonbség van véges Y-ra az allitdslogika és az elsérendii logika kielégit-
het8ség problémdja kozott a tekintetben, hogy amig az elsérendi logika esetében
a probléma ,,nem eldonthets” (lasd majd a 3.4-et), addig az allitdslogika hasonld
problémdja ,,eldonthetd” (példaul igazsagtiblazat segitségével). A Herbrand-tétel
nem ad dontési eljdrdst az els6rendl logika kielégithet6ség problémadjara, mert ez
a tétel szerint végtelen sok formula vizsgélatat igényli, valamint nem tudhatjuk
elore, hogy melyik az a véges sok ,alapel6fordulds”, amelynek vizsgalni kell a
kielégithet8ségét.

A Herbrand-tétel a Godel-Bernays—Church-tételnek élesitése, hiszen ,,végesitési” alli-
tast is tartalmaz, ezért mar az éllitaslogikai visszavezetés mddjdra is timpontot nyujt.
A Herbrand-tétel ha nem is ad alapot dontési eljardsra, de biztositékot jelent arra nézve,
hogy egy értelmes keresési eljarast (,,félig dontési eljarast”) fogalmazhassunk meg. Ez
azt jelenti, hogy amennyiben A allitdsformulak egy végtelen halmaza (példaul a prenex
mag ,alapel6forduldsainak™ halmaza vagy a klézok ,,alapel6forduldsainak” halmaza
stb.), és kielégithetetlen, akkor ezt a tényt az eljards véges sok lépésben igazolja.
Azonban, ha A kielégithets, akkor nem kapunk az eljarastél valaszt.

Konkrét keresési eljaras példaul a Davis—Putnam-modszer. A modszer abban éll, hogy
A formuldit sorozatba rendezziik, majd képezziik e sorozat kezdGszeleteit, é€s rendre
vizsgéljuk e szeletek, mint véges formulahalmazok, kielégithet&ségét.

Az eljards azonban nagyon kevéssé hatékony. Példaul egy Skolem-forma magjanak
»alapel6forduldsaira” gondolva, szdmos alapel6fordulast feleslegesen generdlunk. Pél-
ddul ha a nyelvben adott a < reldcid és individuumkonstansok egy végtelen cy, co,...
sorozata, akkor a ¢c; < cpAcp < c3, o <c3Ac3<cy €3<c4cy<csstb. formulak ki-
elégithetdségét kiilon vizsgdljuk, holott nyilvanvald, hogy szerkezetiik azonos. Ele-
gendd lenne helyettiik a szerkezetiiket tiikr6z6 x < y Ay < z nyilt, elsérenddi formula
kielégithet6ségét vizsgdlni. Az Ggynevezett helyettesitéses modszer abban 4ll, hogy az
eredeti els6rendli nyelv kvantormentes nyilt formuldit is bevonjuk a kielégithet6ség-
vizsgdlatba, és kihasznaljuk azt, hogy egy-egy ilyen nyilt formula feleslegessé teszi
minden olyan formula vizsgélatat, amely az els6renddi nyilt formuldbdl helyettesitéssel
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keletkezik. E médszerek targyaldsdra majd a rezoldcidelméletnél, a 3.3-ban tériink
vissza.

2.4.3 Herbrand-modellek, Lowenheim—Skolem-tétel

A kovetkezo tételek adott formuldkat (formulahalmazokat) kielégité dsszes modellek
osztilydnak bizonyos sziikitéseire vonatkoznak.

Legyen L egyenldségmentes, legaldbb egy darab konstanst tartalmazo els6rendi
nyelv. Tekintsiink az £ nyelvhez tartozé6 Herbrand-univerzumot, H-t. Bevezetjik az
Ugynevezett Herbrand-modellek fogalmét. A fogalom a Herbrand-univerzumnak az
el6z6 részben mar bevezetett fogalmdhoz kapcsoldodik.

9. Definici6. Akkor mondjuk, hogy egy L tipusi H modell Herbrand-modell, ha
alaphalmaza az £ nyelvhez tartoz6 H Herbrand-univerzum, és a fiiggvények f H in-
terpretcidira

o ta=ft1. ..ty

azaz a termeket onmagukkal interpretdljuk, ahol 7q,...t, tetszleges termek, és a H
fels6 index, a szokdsos médon, a H-n vett interpretaciot jeloli.

Speciélisan, cH=c. H bizonyos értelemben egy ,,szabad” struktira. Megjegyez-
ziik, hogy a nyelv reldcidinak interpreticidira nem tettiink kikotést, ezek tetszélege-
sen interpretdlhatdk, ezért egy nyelvhez sok Herbrand-modell tartozhat. Beszélhetiink
természetesen egy formula vagy formulahalmaz Herbrand-modelljérdl is, ez az ille-
t6 formuldt vagy formulahalmazt kielégité Herbrand-modell. Klozhalmaz Herbrand-
modelljén a klézhalmaz lezdrdsdnak Herbrand-modelljét értjiik (lasd még 2.4.2).

A kovetkezd tétel a Herbrand-modellek kitiintetett szerepét mutatja. Legyen £ egyen-
l6ségmentes nyelv, legalabb egy darab konstansszimbélummal. Legyen A £ Skolem-
normélformdji mondatainak egy halmaza.

10. Tétel.

A Skolem-normélformdji mondatok A halmazinak van modellje akkor
és csak akkor, ha A-nak van Herbrand-modellje.

Bizonyitas. Az egyik irany trividlis, hiszen ha A-nak van Herbrand-modellje, akkor
van modellje. Forditva, tegyiik fel, hogy A-nak van modellje, jel6lje ezt .A. Igazolando,
hogy A-nak van Herbrand-modellje is.
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Tekintsiik az £ nyelvhez tartozé Herbrand-univerzumot, H-t. Megadunk H-n egy A-t
kielégits interpretaciot, kihasznalva az .4 modellt.
A Herbrand-modell definici¢jabol adédik, hogy a fiiggvények interpretdciéi definidltak,
de a relacigjeleké nem. Ha P egy tetsz8leges reldcidjel, akkor interpreticidja legyen
olyan, hogy

HE P(ty,...1,) akkor és csak akkor, ha AF PAGA, ... 1. (5)

Ezutan formulaindukciéval igazoljuk, hogy tetszbleges L£-beli Skolem-normélforméju
y formuléra is
HEY(t1,...1n), ha AEYA, ... 1Y, (6)
ebbdl mar kovetkezik, hogy A teljesiil H-n.
Feltehetjiik, hogy y erds Skolem-alaki, azaz magja konjunktiv normélformaji. Ez nem
jelenti az altaldnossag korldtozasat, mert minden Skolem-formdji formula logikailag
ekvivalens egy erds Skolem-formédji formuléval.
1. Atomi formulédkra (5) miatt igaz a (6) allit4s.
2. Tegyiik fel, hogy (6) teljesiil az a(zy,...t,), illetve a B(t1, ... t,) rogzitett formu-
lakra. Igazoljuk, hogy teljesiil az @ A formuldra.
Igazoland6 példaul, hogy H & (a AB)(t1, ... ty) teljesiil, ha AE (@ AR, ... 1) tel-
jesiil.
Tegyiik fel, hogy AE(a Aﬂ)(tlA,...t,fl). Ez azt jelenti, hogy Al=a(t1“4,...t,;4) és
AEBA, ... t;1). Utébbiak az indukci6s feltétel miatt egyenként implikaljdk, hogy
HEa(ty,...tn) és HEB(t1,...tn).
Ez viszont pontosan azt jelenti, hogy H F (a AB)(ti,...t,), mint azt igazolni kellett.
Hasonl6an lathat6 be az a V3, a — 8, —a eset is.
3. Tegyiik fel, hogy (6) teljesiil a(ty,...t,)-re tetszbleges t1,...t, szabad valtozo
nélkiili termekre. Megmutatjuk, hogy (6) a Vxa(x,1,,...t,) formulara is teljesiil.
Ha AFEVx(x, tA, eet t,;4) teljesiil, akkor az univerzdlis kvantor miatt kdvetkezik, hogy
AEa(x/ tlA, tz“i, . t,;4) minden H-beli t| zart termre. Az indukcids feltevés miatt ek-
kor HEy(t1,...1,) is kovetkezik tetszSleges ¢ zart termre. Ut6bbi viszont azt jelenti,
hogy HEVx(x,t,...1;), mint azt igazolni kellett.
Az egzisztencidlis kvantor esetét nem kell vizsgdlnunk, mivel y a feltétel szerint
Skolem-normalformaja.
|

A tétel szerint A kielégithet6ségét elegendd csak Herbrand-modelleken vizsgalni. A
Skolem-normalforma feltétel 1ényeges, hiszen erdsen kihasznaltuk, hogy nincs egzisz-
tencidlis kvantor a formuldban. Altaldnosithaté viszont a tétel egyenlséget tartalmazé
nyelvekre is.

A tétel ,negalt” alakja a kovetkez6: A Skolem-normdlformdjii mondatok A hal-
maza kielégithetetlen akkor és csak akkor, ha A minden Herbrand-modellen kielégit-
hetetlen.
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Gyakran alkalmazzuk a tételnek azt az esetét, amikor a A formulahalmaz egy A
els6rendd kl6zhalmaz lezartja.

Kovetkezmény. A A elsSrendli kl6zhalmaz lezardsanak van modellje akkor és csak
akkor, ha A lezardsdnak van Herbrand-modellje.

A kovetkez6 tétel a logika egyik ,,klasszikus tétele”. Megengediink egy megszam-
lalhat6éndl nagyobb szamossagu £ nyelvet.

11. Tétel. (Lowenheim—Skolem-tétel.)

Legyen ¥ zart formuldk halmaza egy 7 szdmossagu nyelven. Amennyi-
ben X-nak van modellje, akkor van legfeljebb 1 szdmosagu modellje is.

Bizonyitas.
Tekintsiik ¥-nak egy A modelljét. Készitsiik el valamennyi X-ban szerepl6 ¢ mon-
dathoz a ¢ Skolem-formdjat, €s £ legyen az £ alapnyelvnek az egyes X-beli ¢p-khez
tartozé Skolem-bdvitéseknek az unidja. Utébbindl vigydzzunk arra, hogy ne szerepel-
jen ugyanaz a szimbdlum két kiilénb6zé formulahoz tartoz6 bSvitésnél.
Osszesen legfeljebb 7 szimbélummal bévitettiik az £ nyelvet, mert ¥ legfeljebb 7
sok formuldt tartalmaz, és egy formuldhoz L-nek csak egy véges bovitése tartozik.
A Skolem-normalforma tétel szerint (2.3 rész 7. Tétel) az A modell bdvithets egy
L’ tipusu A" modellé tgy, hogy A és A’ alaphalmaza megegyezik, és A’ kielégiti a
A={ps: ¢ € X} formulahalmazt.
Ezutén alkalmazzuk ugyanazt az o6tletet, mint a Godel-Bernays—Church-tétel bizonyi-
tasanal: tekintsiik .A’-nek az £’ szabad valtozé nélkiili termjei értékei altal generdlt B
részstruktirat (utébbinak B alaphalmaza tehdt az £'-beli zart termek értékei interpre-
tacidinak Osszessége). B legfeljebb 1 szdmossagu, hiszen az Gsszes L'-beli term is
legfeljebb  szamossdgi. Mivel a A-beli formuldk univerzdlisak, igy A’-nek B rész-
modelljére is igazak maradnak. Ismét alkalmazzuk a Skolem-normalforma tételt, de a
masik irdnyban, és a B modellre. Eszerint minden A-t kielégité £’ tipusd modellhez,
tehat B-hez is van olyan modell, amelynek alaphalmaza ugyanaz, mint a A-t kielégitd
modellé, tehat B, és e modell £ tipust, és kielégiti 3-t. A széban forgd modell nyilvan
teljesiti a tétel feltételeit.

|

A Lowenheim—Skolem-tételnek érdekes és sokszor paradoxonnak tind kovetkezmé-
nyei is vannak. Péld4ul alkalmazva a halmazelmélet vagy a valds szdmok egy els-
rendi axiémarendszerére, azt kapjuk, hogy ezen axiémarendszereknek van megszdm-
ldlhato modellje is (ugyanakkor példaul a halmazelmélet megszdmlalhaté modelljén is
igaz az, hogy van kontinuum szamossigu halmaz!). S6t alkalmazhatjuk a Lowenheim—
Skolem-tételt egy struktira egész elméletére is (tehat ekkor X =Th.A), specidlisan
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példaul a valés szamok elméletére, és ekkor latszik, hogy egy struktiira elmélete nem
feltétleniil hatdrozza meg a struktiirdt. Lehetséges tehdt az, hogy pontosan ugyanazok
az els6rendd allitdsok igazak két kiilonb6z6 (,,nem izomorf”) struktirara.

Ez az észrevétel dtvezet egy érdekes témakorhoz, a ,,nemstandard” modellek vizsgéla-
tahoz (lasd 4.2).



3. FEJEZET

ABIZONYITASELMELETROL

Rovid eldzetes dttekintést adunk néhdny a jelen fejezetben szerepl6 fontos fogalomrol
és eredményrdl. Az Olvasé, ha kivanja, kezdheti a fejezet olvasdsat kozvetleniil a
3.1.1 résszel, és visszatérhet jelen bevezetésre a fejezet elolvasdsa utdn is, e bevezetést
Osszefoglaldsként haszndlva.

Lattuk mar, hogy az igazsagértékelés szemantikai definicidja altaldban nem, vagy
csak nehézkesen alkalmazhatd arra, hogy formuldk igazsagértékeit meghatdrozzuk,
vagy egy szemantikai kovetkezmény (X Fa) helyességét vizsgaljuk. A logikanak
létezik egy madsik felépitése, amelyik a logika fontos problémadit masfel6l kozeliti
meg, mint a szemantika, eszkozrendszerét tekintve fiiggetlennek tekinthet6 az eddigi,
szemantikai felépitéstdl, hatterét illetben viszont szorosan Osszefonddik vele. Ez a
masik teriilet a bizonyitdselmélet.

A bizonyitdselmélet, hasonldéan a szemantikdhoz, a nyelv fogalmdra épiil, tehét
jelen fejezet kozvetleniil tdimaszkodik az 1. fejezetre.

A bizonyitaselmélet a klasszikus axiomatikus modszer altalanositasanak tekinthe-
t6. Ha az Olvasé jartas egy kissé a matematikdban, akkor van képe az axiomatikus
moédszerr6l. Az axiomatikus mddszer egyik véltozata az, hogy rogzitiink egy formélis
nyelvet, feltesziink dgynevezett ,,szakmai axiémakat”, és implicite feltesziink bizonyos
,Jogikai alapigazsdgokat”, masképpen ,,logikai axiomadkat”, és bizonyos altaldnos érvé-
nyl kovetkeztetési szabalyok segitségével tételeket bizonyitunk (példaul a geometriat
tekintve, a nyelv a geometria nyelve, a szakmai axiomék pedig a geometria axidmai).
Mint tudjuk, a bizonyitési eljaras véges.

Altalanosan, ha pontosan megadjuk a nyelvet, és felsoroljuk azt, hogy mely ko-
vetkeztetési szabalyokat, mely logikai axidmadkat és milyen bizonyitdsfogalmat hasz-
nalunk, akkor a klasszikus axiomatikus mdodszernek az imént koriilirt valtozatat ,,leve-
zetési (vagy dedukcios) rendszernek nevezzik.
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Az indirekt bizonyitds az axiomatikus médszer egy mdsik valtozata, amikor is
feltessziik a bizonyitand¢ allitds ellenkezdjét (azaz ez utdbbit is axiémdanak tekintjiik),
és ugy bizonyitunk, hogy az el6bb emlitett logikai appardtus alkalmazésival, errdl a
tagaddsrél megmutatjuk, hogy lehetetlen. Indirekt bizonyitds esetén elegendd tehdt
csak azt definidlni, hogy hogyan vezetiink le az axiémdkbdl ellentmonddst, tehat a
logikai apparatus kozvetleniil most nem egy rogzitett allitds, hanem egy ellentmondas
igazoldsdra szolgdl. Az axiomatikus médszer ezen véltozatat ,,cdfolati rendszernek” is
hivjuk. A levezetési és céafolati rendszereket egyiittesen ,,bizonyitdsi rendszereknek”
(vagy ,.kalkulusoknak’) nevezziik.

A bizonyitdselmélet a kiilénb6z8 ,,bizonyitdsi rendszerekkel”, masképpen ,,kalku-
lusokkal” foglalkozik. E fejezetben harom bizonyitasi rendszerrel, a Hilbert-félével, az
analitikus fakkal és a rezoldciéval (ezen beliil az SLD-rezoldciéval) fogunk foglalkoz-
ni, ezek koziil a Hilbert-féle egy levezetési rendszer, az analitikus fak és a rezolicid
pedig cafolati rendszer. Nem célunk, hogy a bizonyitdsi rendszereket és magit a
bizonyitaselméletet teljes altalanossdgban targyaljuk. Megallapithatjuk azonban, hogy
a bizonyitds véges természetl, és a szabdlyok és a logikai axiémék is algoritmikusan
kezelhetdk.

Egy P bizonyitasi rendszer egy - p ,,bizonyitdsi reldciotr” definidl az adott nyelven.
Tehat adott ¥ axiémdk (,,szakmai axiomdak™) és adott ¢ formula esetén vagy X Fpc,
vagy L ¥ pa teljesiil. Ha P levezetési rendszer, akkor a b p reldciot ,levezetési reldci-
onak” is szoktuk nevezni, F-p fiigg 3-t6l és a-tél. Azon zart a formuldk Osszességét,
amelyek bizonyithaték ¥-bdl, Ded p(¥)-val, vagy roviden Ded(3)-val fogjuk jeldlni.
Amennyiben P cdfolati rendszer, akkor a -p reldciét ,,cdfolati reldcionak” is nevez-
ziik. Fp tehdt nem fiigg a-t6l, csak X-t6l. Adott X esetén p szintén teljesiil, vagy
nem teljesiil.

Megjegyezziik, hogy a levezetési és cdfolati rendszerek egymdsra kolcsondsen
visszavezethetok. Hiszen egy levezetési rendszer alkalmas minden formula levezeté-
sének vizsgdlatdra, igy tobbek kozott az ellentmondést jelents o A —a (a tetszdleges)
formula levezethet6ségének vizsgdlatdra is (vagy ha a nyelvben 1étezik 1 ,hamis”
szimbdlum, annak levezetésére is). Forditva, egy céfolati rendszerben a I-p céfolati re-
l4ci6 segitségével tigy definidlhatunk levezetési relaciét, hogy -bol akkor kovetkezik
a, haa ¥ U {-a} formulahalmazbdl I-p szerint bizonyithat6 az ellentmondas.

Fontos megjegyezni, hogy csakigy, mint a klasszikus axiomatikus médszernél,
egy adott P levezetési rendszer esetén nincs megadva egy eljarés - p ,.kiszdmitdsdra”,
azaz nincs egy eleve definidlt dontési eljards X pa helyességét vagy helytelensé-
gét illetGen. Viszonylag konny( ellendrizni egy adott bizonyitist, de nem konnyii
megtalalni egy bizonyitast. S6t az is lehetséges, hogy nem is létezik bizonyitas
sem ¢-ra, sem —a-ra. Egy levezetési rendszer tehdt csupdn keretet biztosit a bizo-
nyitdsokhoz. Definidlva van az, hogy mit lehet csindlni annak érdekében, hogy egy
tételt igazoljunk, de éltaldban nincs meghatirozva, hogy mit kell csinalni ehhez. Nagy
eltérések 1éteznek az egyes bizonyitdsi rendszerek kozott a tekintetben, hogy mennyire
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»algoritmus kozeliek”, konnyen fejleszthet6-e tovédbb a rendszer algoritmussé (péld4ul
az altalunk targyalt rendszerek koziil ,,algoritmus kozeliek” az analitikus fdk vagy az
SLD-rezolucid, az ellenkezbjére pedig példa a Hilbert-rendszer).

A bizonyitasok sordn végsd sorban az torténik, hogy egy formaélis nyelvben a
jelekkel véges sok manipuldciét (operdcidt) hajtunk végre (szemben a szemantikdval,
ahol 4ltalaban végtelen halmazokkal foglalkozunk). Ez a folyamat kénnyen megva-
16sithat6 szamitogép segitségével. A bizonyitaselmélet 1étezésének egyik jelentGsége,
hogy kozel hozza a logikat a szdmitégéphez (és a szamitdgépet a logikdhoz), és ezért a
logika valésdgrol alkotott modellje szdmitégéppel vizsgédlhatd. Tobbek kozott ez nydjt
alapot az ,,automatikus tételbizonyitas” tevékenységéhez.

Emlitettiik mar, hogy sok hires matematikusnak volt dlma (példdul Leibniznek,
majd a 20. szdzadban Hilbertnek), hogy olyan algoritmust taldljon, amelyik alkalmas
arra, hogy tetsz6leges matematikai allitas helyességét eldontse, gépesitse a matematikai
bizonyitds folyamatdt. Ugy is megkozelithetjiik ezt a problémat, hogy létezik-e olyan
szamitogépes program, amely alkalmas arra, hogy a szdmdara megfogalmazhat6 tételek
helyességét eldontse. Azonban sejthetd volt, hogy egy ilyen univerzilis tételbizonyitd
(gép), amelyik barmely X axiémarendszer és « 4llitds esetén megmondja, hogy «
tétele-e a ¥ axiomarendszernek, kissé utdpisztikus elképzelés. Ilyen eljards 1étezé-
sének problémdjat az elsdrendii logika eldontésproblémdjdnak hivjuk. A 20. szazad
matematikdjanak egyik jelentds eredménye, hogy sikeriilt is bebizonyitani, hogy ilyen
univerzélis eljards nem létezik (14sd majd a II. Church-tétel kovetkezményeit).

Ha univerzalis bizonyitési eljaras nincs is, de kereshetiink modszeresen bizonyita-
sokat. A bizonyitdsi rendszerek kibdvithet6k egy keresési stratégidval, majd egy kere-
sési algoritmussal, amelyek tobbek kozott egy-egy bizonyitias minél gyorsabb megtala-
lasat célozzdk, feltéve, hogy létezik egydltaldn bizonyitds. E vizsgélatok mar atvezetnek
az automatikus tételbizonyitds és logikai programozds témékhoz, ez utébbirdl 3.5-ben
lesz sz6. 3.6-ban a lambda-kalkulust vizsgéljuk.

k) %k ok

Levezetési rendszerekkel Osszefiiggésben tobbek kozott a kovetkezd fontos kérdések
vetddnek fel:

Viszonylag konny( djabb és djabb helyes levezetési szabdlyokat és alapigazsago-
kat hozzdvenni egy rendszerhez, de vajon mikor érdemes ezt a tevékenységet befejezni,
mikor lehetiink ,.elégedettek” a szabdlyokkal. A masik kézenfekv$ kérdés az, hogy mi
a kapcsolata a - p bizonyitasi relacionak és a F kovetkezményfogalomnak.

A fenti két kérdés szorosan 6sszefiigg. Konnyfi lesz majd belatni, hogy ha ¥ Fpa,
azaz ¥-bdl a bizonyithaté P szerint, akkor X F « is teljesiil. Erre a tulajdonsigra azt
mondjuk majd, hogy a I-p reldcié (vagy a P levezetési rendszer) helyes. Illyen esetben
a F reldcié nyilvan kiterjesztése p-nek. A helyesség, bizonyos értelemben, egy
minimdlis kovetelmény a levezetési reldcidval szemben. Arra a kérdésre, hogy mikor
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nem feltétleniil sziikséges mar tjabb kovetkeztetési szabdlyokkal és logikai axiomakkal
bdviteni a rendszert, azt vilaszolhatjuk majd, hogy akkor, ha = nemcsak kiterjesztése
Fp-nek, hanem egybe is esik vele. Ez esetben azt fogjuk mondani, hogy a Fp relacié
(vagy a P levezetési rendszer) teljes (kényelmi szempontbdl is szoktdk bdviteni az
axiémarendszert, most ezzel a kérdéssel nem foglalkozunk). Mindezzel természetesen
mar a masodik kérdést is megvalaszoltuk, hiszen teljesség esetén X Fa akkor és csak
akkor, ha Y Fpa. Teljes levezetési rendszer esetén tehdt a levezetési reldcié ugy
tekinthetd, mint amellyel a F szemantikai kovetkezményreldciot szimuldlni tudjuk. Ez
visszaigazolds arra a 2. fejezetbeli észrevételre, hogy Y Fa teljesiilése csak a benne
szerepl6 formuldk szerkezetétdl fiigg, hiszen a F reldcidval ekvivalens I-p definici6-
jandl csak a formuldk szerkezetét haszndljuk. Més-maés teljes levezetési rendszerek és
a hozzajuk tartozoé levezetési relacidk esetén a levezetési relaciok egybeesnek, mivel a

teljesség miatt valamennyi egybeesik F reldcidval.

A F kovetkezményrelaci6 szempontjabol elsddleges kérdés, hogy 1étezik-e hozzd
egydltaldn teljes bizonyitdsi rendszer (mds kérdés, hogy teljes rendszer 1étezését alta-
ldban dgy szoktdk igazolni, hogy megadnak egy konkrét ilyen rendszert, azonban ez
nem torvényszerQ).

Mint l4tni fogjuk, egy P levezetési rendszer ereje elsésorban a teljességi tételben
rejlik, tehat abban, hogy a F reldciét lehetséges szimuldlni a levezetési relaciéval. Fon-
tos kovetkezménye a teljességi tételnek, hogy a levezetési és a kovetkezményrelaciok
egybeesése miatt a bizonyitdselmélet és a szemantika egymads kontrolljdnak tekinthetd.
A teljességi tétel kovetkezménye lesz tobbek kozott, hogy Cons(X) =Ded(X) miatt a
2.2-ben felvetett Th.4=Cons(X) probléma visszavezethet$ a

Th.A=Ded(X) (D

problémara, ahol A most is tetszGleges rogzitett struktira, ¥ egy alkalmas axiémarend-
szer (rekurziv mondathalmaz), Ded(X) pedig a X-bdl egy adott levezetési rendszer-
ben bizonyithat6 mondatok halmaza. Az (1) probléma egyszertibb Th.4 = Cons(X)-nal
annyiban, hogy a Ded reldcié konnyebben kezelhetd, mint a Cons relacid.
Paradoxonnak tlinik, de az is a bizonyitdselmélet erejét mutatja, hogy a logika
és matematika korlatait segitségével sikertilt feltérképezni. Példaul, mint l4tni fogjuk
(Godel inkomplettségi tételei), ha (1)-ben a Th.4 elmélet ,,elég erSs”, akkor nem létezik
olyan ¥ axiémarendszer, amelyre (1) teljesiil, tehat Th.A=Ded(Y). Ez azt jelenti, hogy
»elég er6s” elméletek esetén létezik Th.A-hoz tartozd, de az axiomaktdl ,fiiggetlen”
allitds (sem az allitds, sem negdltja nem bizonyithaty). A F kovetkezményrelacid
(és a Fp-relacid) eldonthetetlenségére gondolva, tehdt ha egy bizonyitast keresiink a
C levezetési rendszerben, és nem taldljuk az n-edik 1épésig, annak az is oka lehet,
hogy egyadltaldn nincs is bizonyitds (hasonl6 igaz lehet az 4llitds negéltjara is). Egy
bizonyitaskeresési eljards tehat altaldban egy ,,félig dontési eljaras”, vagyis ha létezik
bizonyitas, akkor az eljaras azt véges 1épésben megtaldlja, de ha nem, akkor nem jutunk
el a dontésig (médsképpen Ded(X) nem rekurziv, hanem rekurziv felsorolhaté halmaz).
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A logika korlatairdl, azok kovetkezményeir8l és ismeretelméleti vonatkozésair6l 3.4-
ben lesz sz0.

A bizonyitasi rendszereket tobbféleképpen lehet osztilyozni. Kiilonbségek lehet-
nek kozottik példdul a feltételezett kovetkeztetési szabdlyok, illetve a feltételezett
logikai axiémdk szdmdnak ardnydt illetGen (az is el6fordulhat, hogy egy bizonyitdsi
rendszer egyéltalan nem haszndl logikai axidmat). Mint mar emlitettiik, egy madsik
lehetséges osztdlyozds az, hogy 1éteznek levezetési rendszerek és cdfolati rendszerek.

Megjegyezziik, hogy az irodalom nem egységes néhdny bizonyitdselméleti termi-
nologiét illetéen, példaul a ,,bizonyitdsi rendszer”, ,levezetési rendszer”, ,kalkulus”,
»szintaktika” hasznélatdban. Példaul szintaktikdn egyesek csak a formadlis nyelvet értik,
maésok viszont a nyelv és valamely bizonyitési eljards parosat.

A bizonyitdselmélet igen szertedgazé teriilete a logikdnak. Nem tudunk kitérni a
bizonyitas ,konstruktivista” fogalmara, ezzel kapcsolatban pedig a bizonyitds intuicio-
nista fogalmara. Nem targyaljuk bizonyitdsok normaélalakjait, azaz az adott kalkuluson
beliil megadhatd, tovdbb lényegesen mir nem egyszer(isithetd bizonyitds fogalmat stb.

z 2

El6szor a bizonyitdselmélet 6ndllé felépitését fogjuk hangsilyozni (3.1.1), késébb
a kapcsolatdt a szemantikdval (3.1.2), a konyv szamos fejezetében pedig szimultdn
targyaljuk a két megkozelitést. 3.1-ben a bizonyitdselmélet alapjaival ismerkediink az
altaldban csupdn elméleti célokra haszndlt Hilbert-féle levezetési rendszer keretében.
A 3.2-ben és a 3.3-ban mdir az alkalmazisokndl is fontos szerepet jatszo cdfolati
rendszerekkel, az analitikus fakkal és a rezoldciéval ismerkediink. 3.4-ben a logika
mér emlitett korldtait targyaljuk. 3.5-ben a bizonyitdselmélet egy alkalmazdsdrdl, a
logikai programozasrol lesz sz6. 3.6-ban a lambda-kalkulust vizsgéljuk.
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3.1 Alapfogalmak.
A Hilbert-féle levezetési rendszer

3.1.1 Alapfogalmak

Jelen részben a bizonyitdselmélet szdmos fogalméit vezetjiik be az tigynevezett Hilbert-
féle levezetési rendszerbdl kiindulva. Az itt ismertetett fogalmak megfeleli mas ,,bi-
zonyitasi rendszereknél” is megtaldlhaték. Szamos fogalom (példaul ellentmonddasta-
lanség, fiiggetlenség stb.) fiiggetlen lesz a bizonyitasi rendszertdl, legaldbbis ,,valami-
revalé” bizonyitasi rendszerek esetén.

A Hilbert-féle levezetési rendszer (Hilbert-kalkulus) a kovetkezd elemekbdl all:
e logikai axiémak,
e kovetkeztetési szabdlyok,
e bizonyitdsfogalom.

A kovetkezbkben sorra vessziik a fenti fogalmakat. Rogzitsiink egy tetszdleges
elsérendi nyelvet.

El6szor a logikai axiéomakat adjuk meg. A Hilbert-rendszer logikai axiomait
véges formulasémdkkal szokés definidlni.
A formulaséma fogalma ugyandgy indukcidval definidlhaté az tgynevezett relacio-
(vagy formula-) és fliggvény- (vagy term-) vdltozok segitségével, mint maguk a for-
muldk a reldci6- és fiiggvénykonstansok segitségével. A sémak egyenként végtelen sok
formuldt jelentenek. Amikor egy sémdba konkrét formuldt és termeket helyettesitiink,
azt mondjuk, hogy a séma egy példdnydt képezziik. A kovetkez6 definicié véges sok
axiémasémat, de végtelen sok axidmat tartalmaz (a sémakat is szoktuk roviden logikai
axiomaknak nevezni).

a, B ésy legyenek a nyelv tetszSleges formuldi, ¢, t1,.. .7, pedig tetszGleges termek.

1. Definicié. (Logikai axiomék.)
i a—=p—a
(i) (@—=B—=y)—(@—=p)—a—y
(iii)) (ma—=p)—=(a—-p)—a
(iv) Vx(a —p)—=Vxa —Vxp
(v) a —Vxa feltéve, hogy x nem fordul el6 szabadon ¢ -ban
(vi) Vxa —a(x/t)
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(vii) t=t

(viil) ty=tp41—> ... =ty =ty > f (1, ... t)) =fEn+1,. .. T2n)

(x) ti=th+1—> ...~ =t —>R({1,...t) =Ry +1,...0n)

(x) az (1)—(ix)-ben foglalt sémdk példanyainak Osszes lehetséges dltaldnositdsai,
ahol egy a séma egy lehetséges altalanositdsan vagy generalizdcidjdn értjiik
a Vxa sémadt, ahol x tetszdleges individuumvaltozo.

Vegyiik észre, hogy a logikai axiémak Osszessége rekurziv (azaz eldonthetd) halmaz.
A logikai axiémék érvényes (azonosan igaz) formuldk a szemantikai értelemben, mint
azt tobbrdl koziilikk mér belattuk.

A Hilbert-féle bizonyitdsi rendszer egyetlen kovetkeztetési szabalya a kovetkezs:

2. Definicio. (Modus ponens kovetkeztetési szabély.) Az a és az @ —f formuldk
bizonyithatdsdgabol kovetkezik a B formula bizonyithatsdga.

a,a—p

A szabalyt igy is jeloljiik: < . A modus ponens is egy séma, pontos szemantikai

megfelel6jét mar targyaltuk a 2.2-ben.

Ezutdn megfogalmazzuk a bizonyithatésag fogalmat. Legyen X formuldk egy
tetszGleges halmaza, és 8 tetsz6leges formula.

3. Definicio. Akkor mondjuk, hogy a 8 formula bizonyithaté (levezethets) a X for-
mulahalmazbdl, ha van olyan «, as,...a, = véges formulasorozat, hogy a sorozat
egyes tagjai vagy logikai axiémdk, vagy >-hoz tartoznak, vagy a sorozat két, az adott
formuldt megel6z6 tagjabol modus ponens szerint kovetkeznek. A bizonyithatdsag
jelolése X+, B (ahol H arra utal, hogy a Hilbert-rendszerben dolgozunk), vagy egy-
szerlien S Ff3.

A bizonyithatésdgfogalom két fontos tulajdonséiga:
¢ a bizonyithatésag ténye csak a Y-ban és -ban el6fordulé formulak szerkeze-
tétol fiigg,
e Ha ¥ rekurziv, akkor konkrét formulasorozatrol eldonthetd, hogy bizonyitas-e
(levezetés-e) vagy sem, hiszen a logikai axiomak 6sszessége is rekurziv halmaz.

Néhany, a bizonyithat6sdg definiciéjaval kapcsolatos terminolégia és jelolés:

A 3. Definiciobeli -rol azt mondjuk, hogy Y.-nak tétele. Az ay, az,...a,=0
sorozatrol azt mondjuk, hogy B egy bizonyitasa (levezetése) -bol. Megengedett a
Y =0 eset is, ekkor azt is mondjuk, hogy B a logikai axiomdkbdl bizonyithatd, () - B
jelolése egyszeriien = B vagy .
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Ha a ¥ formulahalmaz rekurziv (eldonthetd), akkor Y-t axiomarendszernek, X
tagjait axiomaknak (vagy szakmai axiomdknak) is szokds nevezni (példaul szakmai
axiémadk a csoportaxiéomak, a geometriai axiomak, a Boole-algebra axiémak, lasd majd
a 4. fejezetet).

Konkrét ¥ és B esetén X -, B vagy helyes, vagy helytelen (fenndll vagy nem &ll fenn),
ezért b -t tekinthetjiik a formulahalmazok €s a formuldk kozott definidlt reldcionak:

4. Definici6. A I, reldciét (Hilbert-féle) levezetési reldcionak (vagy bizonyitdsi reld-
cionak) nevezziik.

Ha ¥+, B nem dll fenn, azt igy jeloljik: XV 8. Megdllapodunk abban, hogy jelen
rész tovdbbi részében a -y reldciot sokszor csak \=-val jeloljiik.

A Hilbert-levezetési rendszer mds verzidi is ismeretesek, a logikai axiomdk és
kovetkeztetési szabdlyok a fentiektdl kissé eltérhetnek. A logikai axidmék kijelolé-
se, mint a legtébb axidmarendszernél, onkényesnek tlinhet, valasztasuk célszerliségét
majd e rész végén szerepld ,.teljességi tétel” tdmasztja ala. Allitaslogika esetén ugy
definidlhatunk egy Hilbert-féle bizonyitasi rendszert, hogy logikai axiémaként csak az
elsé harom axiémasémadt tartjuk meg. A modus ponens kovetkeztetési szabdly és a
bizonyithatésdg definici6ja véltozatlan.

2~ 2z

Két, bizonyithatésdggal kapcsolatos példat mutatunk, az els6 4llitaslogikai:

1. Példa. Vezessiik le ag — ao-t az axiomdkbdl, ahol o tetszdleges konkrét formula.

A levezetés a kovetkez6:

p1=a0— (o —ao) = o,

amely az (i) axiéma 8 = — (o vélasztéssal,

P2 =(ao — (ao — ap) — ap) — (ao — (@o — ap)) — ao — Ao,
ahol a (ii) axiémadt hasznéltuk a y =y, f =ao — a¢ vélasztdssal,
¢3=(ao — (ao — ap)) — o — Ao,

ezt ¢ és ¢-bdl kapjuk modus ponens-szel,

pa=0ap— o — Qo,

az (i) axiomabol kaptuk g =« vélasztassal,

Ps5=ap — Qo,

¢p3-bol és p4-bbl kapjuk modus ponens-szel.

2. Példa. Mutassuk meg, hogy Y& akkor és csak akkor, ha X +Yxf, ahol ¥ zdrt
Sformuldk tetszbleges halmaza.

Y FVxpB-bol kovetkezik X+, ugyanis Vxf levezetéséhez hozza kell venni a (vi)
axiomaséma megfeleld példanyét, és alkalmazni kell a modus ponenst.
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Forditva, a bizonyitds hossza szerinti indukciot hasznalunk. Ha 8 bizonyitdsa (-
bal) egyetlen 1épésbdl dll, azaz B € X, vagy B logikai axiéma, akkor amennyiben
p logikai axiéma, akkor az allitds a (x) axiémaséma szerint kovetkezik, ha pedig
p € X, akkor  zart, igy az éllitds az (v) axiéma és modus ponens szerint kovet-
kezik.

Tegyiik fel, hogy az 4llitds igaz k-ndl rovidebb bizonyitadsokra. Megmutatjuk, hogy
igaz k hosszdsdgtakra is. Ha a1, ...y (ahol @i =f) f-nak egy bizonyitdsa X-bdl,
akkor a 8 logikai axiéma és B € ¥ esetekben hasonlé gondolatmenet alkalmazha-
té, mint a mar targyalt egyetlen bizonyitasi 1épés esetében. Ha ¢ -t a bizonyitdsban
két 6t megel6z6 formulabdl, az a; és a; — aj formuldkbdl kapjuk modus ponens-
szel, akkor az indukciés feltevés miatt Vxa; és Vx(a; — ay) is levezethetd -bol.
A (iv) axidémaséma szerint - Vx(a; — ap) = Vxa; — Vxay. Kétszer alkalmazva a
modus ponenst kapjuk, hogy FVxay, tehat valdoban Vxay, is levezethetd.

& ok ok

Ezutdn kimondunk néhdny, a bizonyithatésdg fogalmdhoz kapcsolodo definiciét. Ezen
definiciék szemantikai valtozatai mdr szerepeltek 2.2-ben, és formailag igen hason-
16ak az ottani definicidkhoz. Ezért, ha sziikséges, akkor hasznélni szoktuk az alabbi
fogalmakra a ,,bizonyitdselméleti értelemben definidlt” vagy ,,szintaktikai értelemben”
vett megkiilonboztetéseket (példaul mondhatjuk, hogy ,,szemantikai értelemben defi-
nialt elmélet”, vagy ,,bizonyitdselméleti értelemben definidlt elmélet”’). Hamarosan be
tudjuk majd bizonyitani, hogy a szemantikai és a jelen bizonyitdselméleti valtozatok
ekvivalensek.

Legyen X formuldk egy tetszéleges halmaza.

5. Definicié. A ¥ formulahalmazbdl a -, reldcid szerint bizonyithat6 zdrt formuldk
halmazat Ded H(Z)—Val jeloljik (a ,,Dedukcié” roviditéseként), tehat

Ded (%) = {ﬁ: SkpyB, B zért}.

Ded;(¥) nyilvén zdrt a I 5 reldciora abban az értelemben, hogy ha Ded (X)) Fa,
és a zart, akkor a € Dedy(X). Hiszen ha Ded (X)) - a valamely a zédrt formuldra,
akkor a bizonyitds definicidja szerint nyilvin X« is teljesiil, tehat valdban a €
Dedj;(3).

Ha félreértés nem lehetséges, akkor Ded ;;(3)-t roviden Ded(X)-val jeloljiik, ez utdbbi
Jjelolést haszndljuk ezen alfejezet hdtralévd részében.

6. Definici6. Zart formuldk egy I' halmaza elmélet, ha " zart a Ded operétorra, tehat
ha I'~a, és a zart, akkor o € I', azaz I'=Ded(I).
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7. Definicié. Egy I' elmélet axiomatizdlhato, ha zart formuldk valamely rekurziv
halmazara I'=Ded(X). A I' elmélet végesen axiomatizdlhato, ha zart formuldk vala-
mely véges 3 halmazdra [' =Ded(Y).

Mint azt a hasonl6 szemantikai definiciéonal mar megjegyeztiik, ha a I' elmélet axioma-
tizdlhatd, akkor I' dltaldban mar nem rekurziv, csupan rekurziv felsorolhaté. Az alébbi
definici6 értelmében akkor mondjuk, hogy I' eldonthetd, ha I' rekurziv.

8. Definicié. Egy I' elmélet eldonthetd, ha ' rekurziv halmaz a formulak 6sszességén.
I" eldonthetetlen, ha nem eldonthetd. A T' elméletre vonatkoztatott - bizonyitasi relacid
(tehat I' F) eldonthet6, ha a I elmélet eldonthetd.

9. Definicio. Egy Y formulahalmaz ellentmonddsos (inkonzisztens), ha valamely 8
formuldra Y Ff és X+ —f egyidejiileg. Ha egy formulahalmaz nem ellentmonddsos,
akkor azt mondjuk, hogy ellentmonddstalan (konzisztens).

Inkonzisztens formulahalmazbdl kozvetleniil levezethetd az ,,ellentmondas”, azaz
Y FB AP tetszbleges f formuldra, amint ezt megmutatjuk a 17. Tételben.

10. Definicié. Egy  formula fiiggetlen a ¥ formulahalmaztdl, ha
YEpB és X egyike sem teljesiil.

Az ellentmondastalansag és fiiggetlenség fogalmanak fontos esetei, amikor egy elmé-
letre vonatkoznak (tehdt 3 egy elmélet).

11. Definicié. Egy I' elmélet komplett, ha barmely zéart B formulara vagy § € I, vagy
—f €T, azaz nincs I'-tdl fiiggetlen zért formula.

Ezutdn megmutatjuk, hogy Ded(2) egy elmélet.

12. Tétel. A Ded(X) mondathalmaz egy elmélet.

Bizonyitas. Igazoljuk, hogy Ded(X) zart a levezetésre, azaz ha Ded(X)Fa, akkor
a € Ded(Y).
a-nak minden Ded(3)-bdl torténd oy, ay,. .., =a levezetéséhez konnyen hozzaren-
delhet6 egy X-bdl torténd levezetés ugy, hogy ha «a; axidoma, akkor hagyjuk valto-
zatlanul, ha ¢ € Ded(X), akkor helyettesitsiik a -t egy X-bdl torténd levezetésével,
és ha ap-t modus ponens-szel nyertiik, akkor is hagyjuk valtozatlanul (premisszdi az
Gij levezetésben mar megtalalhatok). Igy nyilvanvaléan egy levezetést kapunk Y-bdl,
a, =a miatt éppen o levezetését.

|
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Legyen A tetszGleges struktira, és A elmélete Th.A, tehat ThA={a: AFa, a zirt}.
A kovetkezd tétel szerint Th.A a fenti bizonyitdselméleti értelemben is egy elmélet.

13. Tétel. Th.A elmélet a 6. Definicidbeli értelemben is. Th.A konzisztens és komplett.

Bizonyitas. Igazoland6, hogy Th.A zart a levezetésre, azaz ha ThAF«a, akkor
a € ThA. Tekintsik a-nak egy aj, @a,...a, =a levezetését Th.A-bSl. A levezetés
n hossza szerinti indukciéval bizonyitunk.

n =1-re az 4llitas nyilvanvald, hiszen ha o axiéma, akkor minden modellen, igy Th
A-n is igaz, ha pedig a € Th.A, akkor készen vagyunk. Tegyiik fel, hogy az allitds
igaz k-ndl kisebb vagy k-val egyenlS hosszu levezetésekre. Igazoljuk, hogy igaz k + 1
hosszdakra is. Ha a4+ axiéma vagy tétel, akkor ugyanigy okoskodhatunk, mint az
n=1 esetben. Ha 4 -et modus ponens-szel nyerjiik a; és a; — a4+ 1-bbl, akkor
az indukcios feltétel miatt kozvetve mar tudjuk, hogy a; és a; — ay + igazak az A
modellen. Ezért az implikacié definicidja miatt oy 4 is igaz, azaz @y 4+ | € Th.A, mint
azt éllitottuk.

Th.A konzisztencidja és komplettsége nyilvanvalo.

A bizonyitaselméleti felépités esetén is aktudlis a 2.1-ben felvetett probléma:

Probléma: Adott A struktiira esetén axiomatizdlhato-e, illetve eldontheté-e a
Th A elmélet?

Most az axiomatizalhatésdgot bizonyitaselméleti értelemben értjiik, tehat a kérdés
az, hogy létezik-e olyan zart formuldkbdl 4all6 rekurziv 3 formulahalmaz, hogy
Th.A=Ded(Y), (2)
illetve maga a Th.4 formulahalmaz rekurziv-e? A problémara 3.4-ben tériink vissza.

Legyen K adott tipusu struktirdk egy nem iires osztidlya. Th/C-t 2.1-ben defi-
niéltuk.

14. Tétel. ThKC egy elmélet a 6. Definicidbeli értelemben is, és ez az elmélet konzisz-
tens.

A tétel bizonyitdsit az Olvaséra bizzuk.

Fontos specidlis eset, amikor K =M, ahol M adott tipusd Osszes modellek osztilya.
Tehat Th.M a logikai axiomakbol bizonyithaté zart formuldk elmélete.

A (2) probléma Aaltalanosithatd struktiiraosztdly elméletére is: axiomatizdlhato-
e, illetve eldontheté-e a ThKC elmélet? Tehat 1étezik-e olyan zart formulakbdl allé
rekurziv 3 formulahalmaz, hogy
Th/C =Ded(Y),
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illetve maga Th/C rekurziv formulahalmaz-e (itt ismét fontos eset a JC=M)?

k ok ok

Példaként axiémarendszerre, megfogalmazzuk az aritmetika egy nevezetes axio-
marendszerét, a Peano-féle axiémarendszert.
Legyen az L nyelv a kovetkezd: +, -, S, 0, < (tehdt a nyelv tipusa (2, 2, 1, 0; 2)).
Jelolje < a szokdsos ,kisebb vagy egyenld” reldciét (ahol x < y pontosan akkor, ha
xX<yVx=y).
Az axiémarendszer:

i) Vx(Sx=0)

(i) VaxVy(Sx=Sy—x=y)

(i) Vx(x +0=x)

(iv) VaxVy(x + Sy=Sx +y))

v) VYx(x-0=0)

(vi) VaxVy(x-Sy=x-y+x)

(vii) Vx(x <= 0—x=0)

(viil) VxVy(x < Sy —»x <yVx=Sy)

(ix) VaxVy(x <yVy=ux)

x) aza(0)— (Vx(a(x)—a(Sx))) — Vxa(x) séma példdnyai, ahol a L-nek tet-

sz8leges, egyetlen szabad véltoz6t tartalmazé formuldja.

Itt (x) a teljes indukci6 sémdja.

15. Definicié. Az aritmetika Peano-axiomarendszere a fenti (i)—(x) axioméak egyiittese,
ezen axiomarendszer jelolése I1’, a [T, dltal generalt elméletet jeldlje Ilp. Az (i)-
(ix) axiomak &ltal generdlt elméletet végesen axiomatizdlt aritmetikdnak nevezzik,
jelolése 11.

Megjegyezziik, hogy az aritmetika kevésbé elemien, szemantikailag is megalapozhatd,
erdsen a halmazelméletre épitve. Ekkor a természetes szamok a ,,véges rendszdmok”.

3.1.2 Elemi tételek

Noha az aldbbi tételeket a -, bizonyitdsi reldciéra (roviden -re) fogalmazzuk meg,
de e tételek altaldnosan érvényesek, a levezetési reldci 4ltalanos tulajdonsdgaival
kapcsolatosak.

Az aldbbi tétel szemantikai valtozatit a 2.4-ben mar megismertiik. A mostani véltozat
a levezetés ,,véges természetét” mutatja.
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16. Tétel. (Szintaktikai kompaktségi tétel.) ¥+ akkor és csak akkor, ha ¥ valamely
véges X' részére X'+ f3.

Bizonyitas. Ha van olyan véges ¥’ C X, hogy X'+, akkor ¥ nyilvanvald. For-
ditva, ha X+, akkor van f-nak véges a;, @a,...a, levezetése. Ekkor a levezetés
definicidja szerint a ¥'=YX N {ay, a2,...a,} véges formulahalmaznak is kovetkez-
ménye 3.

|

A kovetkezd tétel azt mutatja, hogy az ellentmonddsos elméletek ,,hasznédlhatatlanok™.

17. Tétel. Ha a 3 formulahalmaz ellentmondésos, akkor barmely a formula levezet-
hetd bel6le, tehat > Fa barmely a formuldara.

Bizonyitas. Ha ¥ ellentmondésos, akkor van olyan 8, hogy ¥+ f és X F—f egyide-
jlleg. Ekkor a tetszbleges o formula egy levezetése a kovetkez6:

(1 g feltétel
2) p——a—p L. axiéma
(3) ~a—=p modus ponens
@) (~a—=p)=(a—-pf)—a II1. axiéma
S) (ra—=-f)—a modus ponens
©) —p feltétel
(7) =f—-a—-f I. axiéma
®) ~a—-p modus ponens
9 «a modus ponens

|

A 2.2-ben mdr targyalt Dedukci6 tétel bizonyitaselméleti valtozatat mondjuk ki és
bizonyitjuk:

18. Tétel. (Dedukci6 tétel, szintaktikai valtozat.)
‘ Y U {B}Fa akkor és csak akkor, ha ¥ +f —a. ‘

Specidlisan, ha ¥ =, akkor
P Fa akkor és csak akkor, ha 8 —a (3)

Bizonyitas. Tegyiik fel el6szor, hogy XU {f}a. Az a levezetésének n hossza
szerinti indukcidval bizonyitunk.

Ha n =1, akkor « vagy logikai axiéma, vagy @ € ¥ U {#}. Amennyiben ¢ logikai
axioma vagy a € ¥, akkor az @ —f — « (i) axiémat és a modus ponenst haszndlva
megkapjuk, hogy f — « valdban tétel.
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Az a = esettel mar foglalkoztunk a fenti 1. Példéban.

Ha n =k > 1, akkor két eset van:

1. aj logikai axiéma, vagy a; € X U {f}, ekkor hasonléan gondolkodhatunk,
mint az n =1 esetben.

2. ap-t modus ponens-szel nyerjiik két, a bizonyitdsban 6t megel6z6 formuldbdl,
azaz létezik i és j <k olyan, hogy a; =a; —ay, valamint ¢;-re és a;-re mar igaz a
tétel éllitdsa, azaz X+ — a; és ¥ Ff — a; — a mar teljesiil. Tekintsiik a kovetkezd
levezetést:

B —ai

p—a; —ag

B—a—ap)—>B—a)—=p—a (ii) axiéma
B —a;)—=p —a modus ponens
B —ay modus ponens

Tehat ¥ Ff — ay valdban kovetkezik, mint azt bizonyitani kellett.
A tétel masik irdnya trividlisan kovetkezik szintén a modus ponens szabdly segit-
ségével.
|

Vegyiik észre, hogy a fenti bizonyitdsban csupén az (i)—(iii) allitasaxiomakat hasznal-
tuk ki, a tétel tehat igen altaldnos érvényd. Latni fogjuk, hogy ,,valamireval6” bizo-
nyitdsi rendszerek esetén a Dedukci6 tétel szemantikai és bizonyitdselméleti véltozatai
ekvivalensek, valamint igazak a szemantikai véltozat mar emlitett kovetkezményeinek
bizonyitaselméleti megfeleldi is.

19. Tétel. X a akkor és csak akkor, ha a ¥ U {—« } formulahalmaz ellentmonddsos.

Bizonyitas. Ha X+ «, akkor definici6 szerint a ¥-ndl bvebb ¥ U {—a} formulahal-
mazra: YU {-a}ta és XU {-a}F—a. Tehit ¥ U {—a} valéban ellentmondésos.
Forditva, ha ¥ U {-a} ellentmondédsos, akkor van olyan [ formula, hogy
YU {—a}rp és U {-a}F—-f. A Dedukci6 tétel miatt X+ —-a —p és L —-a —
—f. A (iii) axiéma miatt - (—a — ) — (—ma — =) — a.. Kétszer alkalmazva a modus
ponenst kapjuk, hogy > Fa valéban.
|

A tétel annak a megfelelSje a szintaktikdban, hogy a ¥ Fa fennélldsa ekvivalens
azzal, hogy ¥ U {-a} kielégithetetlen. Tekinthet§ az dllitds az indirekt okoskodds

z

egy bizonyitdselméleti valtozatdnak, amelyet a késébbiekben sokszor alkalmazunk.

k ok ok

E rész végén, a bizonyitaselmélet egyszerti alkalmazasaként, részben azzal foglalko-
zunk, hogy hogyan vezetiink be a nyelv méar 1étezd formuldira, illetve termjeire Uj
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Py

neveket, azaz hogyan bdvitjiik ilyen értelemben a nyelvet tj relacié- és fliggvényszim-
bélumokkal. Ez a folyamat igen gyakori a matematikdban. Mdsrészt, azzal a lehetd-
séggel foglalkozunk, hogy éppen ellenkezdleg, hogyan kiiszobolhetjiik ki a nyelvbdl
az egyenldséget, vagy a fiiggvényszimbo6lumokat. Ezen utébbi lehetdségeknek inkabb
elvi jelentdsége van.

Kezdjiik az dj jelolések bevezetésével. Gyakori, hogy (nem elemi) formuldkra,
fliggvényekre 1j jeloléseket vezetiink be. Ezzel parhuzamosan azonban az dj nyel-
ven, az Uj szimbdlumokat ,.értelmez8” axidomakat is be kell vezetniink. Ha példaul
az alapnyelv a(x,y,z) formuldjira kivanunk egy A 3 véltozds reldcid jelet bevezet-
ni, akkor sziikséges felvenniink a VxVyVz(a(x,y,z) <> A(x,y,z)) axiémat. Vagy, ha
van egy fiiggvénynek tekinthetd ¢ (y,y,z) relacionk, azaz egy alap axidmarendszerben
FVxVy3lze(x,y,z), és e fiiggvényre az F(x,y) jelolést kivanjuk bevezetni, akkor a
nyelvet az F kétvéltozés fiiggvényszimbolummal bovitjik és az axiomédkhoz hoz-
zavesszik a VxVye(x,y,F(x,y)) axiomat (ha a nyelvben van =, akkor egyszeriibb
megoldas is 1étezik).

Péld4ul, ha a halmazelmélet dgynevezett ZF (Zermelo—Fraenkel) axiémdinak
nyelvét (1asd a 6.4-t), az egyetlen nem-logikai reldcidjelet az €-t tartalmazo nyelvet, a
C tartalmazas jellel kivanjuk bdviteni, akkor a ZFC axidmakhoz a VxVy(Vu(u € x —
u € y) < x Cy) axiémat sziikséges hozzavenni, Vagy, ha példdul ezutdn az egyvalto-
z6s P(x), hatvdnyhalmazképzés fliggvényjelet kivanjuk bevezetni, akkor a ZFC-ben
FVx3lzVu(u € z <> u Cx)), ezért a Vx(Vu(u € P(x) <> u C x)) axiomaval bovitjik a
ZFC-t.

Megjegyezziik, hogy a fenti eljardsokat axiéma rendszerek konzervativ bévitései-
nek nevezziik:

Egy ¥ axiomarendszernek a X C Y axiomarendszer konzervativ bovitése, ha X
tagjai formuldi az L alapnyelvnek, a ' tagjai pedig formuldi egy L C L' bévitett
nyelvnek, és

() X'+ @-bol St kovetkezik barmely L-beli ¢ formuldra,

(ii) barmely L'-beli ¢’ formuldhoz létezik L-beli ¢ formula, hogy X'+ ¢’ < .

Ezutdn rétériink az egyenldség, illetve fliggvények kikiiszobolésére nyelvekbdl.
Csupén a kikiiszobolés egzisztencidjdval foglalkozunk, és nem a konkrét kikiiszobolési
eljarassal.

Az = jelnek mint logikai jelnek kezelése sokszor kényelmetlen, mert kissé eltér a
nemlogikai reldcidk kezelését6l. Az egyenlSségjel kikiiszobolhetd a nyelvbdl a kovet-
kezdképpen:

Vegyiink fel a nyelvben egy E, 1j kétvéltozds reldcidjelet. Tegyiik fel rd a szimmetria,
tranzitivitas tulajdonsagokat, azaz egészitsiik ki e tulajdonsagok formalizdldsaival a
logikai axiomakat. Jelolje az igy kapott bizonyitasi rendszert H’'. Cseréljiik ki a nyelv
valamennyi formuldjdban az = el6forduldsait az E reldcidjelre, beleértve a logikai
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axiomdkat is. Jeldlje az a formuldhoz igy rendelt formulat a, a T elmélethez igy
rendelt formulahalmazt pedig I'. Megmutathat6, hogy igaz ekkor a kovetkez6:

'k a akkor és csak akkor, ha r Fgra.

Tudjuk, hogy a struktiirakbol ,kikiiszobolhetéek™” a fiiggvények, hiszen minden
n valtozos fliggvény tekinthetd mint grafikonjanak reldcidja, azaz tekinthetéek mint
egy n + 1 valtozés relacié. Ez a tulajdonsdg arra is alkalmas, hogy a nyelvekbdl,
amennyiben kivanjuk, kikiiszobolhessiik a fliggvényjeleket, a kovetkezdképpen:

Minden n argumentumu f fiiggvényjelet rendre cseréljiink le egy dj n + 1 argu-
mentumu F relacidjelre. Egészitsiik ki a logikai axidémakat a kovetkezd axiomaékkal:

Vx1Vxp ...V 3 41 F (X1, X2, .. Xn 4 1), 4

ahol ! jelentése ,,1étezik egy és csak egy” (ami egyenléséges nyelvben konnyen forma-
lizalhato).

Ekkor belathatd, hogy az eredeti nyelv barmely a formuldjdhoz 1étezik az 1j nyelv-
nek olyan & formuldja, ,forditdsa”, amelyik formula tehdt fiiggvényjelet mar nem
tartalmaz, és tetszoleges I' elméletre és a formuldra igaz a kovetkezd:

'k, @ akkor és csak akkor, ha fI—H/ a,

utébbi az 4j, fiiggvénymentes nyelvben, ahol [ a I-beli formuldknak megfeleld fiigg-
vénymentes formuldkat tartalmazza, és H'-t 4gy nyerjiik a Hilbert-rendszerbdl, hogy
logikai axidméknak a nekik megfelel6 fliggvénymentes formuladkat tekintjiik, kiegé-
szitve az axiémdkat a (4)-beli formuldkkal.

Megjegyezziik, hogy noha elméleti szempontbdl egyszeriibb fiiggvényjelmentes,
illetve egyenldségmentes nyelvekkel dolgozni, azonban ez nem mindig természetes,
tovabbad a konkrét ,.forditas” ilyen nyelvekre kissé nehézkes az alkalmazdsok szem-
pontjabdl.

3.1.3 A teljességi tétel és kovetkezményei

Tudjuk, hogy a logikai axidomak szemantikailag érvényes formuldk. A modus ponens
bizonyitdselméleti valtozatdnak pedig a modus ponens helyes kovetkezmény felel meg.
Ez utobbi Osszefliggés dtvihet§ az egész b, (roviden ) bizonyitdsi reldciora is,
amennyiben igazoljuk, hogy egy bizonyitds egyes lépéseinél a F kovetkezményre-
l4ci6 megbrzddik, vagyis a bizonyitdsi eljards megdrzi a ¥ F logikai kovetkezmény
helyességét.

Az alabbi tétel a bizonyitasi rendszeriink helyességét allitja. A helyességet ugy tekint-
jiik, mint a minimdlisan elvdrhaté kovetelményt egy logikai kalkulussal szemben.
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20. Tétel. (Helyességi tétel.) Ha Y+ «, akkor Y Fa.

Bizonyitas. A levezetés k hossza szerinti indukciéval bizonyitunk.
Ha k =1, akkor a logikai axiéma, vagy Y-hoz tartozik, ezért a tétel igaz.
Tegyiik fel, hogy az 4llitds igaz k-ndl kisebb hossziisdgi bizonyitdsokra. Igazoljuk,
hogy igaz k hossziisagu bizonyitdsokra is.
Ha ¢} logikai axidoma, vagy Y-hoz tartozik, akkor készen vagyunk. Tegyiik fel, hogy
ay két, a levezetésben k-ndl kisebb indexil formulabol, a;-bdl és a; =a; — ay-bdl
adédik modus ponens-szel. a; és a; — aj bizonyitdsai X-bdl, a feltétel szerint ro-
videbbek k-ndl, ezért az indukcids feltevés szerint Y Fa; és X Fa; —ai. A modus
ponens szemantikai véltozata szerint X =« valéban kovetkezik, mint azt bizonyitani
kellett.

]

A helyességi tételnél tobb is igaz a Hilbert-féle kalkulusra. Igaz a tétel megforditdasa
is, azaz ha Y Fa, akkor X a. Ez a kalkulus tgynevezett teljességi tulajdonsiga
(megjegyezziik, hogy gyakori az, hogy a teljességterminolégidba mar a helyességet
is beleértik).

Konnyti megadni teljes, de nem helyes rendszereket, trividlisan ilyen az, ha példaul
az Osszes formulat logikai axiémanak tekintjiik. Igazén persze az az érdekes, hogyan
lehet egy helyes rendszert gy bdviteni, hogy helyes és teljes rendszert is kapjunk
(vagy az Osszes formuldkbdl all6 teljes rendszert gy sziikiteni, hogy teljes és helyes
ellentmonddstalan rendszert kapjunk).

A teljességi tételek a logika taldn legfontosabb tételei. A kovetkez8, Godeltd] szarma-
76 teljességi tétel a Hilbert-féle levezetési rendszer helyességét és teljességét egyiitt
fogalmazza meg.

Legyen X formuldk tetszbleges halmaza, és o tetszdleges formula.

21. Tétel. (Godel-teljességi tétel a) viltozat.)

Y Fa akkor és csak akkor, ha X Fa (&)

A Tételnek egy masik, c) valtozatat fogjuk bizonyitani (24. Tétel), majd a 27. Tételnél
a két véltozat ekvivalencidjat.

Felsoroljuk a 21. Tétel néhany fontos kdvetkezményét:
Kovetkezmények:
e Tetszbleges Y formulahalmazra
Cons(X)=Ded(X), (6)
ahol Ded(¥) a Ded (X)) operatort roviditi.
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o A (6) 0sszefiiggés értelmében tehdt teljes kalkulusok esetén, a szemantikai és bi-

zonyitdselméleti értelemben definialt elméletfogalmak egybeesnek. Hasonldan, az
elméletek szemantikai, illetve bizonyitdselméleti Giton definidlt kovetkezd tulajdon-
sdgai, teljes kalkulusok esetén, ekvivalensek: axiomatizdlhatosdg, eldonthetdség,
ellentmonddstalansdg, komplettség stb.
Tehat példaul egy elmélet komplett a szemantikai értelemben akkor és csak akkor,
ha az elmélet komplett a bizonyitadselméleti értelemben. E tulajdonsdgok teljes
kalkulusok esetén nem fiiggenek kalkulustél sem, hiszen ekkor minden egyes
tulajdonsag ekvivalens a megfelelé szemantikai tulajdonsdggal.

e (6)-bdl kovetkezik, hogy a 2.2.1-beli Th.A=Cons(X) és az (1)-beli
Th.A=Ded(X) problémdk ekvivalensek, kovetkezésképpen példaul az elsé vissza-
vezethetd a masodikra. Hasonldan, az altalanosabb Th/C = Cons(X) és
ThXC =Ded(X) problémak is ekvivalensek, ahol /C tetszdleges struktdraosztaly.

A teljességi tétel jelent6ségét nehéz tdlbecsiilni, hiszen a teljességi tétel a matematika
logikdjanak, az elsérendii logikdnak erejét bizonyitja, amennyiben azt dllitia, hogy
a szemantikai logikai kovetkezmény és a bizonyitdselméleti levezethetdség bizonyos
értelemben ekvivalens. lIgazolja azt a sejtést, hogy X Fa helyességének vizsgalata
torténhet csupdn a formdlis nyelvet és a kdvetkeztetésben el6fordulé formuldk szerke-
zetét felhaszndlva ,.formdlis manipuldcidkkal”. Kiilondsen az nem nyilvdnvald, hogy
lehetséges igy megvalasztani a logikai axiémadkat és a kovetkeztetési szabélyt, hogy
az igy nyert levezetési eljardssal fetszdleges helyes ¥ Fa kovetkezmény igazolhatd
legyen, vagy specialisan, minden F« tulajdonsagu, azaz érvényes formula, levezethet6
is legyen.

Misképpen, a teljességi tétel azt dllitja, hogy ha egy kdvetkezmény helyes, akkor erre

mindig /étezik bizonyitas is.

22. Definicié. A Godel-teljességi tétel a) valtozatban szereplS (5) tulajdonsdgot erds
teljességnek nevezzik, véges teljességnek hivjuk, ha Y-ra végességet feltételeziink,
gyenge teljességnek hivjuk, ha benne ¥ = ().

Megjegyezziik, hogy léteznek bizonyitasi rendszerek és logikdk, amelyek nem
teljesek, de gyengén teljesek.

Ezutian kimondjuk a teljességi tétel hdrom fontos ekvivalensét:

23. Tétel. (Godel-teljességi tétel b) valtozat.)

Y. ellentmondéstalan akkor és csak akkor, ha 3-nak van modellje.
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A Godel-tétel b) verzidjanak ,,fizikai” mondanival6ja: egy elmélet logikai ellentmon-
dastalansagdnak bizonyitaselméleti fogalma ekvivalens azzal, hogy az elmélet ,,meg-
valosul”.

A tétel az ellentmondastalansag bizonyitdselméleti fogalmanak szemantikai jellemzé-
se. Ezen az éllitdson nyugszik, tobbek kozott, a 4.1 részben targyalandd ,,modell-
modszer”, amikor is bizonyitdselméleti fogalmak bizonyos szemantikai jellemzéseit
alkalmazzuk.

A teljességi tétel fenti valtozata 1ényeges szerepet jatszik a cafolati kalkulusoknal is.
Fontos kovetkezménye a fenti 23. Tételnek a kdvetkez6:

Kovetkezmény (Lindenbaum): Zdrt formuldk tetszéleges ellentmonddstalan Y. halma-
za kiterjeszthetd komplett elméletté.

A széban forgd komplett elmélet nyilvdn 3 barmely modelljének elmélete. Az iménti
allitast szoktak Lindenbaum-tételnek is nevezni.

A teljességi tétel kovetkez8 véltozatdban szerepld gyenge teljesség nyilvanvald
kovetkezménye a teljességi tétel a) valtozatanak, de mint az igazolhat6, ekvivalens is
vele. Legyen « tetszbleges formula.

24. Tétel. (Godel-teljességi tétel c) viltozat.)

Fa akkor és csak akkor, ha Fa. (7)

Bizonyitas. A tétel helyességi része kovetkezik a 20. Tételbsl.

A forditott irdnyud allitds igazoldsdhoz tekintsiik —a-t, amely a feltétel szerint
kielégithetetlen. Irjuk fel =« Skolem-alakjit, Vi -t, a nyelv megfelel bovitésével
egyidejiileg. A Skolem-normélforma tétel egyik kovetkezménye szerint Vi és —a kie-
Iégithetetlensége ekvivalens. Alkalmazzuk Vi -re a Herbrand-tételt. Ennek értelmében
Yy kielégithetetlensége ekvivalens a magjai alapel6forduldsaib6l nyert valamely véges
sok dllitds konjunkcidjanak -nak a kielégithetetlenségével.

0 0

Igazolni fogjuk, hogy B kielégithetetlensége maga utdn vonja - ;;—f-t, ahol

a Hilbert-kalkulus éllitaslogikai valtozatanak levezetési relacidja.
0

Az aldbbiakban + ,—f3 fenndlldsa helyett dltaldnosabban, jelen tétel teljességi

részének dllitdslogikai vdltozatdt igazoljuk, tehat azt, hogy ha ¢ tetszOleges allitds-
0

formula, amelyre F¢ teljesiil az éllitaslogikdban, akkor + ¢, roviden ¢, teljesiil.
A bizonyitasban a szemantikat valamilyen értelemben ,leforditjuk” a bizonyitdselmé-
letre.
Legyen ¢ az allitaslogika tetsz6leges formulaja, legyenek a ¢ -ben szerepld allitasjelek
P, P,...P, és ezek egy tetszbleges, de rogzitett értékelése egy dllitdsmodellen ¢,
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€2,...€, tovabba ezen értékelésre ¢ igazsagértéke ¢ (ahol az ¢;-k és € az 1 vagy |
értékeket jelolik). Igazoljuk a kovetkezd dllitdst:

LA R A ®)

ahol Pf I jelolje P;-t, ha g; =1 és —P;-t, ha ¢; =]. Hasonl6an értelmezziik ¢¢ -t is, tehat
¢ jelolje ¢-t, ha ¢ igaz és —¢-t, ha ¢ hamis az adott €1, €5, ...&; értékelésnél.

Vegyiik észre, hogy (8)-bdl az éllitaslogika teljessége mar kovetkezik. Ugyanis egy-
részt, mivel ¢ tautoldgia, ezért (8)-ban ¢ mindig p-vel egyenld.
Misrészt (8) szerint & =7-ra in 1 sz,...Plfk_‘ll, Pk}l— 1 ¢» azaz a Dedukci6 tétel
szerint {Pf‘ , P2 P,f"_‘I‘}I—H P, — ¢, tehét

AR Al L A )
Hasonl6an, & =|-ra {Pfl, P2, ..P,ik_‘ll, ﬂPk}I—H<p, igy az el6z8 esethez hasonl6-
an, {Pf ' P;z,...P,‘:"_‘ll} Fo PV is kovetkezik, ezért utébbit (9)-cel Osszevetve,

{Pf L P,i"_‘ll}l— y ¢ is igaz a rezolicids kovetkeztetési szabdly szintaktikai val-
tozata szerint. Folytatva ezt a redukciot azt kapjuk, hogy -y =PV éstpy PV, az-
az valéban F; ¢ (a rezolicios kovetkeztetés relativizalt szintaktikai véltozata konnyen
nyerhet§ a Hilbert-rendszerben, a (iii) Hilbert-axiémat és a modus ponenst, valamint
Dedukci6 tételt hasznalva).

Tehét igazolni kivanjuk (8)-at. Tegyiik fel, hogy a nyelv csak a = és — miive-
leteket tartalmazza. Legyenek €1, €;,...¢; rogzitett értékek, B és y pedig tetszGleges
allitasformuldk. Megmutatjuk, hogy igazak a kdvetkezSk:

Bty B B v g B—=y), (10)
ahol §¢ és y¢ jelentése hasonl6 a (8)-beli ¢ -hoz, tehat példaul B¢ jelolje B-t, illetve
—f-t attdl fiiggben, hogy az €1, €3, ...€ értékelésnél B igaz, vagy [ hamis.

(10)-bdl a (8) formulaindukciéval kévetkezik. Ugyanis (8) igaz, ha ¢ atomi formula.
Tegyiik fel, hogy (10) igaz tetszSleges B és y dllitdsformuldkra. (10) miatt és a -,
tranzitivitdsa miatt ekkor (8) nyilvan igaz (¢ =)—f-ra és f — y-ra is. Innen formula-
indukciéval mar kovetkezik (8).
Ratérve (10) igazoldsara, tekintsiik elGszor az elsé Osszefiiggést. Két eset van: § igaz,
vagy [ hamis. Tehdt azt kell igazolni, hogy B - ——pf, illetve = - —f. Azonban az
1. Példa szerint ezek helyes kovetkeztetések.
Tekintsiik most a (10)-beli masodik Osszefiiggést. Az implikacid igazsigtabldja szerint
négy eset lehetséges:

B

4

— — = =X
— == R
- =< =]
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Az elsd sor forditdasa: {f,y}F [ —y. Az (i) axiéma szerint -y — 8 —y. Alkalmazva
a modus ponenst erre a formuldra és y-ra, megkapjuk a kivant levezetést.
A mdsodik sor forditasa: {f, -y} - —y). A 19. Tétel szerint, elég azt megmu-
tatni, hogy {f, —y, f — v} ellentmondasos. Azonban § és § —y-bdl modus ponens
szerint kovetkezik y, ezért valéban ellentmondast kaptunk.
A harmadik sor forditdasa: {—f, -y} —y. Utébbi akkor és csak akkor igaz, ha
{8, -y, B}y, a Dedukcié tétel miatt. Ez utébbi viszont igaz, mert tudjuk, hogy
ellentmonddsos axiémarendszerbdl barmi levezethetd (itt példdul kihasznéltuk a (iii)
axiémat).
A negyedik sor forditasa: {—f,y}+p —y. A (ii) axioma szerint -y —f —y. Alkal-
mazva erre €s y-ra a modus ponenst, kapjuk, hogy -/ — v valdban.

Ezzel (10)-et, és a fentiek szerint az eredeti allitast is belattuk. Tehat az is kovet-

kezik, hogy  kielégithetetlensége maga utdn vonja S g Bt

Ebbdl mér kdvetkezik az eredeti a levezethet6sége a kdvetkezSk szerint (az egyes
1épéseket itt mar nem részletezziik):
—f-ra alkalmazva a de Morgan-szabélyt egy diszjunkciét kapunk, amelynek tagjai

-1 (x /1;) alakdak, ahol f; szabad véltozé mentes term. Ezért E g~ B implikdlja, hogy
Fy 379 . 32y -t =V alakba irva és kihasznalva, hogy V¢ a —a formuldnak Skolem-
alakja, tehat vele ekvivalens, kapjuk, hogy -« valéban. Ellenérizhetd, hogy az utobbi
kovetkeztetéseknél ki kell haszndlni az elsérendli Hilbert-axiomaékat is (péld4ul akkor,

amikor Vi és —a ekvivalenciajat kell a Hilbert-rendszerben igazolni). m

Legyen M az 6sszes, adott tipusi modellek Osszessége. A fenti 24. Tételbdl kovetke-
zik a kovetkez§ tulajdonsag:

Kovetkezmény:

Az érvényes zart formuldkbol allé elmélet (Th.M) axiomatizdlhato,
ahol a szakmai axiémak halmaza az iires halmaz.

Erre a tulajdonsédgra réviden azt is mondjuk, hogy az elsdrendii logika axiomatizdl-
hato. Ugyanis (7) miatt minden érvényes formula bizonyithaté az axiémakbdl, tehat
Th M =Ded(Y), ahol ¥ a logikai axiémak halmaza (tehat egy rekurziv, azaz eldonthetd
formulahalmaz).

A teljességi tétel kovetkezd valtozata a Hilbert-rendszer véges teljességét éllitja:

25. Tétel. (Godel-teljességi tétel d) valtozat.) TetszGleges véges 3 formulahalmazra és
a formuldra

Y Fa akkor és csak akkor, ha Y F . (11

Er6s teljesség helyett gyakran elég csak véges teljességet haszndlni, tobbek kozott
ez adja a tétel jelentGségét.
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Latni fogjuk (27. Tétel), hogy a véges és a gyenge teljesség ekvivalencidja a Deduk-
cio tételen miilik, mig a véges és erds teljesség ekvivalencidja a kompaktsdgi tételen
(de az utébbindl sziikség van a kompaktsdgi tétel tigynevezett ,,szemantikai” vdltoza-
tdra is).

A kovetkezd tétel az eddig kimondott két kompaktsagi tétel kapcsolatdra vonat-
kozik:

26. Tétel. A kompaktsigi tétel szemantikai és szintaktikai valtozatai ekvivalensek.

Bizonyitas.

Tegyiik fel el6szor, hogy igaz a szintaktikai véltozat, azaz ha A tetsz6leges formulahal-
maz és ¢ formula, akkor A+ ¢ akkor és csak akkor, ha A valamely véges A’ részére
A F . Igazoljuk a szemantikai véltozatot, tehat azt, hogy egy ¥ formulahalmaz kie-
1égithetd akkor €s csak akkor, ha 3 barmely véges része kielégithetd.

Az allitas egyik irdnyban trividlis. Forditva, tegyiik fel, hogy 3 barmely véges
része kielégithetd. Indirekt tegyiik fel, hogy 3 nem kielégithets. Ekkor a Godel-tétel b)
véltozata szerint (23. Tétel) ¥ ellentmonddsos. Ezért van olyan a formula, hogy ¥ Fa
és X F - egyidejiileg. A kompaktsagi tétel szintaktikai véltozata szerint ¢ levezethet6
Y egy véges Y részEébsl, —a pedig Y-nak egy véges 37 részébdl. Ekkor X' U X7-b6l
nyilvin a és —a is levezethet§. Ezért X' U X7 is ellentmondédsos. X' U X7 is véges
része Y-nak, tovabba ellentmondasos, ezért ismét alkalmazva a Godel-tétel fenti b)
véltozatat, ¥’ U 3" nem kielégithetS, ellentmondésban a feltétellel.

Forditva, tegyiik fel, hogy igaz a kompaktsigi tétel szemantikai valtozata. ¥ -«
a 19. Tétel és a 23. Tétel miatt ekvivalens azzal, hogy ¥ U {—a} nem kielégithetd.
A kompaktsdgi tétel szemantikai véltozata miatt ekkor X' U {—a} sem kielégithets
valamely véges ¥'-re. Megint a 19. Tétel miatt ez azt jelenti, hogy ¥'F«, mint azt
allitottuk. A szintaktikai kompaktsdgi tétel masik irdnya trividlis. m
Vegyiik észre, hogy a fenti tételnek, kozvetve a Godel-teljességi tételnek, és a szintak-
tikai kompaktsagi tételnek kovetkezménye a szemantikai kompaktsagi tétel (melyet
eddig csak az dllitdsesetre igazoltunk 2.4-ben).

Mivel a kompaktsagi tétel szemantikai véltozatdnak allitdsa nem tartalmaz bizo-
nyitaselméleti fogalmat, ezért sejthetd, hogy a bizonyitaselmélettdl fiiggetlen bizo-
nyitds is adhaté rd (csakigy, mint az az 4llitaslogikai esetben is tortént). Valéban,
a 4.3-ban adunk majd a tételre egy csak szemantikai bizonyitdst. E bizonyitdsnak
a kovetkezménye, hogy a kompaktsdgi tételt jogos felhaszndlni arra, hogy az erds
teljességet bizonyitsuk a gyenge teljességbdl, mint az az aldbbi tétel bizonyitdsdban
torténik.

Legyen X egy elsérendi nyelv tetszbleges formulahalmaza, és ¢ tetszleges formula.
Bebizonyitjuk, hogy a Godel-tétel fenti véltozatai ekvivalensek:
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27. Tétel. A Godel-teljességi tétel a), b), ¢) és d) valtozatai ekvivalensek.

Bizonyitas.

A ¢) és d) véltozatok, tehat a gyenge és a véges teljesség ekvivalencidja a Dedukcio té-
tel egyszeri kovetkezménye. Legyen ugyanis ¥ ={¢1, ¢2,...¢p }. EkKkor ¥Fa a De-
dukcid tétel szintaktikai valtozata miatt ekvivalens azzal, hogy @1 Apa A...Apy —
a. Ez utébbi (7) szerint akkor és csak akkor, ha Fpi ApsA...Ap, —a. Utdbbi
viszont a Dedukci6 tétel szemantikai valtozatdnak egyik kovetkezménye szerint ekvi-
valens X F a-val.

Az a) és d) valtozatok, azaz az altaldnos kovetkezményfogalomra vonatkozo és a
véges teljességre vonatkozo teljességi tételek ekvivalencidjahoz elég azt megmutatni,
hogy d) implikalja a)-t. a) helyességi részét mar igazoltuk. A forditott allitds bizo-
nyitdsa a kompaktsagi tétel szemantikai valtozatdn milik. Tegyiik fel, hogy X Fa egy
tetszGleges ¥ formulahalmazra. Ez pontosan azt jelenti, hogy a ¥ U {—«a } formulahal-
maz kielégithetetlen. A kompaktsdgi tétel szemantikai véltozata szerint ekkor valamely
véges Y'-re ¥’ U {—a} szintén kielégithetetlen, vagyis ¥'Fa. A véges teljességbol
Y’ Fa is kovetkezik, tehat Y+« is, mint azt igazolni kellett.

Megmutatjuk, hogy az a) és b) valtozatok, azaz az altalanos kovetkezményfo-
galomra, illetve az ellentmondéstalansdgra vonatkozd teljességi tételek, ekvivalensek.
Tegyiik fel el6szor, hogy a teljességi tétel a) valtozata igaz, azaz 3 = ¢ akkor és csak
akkor, ha X ¢. Megmutatjuk, hogy ekkor a b) véltozat is igaz, azaz a X formulahal-
maz ellentmondéstalan akkor és csak akkor, ha >:-nak van modellje.

El6szor tegyiik fel, hogy Y-nak van egy A modellje. Indirekt bizonyitunk. Ha
3. ellentmonddsos lenne, akkor valamely a formuldra X ¢ és X F ¢ egyidejileg
teljesiilne. A Godel-teljességi tétel a) szerint, ez viszont ekvivalens X F ¢ és Y F -
vel. Ezért ¥ minden modelljén, tehat a feltételben garantdlt .4 modellen is, ¢ és —¢p
egyidejiileg igaz lenne, ami ellentmond4s.

Most tegyiik fel, hogy X ellentmondastalan. Indirekt bizonyitunk. Ha nem létezne
Y-nak modellje, akkor a logikai kovetkezmény fogalom definiciéja miatt, barmely ¢
formuldra ¥ F¢p és X F ¢, azaz a Godel-tétel a) valtozat szerint X-¢ és Y —¢p
egyidejiileg, ami X ellentmonddsossdgat jelenti, ellentétben a feltétellel.

Ezutan tegyiik fel, hogy a teljességi tétel b) véltozata igaz. Mivel a) és c) ekviva-
lencidjit mér igazoltuk, ezért elég megmutatni, hogy b)-b6l kovetkezik a c) vdltozat,
azaz tetsz8leges a formuldra F o akkor és csak akkor, ha -c. A helyességi tétel miatt
elég vizsgalni azt az esetet, hogy F«a implikdlja l-a-t. Mivel Fa igaz, ezért -« kielé-
githetetlen. A Godel-tétel b) véltozata miatt ezért —« ellentmonddsos, vagyis valamely
p formuldra —a - és —a - —f egyidejlileg. A Dedukcié tétel miatt - —a —f és
F—a — —f. Alkalmazva a (iii) Hilbert-axiomat és kétszer a modus ponenst, kapjuk,
hogy Fa valéban.

|
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3.2 Analitikus fak

A jelen és a kovetkez6 részben targyalt bizonyitési rendszerek (kalkulusok) dgyneve-
zett cdfolati rendszerek (céfolati kalkulusok). Ez azt jelenti, hogy ha Q a széban forgé
céfolati rendszer, akkor ¥ I—O a fenndllasanak vizsgalatandl feltessziik o tagaddsat, ezt
hozzévessziik ¥-hoz (a szakmai axiémakhoz), majd vizsgdljuk a A=X U {~a } formu-
lahalmaz ellentmondédsossdgét a Q céfolati rendszer segitségével. Mindez a jol ismert
indirekt bizony{tas technikdja, amelyik rokonithat6 azzal az 8si bizonyitdsi modszerrel,
hogy kételkediink a bizonyitandé 4llitds igazsdgaban, és az allitast akkor fogadjuk el,
ha az ellenkezgje ellentmondashoz vezet.
A céfolati rendszereknél tehdt A=X U {—¢ } ellentmondésossdgat (ellentmondéstalan-
sagat) vizsgaljuk valamely kvazialgoritmus segitségével. Ha A ellentmondasos, akkor
azt mondjuk, hogy A céfolhaté. Itt a teljességi tétel a kovetkez$ alakd: ¥ U {—¢p}
céfolhat6 akkor és csak akkor, ha ¥ U {—¢} kielégithetetlen. Ha ¥ U {—¢ } cifolhatd,
akkor azt mondjuk, hogy ¥ I~ ¢. Ugyanakkor tudjuk, hogy ¥ U {—p} kielégithetet-
lensége ekvivalens ¥ E¢p-vel. Tehdt £t ¢ akkor és csak akkor, ha ¥ = ¢.

Ha A tetsz6leges mondathalmaz, akkor a cafolati fakra vonatkoz6 teljességi tétel
igy szol:

A céafolhat6, akkor és csak akkor, ha A kielégithetetlen. (1)

E teljességi tétel nyilvdn a Godel teljességi tétel b) valtozatdnak felel meg.

A kovetkezmény és a kielégithet6ség fogalmakndl is feltételezziik, hogy a szerepld
formuldk valamennyien zdrtak. Altaldban csak véges teljességgel fogunk foglalkozni
(tehat (1)-ben A véges). EbbdI csakiigy, mint a Hilbert-levezetési rendszernél, a kom-
paktségi tétel értelmében mar kovetkezik az erds teljesség.

Az analitikus fék egy ,,modellelméleti” eredetd kalkulus, mindkét tdrgyalandé ca-
folati rendszer, tehat az analitikus fak és a rezolici6 is egy modellkeresési eljarasbol
fejlédott ki. A megfelel6 szemantikai feladatok a kovetkezdk:

e ha egy A formulahalmaz kielégithet6ségér6l van sz6, akkor A egy modelljének
keresése,

e ha a X Fa kovetkezményrdl van sz6, akkor ellenpélda keresése, méasképpen -«
Y-modelljének keresése (ha a-ra nem taldlunk ellenpéldat ¥ fennalldsa esetén,
akkor ¢ ¥-nak valéban kovetkezménye).

Az (1)-beli teljességi tétel tehat Ggy is interpretalhatd, hogy a céfolati eljards pontosan
akkor sikeres, ha A-nak nincs modellje.
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A céafolati rendszerek logikai appardtusa, Osszevetve a levezetési rendszerek appa-
ratusdval, levezetési szabdly jellegli elemekbdl 4ll, valamint a bizonyitds (cafolat)
fogalmabdl (tehat nincsenek axidéma jellegli elemek). A cafolati rendszerek altaldban
algoritmus kozelibbek, mint a levezetési rendszerek, e rendszereknél gyakran szerepel-
nek ,.kvazialgoritmusok™, algoritmusok, mely utébbiak mar alkalmasak a szdmitégépes
implementacidra is.
Az analitikus fékat példdanak tekintjiik arra, hogy milyen it vezet a bizonyitdselmélet-
ben az alapotlettdl, a kalkuluson dt egészen a mdr szdmitogépre vihetd algoritmusig.
A 3.2.1-ben az analitikus fadkndl alkalmazott eljards alapgondolatdt ismertetjiik,
valamint példdkat mutatunk (egyelSre intuitiv megkozelitésben). A 3.2.2-ben ponto-
san leirjuk a bizonyitasi eljarast, azaz a kalkulust (kézi szdmoldsra), és igazoljuk a
teljességet. A 3.2.3-ban tobbek kozott szamitdgépes megvaldsitdsra is alkalmas deter-
minisztikus algoritmust vdzolunk az eljardsra.

3.2.1 A modellkeresési eljarasrol

Emlitettiik, hogy az analitikus fak er6sen szemantikai motivacidju kalkulus, egy mo-
dellkeresési eljardsbdl szarmazik (szokds az analitikus fak moédszerét a szemantikus
tabldzar modszerének is nevezni, egyéb elnevezések: cdfolati fdk, elvetési fdk). Jelen
részben bizonyitds nélkiil korvonalazzuk, hogy az eredeti szemantikai modellkeresési
eljaras hogyan miikodik.
A feladat annak vizsgalata, hogy egy adott, zdrt elsérendii formuldkbol dllo véges A
Sformulahalmaznak van-e modellje. A bevezetésben mondottak értelmében a A formu-
lahalmazt akkor fogjuk a szintaktikai értelemben ellentmondésosnak, azaz ,,cafolhato-
nak” tekinteni, ha a széban forgé modellkeresési eljards ,,negativ eredményre” vezet.
El6szor emlékeztetiink néhdny fogalomra a specidlis grafokat, a fdkat illetSen.
A fa fogalmét ismertnek tételezziik fel (Osszefiiggd, kort nem tartalmazé irdnyitott
graf), de a példakbdl azok szdmara is érthetd lesz a fogalom, akik elészor taldlkoznak
most ilyen grafokkal. Olyan fakra lesz csak sziikségiink, amelyek csicsainak foka (a
csicsokbdl induld élek szdma) legfeljebb ketts. Emlékeztetiink arra, hogy a gyokérbdl
az egyes cstiicsokhoz vezetd élek sorozatit dgaknak, az olyan csicsokat pedig, ame-
lyekbdl €l nem indul ki leveleknek hivjuk. A gyokérrdl azt mondjuk, hogy a nulladik
szinten van, a gyOkeret kovet6 csicsok az elsS, az ezeket a csticsokat kdvetd csicsok
a mésodik szinten vannak, és igy tovébb.
Ezeket a fdkat majd ugy dbrdzoljuk, hogy a gyokeret tiintetjiik fel legfeliil, ha egy
csicsbol csak egyetlen él vezet, ezt fiiggblegesen rajzoljuk, és fiiggbleges élnek mond-
juk, ha pedig kettd, akkor lefelé vezeté szimmetrikus eldgazdssal dbrdzoljuk.
Specidlisan az analitikus faknal a csiicsokon formulahalmazok ,helyezkednek el”
(valjdban a csiicsokhoz formulahalmazokat rendeliink; vagy mésképpen, a csticsokat
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formulahalmazokkal ,,cimkézziik”). A fa gyokeréhez a A formulahalmazt rendeljiik.
Ha bizonyos formuldk egyszerre szerepelnek a fa egy rogzitett csiicsdn, ennek jelentése
legyen a szokdsos, tehét az, hogy a formuldk kozott ,,és” kapcsolat van.

A fahoz képzeletben modelleket tdrsithatunk, minden dghoz egy az 4dgon taldlhaté
Osszes formulét kielégit6 rogzitett modellt, masképpen: a A formulahalmazt kielégit6
rogzitett modellt (e modell nem egyértelm).

Ha az A csticsbdl egyetlen €l vezet, és ez a B csucs, ennek jelentése az, hogy az
A-n taldlhat6 formuldk igazak egy széban forgd modellen, akkor és csak akkor, ha a
B-n taldlhat6 formuldk is igazak e modellen.

Ha az A csicsbdl eldgazds vezet a B és C cstcsokhoz, ennek jelentése az, hogy
az A-n taldlhat6 formuldk igazak egy széban forgé modellen akkor és csak akkor, ha
vagy a B-n, vagy a C-n taldlhat6 formuldk igazak e modellen.

Ugy is gondolhatunk a fira, hogy az dgakhoz modellosztdlyokat tarsitunk: egy
az agon taldlhaté Osszes formulat kielégité modellosztalyt (egy a A formulahalmazt
kielégité modellosztalyt), és minden csicshoz egy az ott taldlhaté formuldkat kielégitd
modellosztalyt. Létni fogjuk, hogy ha az A cstcst6l egyetlen él vezet és ez a B
csicshoz vezet, akkor

Mod(A") =Mod(B')
teljesiil, ahol A’, B’ jelolik rendre az A, B csicsokon taldlhaté formulahalmazokat. Ha
az A csucsbdl eldgazds vezet a B és C csucsokhoz, akkor pedig

Mod(A’)=Mod(B") U Mod(C")
teljesiil, ahol A’, B/, C’ jeloli rendre az A, B és C csicsokon taldlhaté formulahalma-
zokat.

A faépitési eljards lényege majd az lesz, hogy parhuzamosan a faépitéssel, a gyo-
kérben taldlhaté formulat (formuldkat) ,,lebontjuk”™ literdlokra. Ha ezen lebontas ered-
ménye egy-egy dgon olyan, hogy egyszerre jelenik meg egy atomi formula és negaltja
(vagy éltaldban tetszdleges formula és negdltja), akkor nyilvan ellentmondést kapunk,
mert e formuldkat kielégit6 modell nem létezhet. Ha valamennyi dgon ellentmondast
kapunk, akkor a gyokérben taldlhat6 formuldnak nem lehet modellje (specidlisan ha a
gyokérben =y alakd formula 4ll, akkor ¥ érvényes). Viszont ha a lebontds utdn van
olyan 4g, hogy nem jelenik meg rajta atomi formula és negaltja egyszerre, akkor a
gyOkérben taldlhat6 formuldt (formulahalmazt) kielégité modellt kapunk.

A gyokérben taldlhat6é formula ,,lebontdsa” dgy torténik, hogy

a) a formula dllitdsszerkezetét igyeksziink literdlokbdl, csak A és V miveletekkel
kifejezni, tikkr6zendd a fakonstrukci6 lehet&ségeit (fiiggbleges élek, illetve eldgazdsok),
példdul a — (-t atalakitjuk —a VB alakidvd, vagy —(a AB)-t —a V —f alakdvd, —
pedig csak literdlban maradhat. A konjunkciés formulakat lecseréljiik két formuléra, a
konjunkcids tagokra, a diszjunkcids formuldkat pedig az egyik 4gon az egyik, a mésik
dgon pedig a mésik diszjunkciés komponensiikkel cseréljiik ki.
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b) ha a formula kvantorral kezdddik, akkor a kvantort ,,specifikdljuk” az dghoz
rendelt modell alaphalmaza valamely ¢’ elemének megfelelS ¢ konstansra: dxa, illetve
Vxa-bol igy az a(x/c) formuldt kapjuk. Ixa-t kicseréljiik a(x /c)-re, viszont Vxa
esetében hozzdvessziik a tobbi formuldhoz « (x /c)-t.

Az a) és b)-beli eseteket is figyelembe véve elmondhatjuk, hogy egy-egy Uj cstcsra az
el6z0 csicson taldlhaté formulahalmazzal logikailag ekvivalens formulahalmaz keriil,
kivéve azt az esetet, amikor diszjunktiv ekvivalenssel rendelkezd formulat bontunk le.

Az eljarast ezutdn példdkon szemléltetjiik. A faépitési eljdrds pontos szabdlyait majd
a kovetkezd részben ismertetjiik.

1. Példa. Legyen Y= és ¢ =(Vxa VVxpB)— Vx(a V). Igazoljuk, hogy E ¢ fenndll.

—¢-b6l indulunk ki:
—((Vxa VVxB)—Vx(a Vp))
|
Vxa VVxp
—Vx(a V)
|
Vxa Vv Vxp
(@ Vp)
|
Vxa VVxp
Ix(—a A—=p)
|
Vxa VVxp
—a(c) AN=p(c)
|
Vxa VVxp
—|0£(C)
—f(c)
/N
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\
Vxa Vxf

—a(c) —alc)
—B() —B()
| |
a(c)  plo)
—a(c) —alc)
—B) —B(c)
| \

0 0

Mindkét dgon egyszerre szerepel atomi formula és negéltja, ezért ellentmondést
kaptunk, —¢ nem lehet igaz, azaz ¢ érvényes.

2. Példa. Legyen =0, p =(a = —y) = (a AB —y). Igazoljuk, hogy E ¢ fenndll.

“((a =B —=y)=(@AB—=y))

(a—p —W)/Tﬁ(a AB =)
a—p—y
—(a /\‘ﬁ—w)
a—p—y
aNp
—||’)/
—aV (P —=y)
a
B
-y
/o
—a B—vy
a a

p p
-y -y

~

| \
0

J

J
S—R I ™
S ™R =
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Ugyanigy okoskodhatunk, mint az el6z6 példanal.

3. Példa. Van-e modellje a Vx3ya (x,y) formuldnak?

v

Vx3dya(x,y)
|
Elya(clay)
Vx3dya(x,y)
|
a(cy,c2)
Vxdya(x,y)
|
Elya(C27 )’)
a(cy,c2)
Vx3dya(x,y)
|
a(ca, c3)
a(cy,c2)
Vx3dya(x,y)
|
Elya(C3, Y)
a(ca,c3)
a(cy,c2)
Vx3dya(x,y)
|
a(c3,cs)
a(ca,c3)
a(cy,c2)
Vx3dya(x,y)

Végtelen 4gat kapunk (tehat végtelen fat), mivel a kvantorok specifikacidja ,,vég-
telen ciklusba keriilt”. Mdasrészt nem szerepel az dgon egyszerre atomi formula
és negaltja. Az agrdl igy egy Vxdya(x,y)-t kielégité modell olvashat6 le (e
modellre nézve még lasd a 3. Példat a 3.2.3 rész végén). Olyan formuldk esetében,
melyeknél az eljards valamelyik dgon véges sok lépésben véget ér gy, hogy az
dgon nem szerepel ellentétpar, még konnyebben leolvashaté az 4gbdl egy modell.
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Bemutattuk a faépitési eljards alapotletét, a bemutatott példak alapjan az érdekl6dd
Olvasé taldn mar kovetni tudné egyéb formuldkra is az eljarast. A kovetkezd részben
megadjuk az eljards pontos leirasat.

3.2.2 A kalkulusrol

Jelen részben a vazolt szemantikai alapu eljards szintaktikai , forditdsdt” targyaljuk,
tehat magéat a kalkulust ismertetjiik.

2 2

El&szor egyszerisitd feltételeket tesziink: feltessziik, hogy az £ nyelv nem tartalmaz
fiiggvényjeleket, kivéve esetleg az individuumkonstansokat, tovabbad L egyenldség-
mentes. Hangsilyozzuk, hogy kiilondsen a fiiggvényjelek elhagydsa, nagyon erds
leegyszeriisités, erre kés6bb, a kalkulus dltaldnositdsandl még visszatériink.

1. Definicié. (Az ,.ekvivalensek™.)

(i) a kovetkezd formulapérok konjunktiv ekvivalensek:
—(a VB)és —aN-p,
—(a—p)ésan-p,
a AP konjunktiv ekvivalense 6nmaga.

(i) a kovetkez6 formulapérok diszjunktiv ekvivalensek:
—(a AB) és —a V-,
a—p és —aVvp,
a VB diszjunktiv ekvivalense dnmaga.

(iii) a kovetkez6 formulaparok negdcio ekvivalensek:
—-dxa és Vx—a,
—-Vxa és Ix—a,
-—a és a.

A fenti ekvivalencidk bevezetésének szemantikai héttere az, hogy mint azt 2.2.2-b6l
mdr tudjuk, ezen ekvivalensparok tagjai logikailag ekvivalens formuldk. Ezen ekviva-
lenseket majd a fa literdlokra bontdsandl alkalmazzuk.

2. Definicié. A Jxa vagy a Vxa kvantoros formuldk egy specifikdcidjdn értiink egy
a(x/c) alakd formuldt, ahol ¢ a nyelv egy individuumkonstansa.

Tehdt a(x /c) Ixa-nak és Vxa-nak is specifikdcidja. A specifikdciénak a szeman-
tikai hdttere az, hogy Jxa igazsdga az adott modellen ekvivalens a [¢'] igazsdgdval
valamely c¢’-re, ahol ¢’-t tekintjiik a konstans interpretacidjanak. Vxo igazsaga az adott
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modellen pedig implikdlja & [¢'] igazsdgdt minden c'-re, ahol ¢’ a modell alaphalma-
zanak tetszbleges eleme (c interpretdcidjanak tekintjiik).

Legyen ¢ egy adott formula, / pedig a fa egy rogzitett 4ga. Attdl fliggden, hogy -
nek kozvetleniil milyen ekvivalense 1étezik az 1. Definicidbeli esetek koziil, definidljuk
¢p-nek l-re korldtozott szdarmazékait:

3. Definicio. Az [ 4dgon taldlhat6 ¢ formuldnak az dgra korlatozott szdrmazékai

(i) konjunktiv ekvivalens 1étezése esetén a konjunkcids tagok,

(ii) diszjunktiv ekvivalens létezése esetén valamelyik diszjunkcids tag,

(iii) negicid ekvivalens 1étezése esetén az ekvivalens,

(iv) 3 kvantorral kezd6d6 formula esetén a formula specifikicidja valamely 4j
konstansra, amellyel bdvitjiik a nyelvet, és amely nem szerepel a ¢ formulat
megel6zben az agon,

(v) V kvantorral kezd6d6 formula esetén a specifikacidk, az [ dgon szerepl6 6sszes
konstansra és a nyelv eredeti konstansaira.

Ismertetni fogjuk a faépitési szabdlyokat (e szabélyok a Hilbert-féle bizonyitasi rend-
szer levezetési szabdlydnak feleltethet6k meg). EgyelSre egy nemdeterminisztikus al-
goritmust mutatunk, amelyik alkalmas kézi szdmolésra és konnyen fejleszthet6 tovabb
determinisztikus algoritmussi. Az analitikus fa csdcsaihoz majd formulahalmazokat
rendeliink (azt is mondjuk, hogy a formulahalmazok a csicsokon ,,helyezkednek™ el).
A fa egymadst kovetd csicsain elhelyezkedd formuldk egyik kapcsolata az lesz, hogy
1épésenként, egy csicsbol legfeljebb egyetlen formuldt hagyunk el, és legfeljebb kettot
vesziink hozzd. Megengedett, ha sziikséges, hogy 1épésenként egy uj konstanssal bo-
vitsiik a nyelvet. Ha a gyokérben szerepld véges formulahalmaz @, akkor azt mondjuk
majd, hogy a fa ®-nek egy analitikus fdja.

4. Definicio. Akkor mondjuk, hogy a fa egy 4ga zdrt (az ag lezdrult), ha az dgon
1évd valamely csicson egy formula és negéltja egyszerre szerepel. Egy fa akkor zdrt,
ha Osszes dga zart. Egy dg akkor lebontott (méasképpen nyilt), ha nem zart, valamint
minden rajta szereplé formuldval egyiitt annak 6sszes, az dgra korldtozott szarmazéka
(roviden: szarmazéka) is szerepel az agon. Egy fa akkor nyilt, ha van nyilt 4ga (véges
vagy végtelen).

Tehat egy dg lebontott (nyilt), ha az dgon taldlhaté formuldval egyiitt szerepel
a konjunktiv ekvivalens mindkét tagja, diszjunktiv ekvivalens egyik tagja, negéicid
ekvivalens ekvivalense, 3xf alakd formula esetén 8 valamely specifikicidja egy az
dgon el6zbleg nem szerepld és dj konstansra, Vxf alakd formula esetén 8 specifikacioi
az 4gon szerepld 6sszes konstansra, valamint az eredeti konstansokra.

Egy véges dg tehit akkor nyilt, ha levelén mar csak literdlok szerepelnek, és nem
fordul el atomi formula és negécidja egyszerre.
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Megjegyezziik, hogy abbdl, hogy egy 4g nem nyilt, még nem kovetkezik, hogy
zart (és forditva), mert lehetséges, hogy az dgon hidnyoznak egyes formulédk korlatozott
szdrmazékai! Lehetséges ugyanis, hogy az eljards az univerzalis kvantor specifikdcidja-
ndl ugy keriil végtelen ciklusba, hogy bizonyos, az 4gon szerepl6 formuldkat az eljaras
sohasem bont le, 14sd a fejezet végén a 3. Példat kovetd megjegyzést! Hasonldan az
dgakhoz, lehetséges, hogy egy fa se nem nyilt, se nem zdrt.

Legyen A zart formulakbdl all6, véges formulahalmaz. A A formulahalmaz egy
analitikus f4jat indukciéval definidljuk.

5. Definicié. (Véges, zart formulahalmaz analitikus féja.)
1. A fa gyokerében élljon a A formulahalmaz, ezt tekintjiik 0-dik 1épésnek.

2. Tegyiik fel, hogy n 1épés utan 1étrejott a fa. Ha minden ag zart, akkor a fa
zart, és az eljaras végetér. Ha van lebontott dg, akkor a fa lebontott (nyilt), és
az eljaras szintén végetér. Ha egyik eset sem all fenn, akkor vélasszuk ki a fa
egy olyan A levelét, amelyre az A-hoz vezet$ 4g nem zért vagy nem lebontott,
valasszunk ki egy olyan a formuldt A-n, amelyik nem literdl. Ilyen létezik,
mert az 4g nem lebontott. Definidljuk az A-t kozvetleniil kdvetd csics(ok)hoz
rendelt formulahalmazokat.

a) Ha az a formuldnak létezik diszjunktiv ekvivalense, akkor vezessen az A
csucsbol eldgazds, és mindkét dj csucsra keriiljenek az A-beli formuldk,
kivéve a-t, amelyet az egyik 1j csicson diszjunktiv ekvivalensének egyik,
a mdsik 4j csticson a diszjunktiv ekvivalensének masik tagjaval cseréliink
ki.

b) Ha az a formuldnak létezik konjunktiv ekvivalense, akkor a cstcson ta-
l4lhat6 tobbi formula megtartdsa mellett cseréljiik ki az dj csicson a-t a
konjunktiv ekvivalensének két konjunkcids tagjaval, tehat ¢ -t kér ij formu-
laval helyettesitjiik.

¢) Ha az o formuldnak létezik negécid ekvivalense, akkor a -t ezzel cseréljiik
ki az 1j csticson, a tobbi formula megtartdsa mellett.

d) Ha o 3xf alakd, akkor a tobbi formula megtartdsa mellett, cseréljiik ki o.-t
az uj csucson valamely f(x /c) specifikdcidjaval, ahol ¢ olyan ij konstans,
amellyel bdvitjiik a nyelvet.

e) Ha o Vxf alakd, akkor az a formula és az Gsszes A-beli formula meg-
tartdsa mellett, a -t specifikaljuk az 4j csticson olyan ¢ konstansra, amelyik
szerepel A dgdn, vagy szerepel a nyelvben, de amelyre még nem specifikél-
tuk. Ha egyaltalan nincs konstans a csucson, akkor Vxa -t egy Uj konstansra
specifikdljuk. Ha Vxa-t mar az Osszes szoban forgd konstansra specifi-
kaltuk, akkor (és csak akkor) elhagyhatjuk az A csucsrdl (a specifikdciok
megtartdsa mellett).
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Tehat az egész eljaras akkor fejezddik be (ha egydltalan befejez&dik), ha a fa min-
den aga lezarult, vagy a fa valamely agat mar lebontottuk, (azaz utolsé csicsan
mér csak literdlok taldlhatok, és ezek egymdsnak nem mondanak ellent). Nyilvdnvald,
hogy egy formulahalmaznak tobb analitikus f4ja is képezhetd.

Egyszeri esetektdl eltekintve, az eljards nem fejezddik be, tehat 1étezik egy végtelen
dg. Ugyanis a Vxf alakd formuldkat csak akkor toroljiik a csticsokrdl, ha valamennyi
konstansra mar specifikéltuk 6ket. Jellemz&en, ez utébbi nem kovetkezik be semmilyen
véges 1épésig, és a specifikdcié ,,végtelen ciklusba” keriil (ldsd a 3. Példat). Ezért
a faépitési eljaras nem dontési eljdrds, hiszen ha egy adott 1épésig nem fejezddik be,
akkor nem tudhatjuk, hogy be fog-e egyéltaldn fejezGdni. Allitdslogikdban viszont mar
dontési eljdrds, mivel nincsenek kvantoros formuldk és kvantoros faépitési szabalyok,
a végtelen 4g jelensége allitdslogikdban nem 1éphet fel.

A kovetkezd fogalom az ellentmonddsossdg szintaktikai megfeleldje az analitikus fak
elméletében. Legyen A zart formuldk egy véges halmaza.

6. Definici6. Akkor mondjuk, hogy a A formulahalmaz analitikus faval cdfolhatd, ha
A-nak van zirt analitikus féja.

7. Tétel. (Analitikus fak teljességi tétele a) viltozat.)

A A formulahalmaz kielégithetetlen akkor és csak akkor, ha A céfolhaté
valamely analitikus faval.

Gyakran hasznaljuk a tétel kovetkez$ valtozatat. Ezt a valtozatot fogjuk bizonyitani

s

(az el6z6 valtozat bizonyitdsdra nézve lasd az aldbbi bizonyitdst kdvetd észrevételt).

8. Tétel. (Analitikus fak teljességi tétele b) valtozat.)

A-nak van modellje akkor és csak akkor, ha A-nak van nyilt analitikus
faja.

Bizonyitas.
El6szor tegyiik fel, hogy A-nak van modellje, és ez A. Indukciéval fogjuk definidlni
A egy analitikus fajanak nyilt 4git az A modell segitségével.
Rendezziik sorozatba A formuldit, és bdvitsiik a nyelvet megszamlalhat6 sok konstans-
sal, és rendezziik ezeket olyan (c;) sorozatba, amely magdban foglalja a nyelv eredeti
konstansait is.

A gydkérben (k =0) szerepeljen a A-bdl képezett formulasorozat. A gydkérben a
fa nyilvan nem zérulhat le, mert A-nak van modellje: 4. Ha A csak literdlokbdl all,
akkor e gyokérbdl all6 fa nyilt.
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Tegyiik fel, hogy D egy olyan csiics, melyhez vezetd dgon mdr definidlt az anali-
tikus fa, beleértve D-t is, tovdbbd definidlt a D-n taldlhato formuldk egy sorozatba
rendezése, és A e formulasorozatnak is modellje, ezért az dg nem zdrt (indukcids
feltétel n-edik lépés, k =n).

Ha a D cstcson csak literdlok taldlhatok, akkor az eljards befejez6dott, feltétel szerint,
és az 4g lebontott, és nem zart, tehat a fa nyilt.

Ha taldlhat6 D-n olyan formula, amelyik nem literal, és a D-beli formulasorozatban
az elsd ilyen formula ¢, akkor a D-t kovetd (egyik) rogzitett E csicshoz rendelt
formulasorozatot a kdvetkez8képpen definidljuk (k =n + 1-edik 1épés):

Ha ¢ -nak konjunktiv ekvivalense van, akkor -t elhagyva, a formulasorozat végéhez
fizziik a konjunkcids tagokat. Ha a-nak diszjunktiv ekvivalense van, akkor c-t el-
hagyva, a formulasorozat végéhez hozzafiiziink egy olyan diszjunkciés tagot, amelyik
igaz A-n, ilyennek kell lennie, mert ¢ igaz A-n. Ha a-nak negéci6 ekvivalense van,
akkor a-t elhagyva, a formulasorozat végéhez hozziftizziik a negacié ekvivalenst.
Ha ¢ 3xf alakd, akkor c-t elhagyva, egy specifikacidjat, B(x/c)-t a formulasorozat
végéhez flizziik, ahol ¢ az Gj konstansok c; sorozatiban az els§ olyan, amely még
fel nem hasznélt (mivel AF3xp, ezért AFB(x/c’) valamely c¢’-re, ahol ¢’ c-nek
interpretacidja). Ha a Vxp alaku, akkor B-t specifikaljuk az els6 olyan konstansra
a bovitett nyelv konstansainak sorozatidban, amelyik el6fordul az illetd agon, vagy az
eredeti nyelv konstansa, és amelyre még nem specifikdltuk, majd az igy kapott formulat
és a-t flizziik a csticson taldlhaté formulasorozat végéhez. Ilyenkor a-t csak abban
az esetben hagyhatjuk el a formulasorozatbdl, ha mar az agon taldlhaté valamennyi
konstansra, valamint az eredeti nyelv konstansaira specifikaltuk.

Az indukci6s feltétel teljesiil az E csdcsra, ugyanis az igazsagértékelés definici6ja-
nak értelmében (példaul az ekvivalensek valéban logikailag ekvivalensek, vagy Jdxa
ekvivalens specifikicidjaval, stb.) a csicshoz rendelt formulasorozatnak is modellje
A (illetve A bovitése, az esetleges Uj konstansokat természetes mddon interpretdlva),
ezért itt sem zarul le a fa.

Az indukci6s feltétel tehdt minden k természetes szdmra (minden 1épésre) teljesiil.
Ha csupan literdlok maradnak egy szinten, akkor készen vagyunk. Ha pedig nem, akkor
az altaldnos faépitési szabdlyokat figyelembe véve folytatjuk az eljarast, és egy nyilt
dgat kapunk. Ugyanis, az indukcids feltétel szerint, az 4g egyrészt nem zdrulhat le,
masrészt a formuldk sorozatba rendezésének modja és a Vxp alakd formuldknak a
sorozathoz f(izése miatt a szereplé formuldk Osszes, az dgra korlitozott szdirmazéka
szerepel az agon.

Ezutdn a megforditast bizonyitjuk. Most tegyiik fel, hogy A-nak van nyilt analitikus
faja, és tekintsiink egy ilyen fat. Rogzitsiik a fa egy nyilt dgat, és jeloljiik ®-vel az
Osszes itt taldlhaté formuldk 6sszességét. Definidlunk ehhez a nyilt 4ghoz egy modellt,
A-t.

Az els6 esetben A alaphalmaza legyen az agon szereplé individuumkonstansok C
halmaza. Tekintsiik £(C)-nek atomi formuldit. Amennyiben egy P atomi formula nega-
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latlanul szerepel az dgon, tehat P € ®, akkor tekintsiik igaznak A-n, ha pedig negdlva
szerepel, tehat - P € ®, akkor pedig tekintsiik hamisnak. Mivel az 4g nem zirul le,
ezért ez a definici6 ellentmonddsmentes. Azokra az atomi formuldkra, amelyek nem
szerepelnek az 4gon, rogzitsiik az igazsagértékeket tetszélegesen.

Ezutdn a kovetkezé (1) 4llitast igazoljuk:
Az dgon szerepld tetszbleges ¢ formula, ezért A tetszdleges formuldja is, az igazsd-
gértékelés szokdsos definicidja szerint igaz az imént definidlt A modellen. @
Ha ¢ literdl, akkor az dllitds az A definicidja szerint igaz. Legyen ¢ tetszdleges
formula.
Indirekt, tegyiik fel, hogy ¢ hamis A-n. ¢-nek van olyan ¢’ szarmazéka, amelyik
hamis A-n, ugyanis amennyiben ez a szdrmazék literdl, akkor ellentmonddsra jutunk
A definiciéjaval. Ha pedig nem literdl, akkor sorra véve azokat az eseteket, hogy
¢-nek negdicid, konjunktiv, diszjunktiv ekvivalense van, vagy kvantorral kezdddik,
kihaszndlva a ,,szdrmazék” definicidjat, az igazsdgértékelés definicidjat, valamint azt,
hogy az ag nyilt, a ¢ formuldnak van olyan ¢’ szdrmazéka, amely hamis .A-n. Tovabba
a ,,szarmazEék” definiciéjanak kovetkeztében ¢’ rovidebb formula ¢ -nél, kivéve esetleg
a negécio ekvivalanes esetét, ilyen 1épés azonban legfeljebb annyi van, ahdny kvantor
talalhaté ¢ -ben.
Folytatva ezt a gondolatmenetet, kapjuk a @', p”, ¢ ... sorozatot. Mivel a sorozatban
a formuldk hossza csokken vagy véges sok 1épésnel megmarad, ezért kdvetkezik, hogy
az eredeti ¢ formuldnak van olyan szarmazéka, amelyik literdl, és amelyikre nem igaz
az (I) allitas. Ez utdbbi ellentmondas.

Ezzel az (I) allitast, és igy a tételt a mdsik irdnyban belattuk.

A bizonyitassal kapcsolatban a kdvetkez6 észrevételeket tessziik:

e Nemcsak az a tény deriil ki az analitikus fabdl, hogy A-nak van-e modellje,
hanem egy modell ki is kovetkeztethetd egy nyilt 4grél, mint az a tétel bizonyitasabol
kovetkezik. A modell alaphalmazét a nyilt 4gon taldlhat6 konstansok C Osszessége al-
kotja. Az atomi formuldk pedig aszerint igazak vagy hamisak e modellen, hogy negélva
vagy negéalatlanul szerepelnek az d4gon. Azokra az atomi formuldkra és értékelésekre,
amelyek egyaltalan nem szerepelnek az dgon, kozombos, hogy milyen igazsagértékeket
valasztunk. Tehdt a nyilt 4gbdl leolvashaté egy modellnek a diagramja (lasd 2.1.2
6. Definicid). Tobb nyilt dg esetén igy tobb lényegesen kiilonbdzd modellt is kaphatunk.
Mindez azonban csak egy elvi lehet6ség, hiszen példaul gépi eljarasndl egy végtelen g
nem kezelhetd. A ,kézi eljardsndl” azonban ez az elvi lehet8ség realizdlhat6é bizonyos
esetekben (lasd 3. Példa).

o Az els6 rész bizonyitdsdhoz leirt, sorozatba rendezési eljards biztositja, hogy
amennyiben végtelen g keletkezik, akkor mar lebontott ag keletkezik. Ut6bbi azt
jelenti, hogy a bizonyitdsban leirt eljdrdst alkalmazva, a keletkezé agak vagy nyiltak,
vagy zartak, és maga a fa is vagy nyilt, vagy zart.



132 3. FEJEZET: A BIZONYITASELMELETROL

fgy a ,,A-nak van modellje” tulajdonsig nemcsak azt implikdlja, hogy A-nak
van nyilt analitikus faja, hanem azt is, hogy minden, a bizonyitdsban leirt eljdrdssal
készitett analitikus fdja nyilt.

o A 8. Tételnek nemcsak kovetkezménye a Lindenbaum-tétel a véges ellentmon-
dastalan formulahalmaz esetére (lasd a Godel-teljességi tétel b) valtozatndl), hanem az
elébb mondottak értelmében, egy kiterjesztés le is olvashaté a fdrdl.

e A 8. Tétel bizonyitdsdbdl kovetkezik a Lowenheim—Skolem-tétel, legaldbbis
véges X formulahalmaz és megszdmladlhatd nyelv esetére. Ugyanis az analitikus fabol
leolvashaté modell, a fakonstrukcié miatt, értelemszeriien, legfeljebb megszdamldlhato.

e A 7. Tétel a 8. Tételnek nem egy trividlis kovetkezménye, hiszen tudjuk, hogy
altaldban abbdl, hogy egy fa nem zért, még nem kovetkezik, hogy nyilt.

A 8. Tétel allitdsdnak tagaddsdbol az kovetkezik, hogy A kielégithetetlensége
azzal ekvivalens, hogy A-nak nincs nyilt analitikus faja. A fenti, masodik megjegyzés
értelmében viszont ez azt jelenti, hogy minden, a bizonyitadsban hasznélt sorbarendezési
eljarassal készitett analitikus fa zart. Tehat, ha A kielégithetetlen, akkor van zart
analitikus faja. Forditva, indirekt igazolhatd, hogy ha A-nak van zart analitikus féja,
akkor nem lehet kielégithetd.

3.2.3 Alkalmazas és valtozatok. Az automatikus
tételbizonyitokrol

1. Alkalmazds és vdltozatok. E16szor az analitikus fdak és a kovetkezményfogalom kap-
csolatdra tériink rd. A bevezetésben leirtuk, hogyan definidlhat6 egy céfolati rendszer-
ben a kovetkeztetésrelacid. El8szor ezt specializaljuk az analitikus fék esetére.

Legyen X tetsz6leges formulahalmaz és a tetsz6leges formula.

9. Definicié. Akkor mondjuk, hogy o analitikus fdkkal levezethetd 3-bdl (jelolés
Y a), ha XU {~a} cifolhatd analitikus fikkal.

A 7. Tétel szerint ¥ U {—a} céfolhaté akkor és csak akkor, ha ¥ U {-a} kielégit-
hetetlen. Utdbbi viszont ekvivalens azzal, hogy ¥ Fa. Ebbdl nyerjik a -, reldcidra
vonatkozé kovetkezd teljességi tételt:

10. Tétel. (Teljesség a levezethetGségre.)

Y I—Aa akkor és csak akkor, ha Y Ea
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Az analitikus fék kalkulusa tehdt az ellentmonddstalansag vizsgélatan tdl alkal-
mazhato a X Fa kdvetkezmény helyességének, valamint az érvényességnek, fiiggetlen-
ségnek stb. vizsgdlatdra is.

Ezutan az analitikus fak két valtozatara hivjuk fel a figyelmet:

o A véges sok formuldra ismertetett eljards kiterjeszthetd megszdamldlhato sok for-
mula esetére is.

Rendezziik sorozatba a formuldkat. A gyokérben csak véges sok formulat helye-
ziink el, az els6 n formulét. Az els6 szint mindegyik csicsara elSre elhelyezziik
az n + 1-edik formuldt. Majd a masodik szint minden csticsara elére elhelyezziik
az eredeti formulasorozat n + 2-edik formuldjat és igy tovdbb. Ezutén a fa épitése
az Uj formulak bevondsaval, az el6z6 részben ismertetett eljards szerint torténik.
Igazolhatd, hogy a teljességi tétel érvényben marad a megszdmldlhaté formulahal-
mazok és a most médositott eljards esetére is.

e Az ,ekvivalensek” moédositdsdval és 1) faépitési szabdlyok alkalmazasival elér-
hetd, hogy egyenldség, illetve fiiggvényszimbolumok is megengedettek legyenek a
nyelvben.

Ha példdul egyenldséget is megengediink a nyelvben, akkor az el6z6 részben is-
mertetett 1. Definicidbeli ekvivalencidkat kiegészitjiik az egyenlGségre vonatkozd,
Hilbert-féle axiémasémakkal:

(1) t=t

(i) 1=p1 ANt2=paAN...Ntn=pp — Pt1ta...tn =Pp1p2...pn,

ahol ty, 1y, ...ty, p1, P2, ... pp individuumvéltozok vagy individuumkonstansok, és
P tetsz6leges n valtozos relacio.

Ha a nyelvben fiiggvényszimbolumokat is megengediink, akkor az univerzélis for-
muldkat nemcsak az illeté 4gon szerepld Osszes konstansokra specifikdljuk, hanem
az ezen az agon szerepld konstansokbdl képezett dsszes vdltozomentes termre is
(a Herbrand-univerzum elemeire). Mivel ez a halmaz mindig végtelen, ezért ha a
nyelv tartalmaz fiiggvényszimbdélumot, és a fa nem zart, akkor a fa végtelen.

2. Az automatikus tételbizonyitokrol. Sokaig lebegett célként a tuddsok el6tt az el-
mult szdzadokban az automatikus (mechanikus) tételbizonyitds, tehat olyan eljards
megtaldldsdra, amely minden tétel igazsdgat eldonti. Lattuk, hogy az analitikus fak
megismert eljardsa e célra nem alkalmas, hiszen az eljards nem dontési eljaras, s6t
3.4-ben Godel inkomplettségi tételei kapcsan azt is latni fogjuk, hogy ilyen eljaras
teljes dltaldnossdgdban nem létezhet.

Tudjuk azonban, hogy bizonyos esetekben az analitikus fak eljardsa is és mas eljaras
is, vélaszt tud adni arra, hogy tétel-e egy adott éllitds. Azonban nem mindegy, hogy
ha egyaltalan valaszt kapunk, akkor az esetek Osszességét tekintve milyen szazalékban
kapunk vélaszt, és milyen gyorsan, azaz mennyire hatékony az a bizonyitasi eljaras,
amelyet alkalmazunk.
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Két fontos meghatdrozds kovetkezik:

Adott kalkulus esetén az osszes lehetséges bizonyitdsok halmazdt keresési térnek
nevezziik.

A keresési térnek egy nemdeterminisztikus vagy determinisztikus bejdrdsi modjdt
(a tér pontjainak felsoroldsdt) keresési stratégidnak nevezziik.

A keresési stratégia tehat nem feltétleniil determinisztikus. A szamitégépes imple-
mentdlhatésaghoz azonban 4ltaldban determinisztikus algoritmusra van sziikség. Ez
utébbi algoritmusokat automatikus tételbizonyitoknak is nevezziik. Az automatikus
tételbizonyitok kutatdsa sokdig a rezolicidelmélethez kot6dott, de ez a helyzet mar
megvéltozott, és egyéb kalkulusok is az érdekl6dés homlokterébe keriiltek. A kalku-
lusoktdl az automatikus tételbizonyitokig tehat az dt egy keresési stratégidn, majd egy
determinisztikus algoritmus megfogalmazasan at vezet.

Visszatérve az analitikus fdkra, az 4ltalunk az el6z6 részben megadott kalkulusba
(faépitési eljardsba) mar beépitett egy keresési stratégia, amely nemdeterminisztikus.
A nemdeterminisztikus algoritmus determinisztikus algoritmussa vélik, ha a csiicsok
kivdlasztdsdnak modjdra, illetve a csticsokon beliil a nem atomi formuldk kivdlasztd-
sdanak modjdra, valamint a kvantorok specifikicidira utasitdsokat adunk.

A nemdeterminisztikus algoritmus determinisztikussd alakitdsandl rehdt a 1ényeg az,
hogy formulahalmazok helyett formulasorozatokban kell gondolkodnunk, hason-
l6an, mint a 8. Tétel bizonyitdsanal: példdul a csicsokat szintenként balrél jobbra és a
szintek mélysége szerint indexezhetjiik, ez természetes médon megfeleltethetd a csu-
csok balrdl jobbra ,,sorrendben’ dbrdzoldsdval és a feliilrél lefelé haladdssal. Ha az egy
csucson taldlhaté formuldk sorozatdbdl elhagyunk egy tagot, akkor az dj formula(ka)t
a sorozat végéhez csatoljuk. A nyelv 4j konstansait indexezziik, és egy-egy dgon a
kvantorokat ezen indexezés szerint specifikdljuk. Univerzdlis formuldk specifikécidjat,
az univerzdlis formuldkkal egyiitt, szintén a sorozat végéhez csatoljuk.

Tudjuk (lasd 8. Tétel), hogy ez a determinisztikus algoritmus is feljes. Ez igen erfs
eredmény, mert egy determinisztikus algoritmus alkalmazésa er6s megkotés a kalkulus
szabadsdgdban, a kalkulus teljessége elromolhat.

ook sk

Most, a rész végén, példdkat mutatunk az analitikus fak alkalmazdsara. Elérebocséjt-
juk, hogy ,.kézi szdmoldsndl” dltaldban nem irjuk le a csiicsokra tijra és ujra az osszes
Sformuldt, csak a csereként haszndlt formulat vagy formuldkat, tehat a valtozasokat
tiintetjiik fel az el6z6 1épéshez képest. A formuldk kivalasztasandl, egy-egy 1€pésnél,
altalaban célszer( el6revenni a konjunktiv, a dxa alaku és a negacié ekvivalensekkel
rendelkezé formuldkat, mig a diszjunktiv és univerzalis formuldkat igyeksziink lebon-

z

tani minél késébb. Gépi szamolasndl természetesen masok a szempontok.
Megallapodas szerint csak akkor tiintetjiik fel egy-egy 1€pésnél, hogy mely szinten

e

taldlhaté formuldt hasznalunk, ha a formula éppen nem az el6z6 szinten taldlhato. Ez
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esetben a felhaszndlt szint mélységét romai szammal szoktuk jeldlni (sokszor még ezek
a szdmozasok is elhagyhat6ak, mert dltaldban nem nehéz kovetni az eljarast). Gyakran
el6fordul, hogy kézi szdmoldsndl az eljdrdsnak egyszerre tobb lépését hajtjuk végre,
ha félreértés nem lehetséges. Kézi szdmoldsndl az is megengedett, hogy részformulat
ekvivalens részformulaval helyettesitsiink az eljards sordn.

Nyilt 4gakkal éltaldban a kézenfekvs esetekben fogunk taldlkozni, tehdt nem lesz
sziikséges a definiciot teljes mélységében hasznalni.

El6szor a fejezet elején szerepld példdkat vizsgdljuk djra, tomorebb levezetést
alkalmazva. Ha mast nem mondunk, akkor a példikban «, 3, y formuldkat jelolnek.

1. Példa. Legyen X =) és ¢ =Vxa VVxf = Vx(a V). Igazoljuk, hogy F ¢ fenndll.

—((Vxa VVxB)—Vx(a Vp))

|
Vxa VVxp

—Vx(a V)

|
Ix—(a VP)

|
Ix(—a A-p)

|
ﬁa(C)/|\ﬁﬂ(C)

ﬂO!(C)
—p(c)
/N
Vxa  Vxf D
\ \
a(c) Bl
| |
0 0

2. Példa. Legyen =0, ¢ =(a —f —v)— (@ A —vy). Igazoljuk, hogy F ¢ fenndll.

(@ —=p—=y)=@AB—=y)
(a—p —>V)A|ﬁ(a AB —y)
i
~(aNp—=y)
(@AB)n-y
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aAp

Y
|
a
p
|

—a V(P —=y) amn

/o
-a pB-—
-/
0 -p
|
0

=S —= _— =

3. Példa. Mutassuk meg, hogy Vx3dya (x,y)-nak van modellje!

VxJya(x,y)
Elya(‘CI,Y)
a(cy,c2)
Jya(ca,y) (0)
a(CL, c3)
Jyalces,y) 0)

a(c3,cs)

Egy végtelen dgat kaptunk. Nyilvdnval6, hogy az el6fordulé formuldk minden
szdrmazéka szerepel az dgon, ezért az ag lebontott. Az 4g nem zart, de lebon-
tott, vagyis nyilt. Az 4grdl ezért leolvashaté egy modell. A modell alaphalmaza:
{c1, 2, ¢3,...}. A modellben a(cy,c2), a(ca,c3), alcs,ca),. .. igaz, a tobbi ato-
mi formuldk értékelései pedig tetszdlegesek. Megjegyezziik, hogy nyilvan ennél
egyszerlibb modellje is van a formuldnak, példaul olyan egyelemi, kételem stb.
modellek, ahol & azonosan igaz.
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A feladattal kapcsolatban egy észrevételt tesziink. Legyenek y és 8 tetszSleges
formuldk. Ha a feladatot gy mddositjuk, hogy a {y A=,y AB, Vx3Iya(x,y)}
formulahalmaznak van-e modellje, akkor a vdlasz nyilvidn nemleges. Azonban az
analitikus fakra tanult nemdeterminisztikus algoritmust alkalmazva, amennyiben
az algoritmus a fit a VxJya(x,y) formula lebontdsaval kezdi, akkor sohasem
keriil sor a y A—f és y AB formuldkra, vagyis az algoritmus nem donti el, hogy
a formulahalmaz ellentmonddsos. Olyan dgat kapunk, amelyik nem zért, de mivel
nem lebontott, nem is nyilt. Ezért fontos az a (Iebontasi) feltétel, miszerint az 4gon
el6forduld dsszes formula Osszes szarmazékainak szerepelni kell az dgon.

4. Példa. Mutassuk meg, hogy Vx(a vV B)EVxa VVxp.

Azt kell megmutatnunk, hogy a {Vx(a V), =(Vxa VVxf)} formulahalmaznak
van modellje.

Vx(a V)
—(Vxa VVxp)
|
—Vxa A —Vxp
|

Ix—a Adx—f

Ix—a
x—-p
|
—a(cy)
|
—B(c2)
|
a(cy) VB(cr) 0)
|
a(c) VB(c2) 0)
/N
al(cy)  Plc2)
/N |
a(c)) P 0

|
0

Kaptunk egy nyilt dgat, és az eljards val6ban véget ér, hiszen a nyilt 4gon
Vx(a V) univerzélis formuldt minden lehetséges konstansra specializéltuk.
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5. Példa. Mutassuk meg, hogy IxVya (x,y)EVydxa(x,y).
Azt kell megmutatnunk, hogy a {IxVya(x,y), -Vy3Ixa(x,y)} formulahalmaznak
nincs modellje, tehét van zart analitikus féja.
IxVya(x,y)
=Vydxa(x,y)
|
vya (Cl > )7)
|
JyVx-a(x,y) (0)
|
Vx—a(x,cr)
|
a(cy,c2) D
|
—\O[(Cl, 6‘2) (HI)

|
0

6. Példa. Igazoljuk, hogy a =B F(a — B —y)—a —y.
Azt kell csak igazolni, hogy a {a¢ —=f, ~((¢ — (B —y)) —a —y)} formulahal-
maznak nincs modellje, tehét van zart analitikus faja.

a—p
(=@ —=y)—=a—y)
|
a—PB—=y)AN(a—y)
|
a—@B—=y)
—~(a—=y)

/N
a (II)

0

=—=
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7. Példa. Igazoljuk, hogy Vx(c(x)—f(x))EVx Ty (@ (x)Ay(x,y))—Ty (B x)Ay(x,y))).

Vx(a(x) —B(x))
—(Vx(Fy(a(x) Ay(x,y) = IyB ) Ay(x,y))))
|
Ix (=Fy(a(x) Ayx,y)) — IyB ) Ayx,y)))
|
Ix Gy (@) Ay, y) A-FyBE) Ay(x,y))
|
Jy(alcr) Ay(er, ) A—Fy(Blc) Ay(cr,y))
|
dy(alc) Ay(cr,y))
Vy(—=B(c1) V —y(c1,y))
|
a(cy) Ny(ci,c2)
|
a(cy)
y(cy,c2)
|
O!(C1)—>ﬂ(61) (0)

/A
—a(cy) B(c1)
| |
0 —Bc)V-ylerc2) (IV)
/N
—B(c1) —y(ci,c2)
| |
0 0

8. Példa. Igazoljuk, hogy ¥Yx3y P(x,y)F P(a,a) nem teljesiil!

Yx3y P(x,y) A—P(a,a)
3yP(|a,y)
P(a|,b1)
3y1|’(b1,y) (0)
P(bl:,bz)
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|
Jy P(b2,y) ©0)

Latszik, hogy az ag végtelen, nem zart, lebontott, tehat Vxdy P(x,y) A —~P(a,a)-
nak van modellje, vagyis a kdovetkezmény nem helyes.

9. Példa. Formalizdlja a kivetkezdket, majd analitikus fa segitségével igazolja a ko-
vetkeztetés helyességét: ,Nincs olyan hasznaltauté-kereskedd, aki csalddjanak hasznalt
autét venne. Vannak olyan bdatrak, akik csalddjuk szdmdra haszndlt autét vesznek.
Tehét van olyan ember aki bétor, de nem hasznéltauté-kereskedd.”

(A formalizdldshoz haszndlhatjuk a K, A, B reldciokat, amelyek jelentései rendre:
»haszndltauto-kereskedd”, ,, haszndlt autot vesz csalddjdanak”, ,,bdtor”.)

A kovetkeztetés formalizalasa:
{=3x(A(x) A K(x)), Ix(A(x) A B(x))}F Ix(B(x) A=K (x))

Az analitikus fa:
—Ix(A(x) A K(x))
Jx(A(x) A B(x))
—Ix(B(x) A\ —-K(x))
\
A(a) A B(a)
\

VX (2 AMX)V -K(x)) ©0)

/[ \
-A(a) —K(a)
\ \
0 Vx(—B(x)V K(x)) 0)

/o

—B(a) K(a)

| |
0 0

10. Példa. Igazoljuk, hogy a {VxVy(P(x)V P(y)),Yy(—=P(fga)V Q(»)),Yy—Q(y)} for-
mulahalmaznak nincs modellje!
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VxVy(P(x)V P(y))
Vy(=P(fga)V Q)
Vy=Q()
/ o\

—P(fga) Q(a)

| |

P(fga)Vv P(fga) —Q(a) 0)
| |
0 0

11. Példa. Igazolja, hogy ¥x P(fx,x)EVx3dy P(y,fx), ahol f egyvdltozds fiiggvényjel!

Vx P(fx,x)
—VYx 3y P(y,fx)
Wy ﬁlﬂ(y, fx)
vy ﬂP|(y,f a)
ﬂP(ff| a.fa)
P(ff alf a) (0)
;
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3.3 Rezolucio

A jelen részben targyalt bizonyitdsi rendszer ismét egy cafolati rendszer. Mindaz,
amit az el6z6 3.2 rész bevezetésében a cafolati rendszerekr6l elmondtunk, a rezoli-
cios cdfolati rendszerre is érvényes. Akdrcsak az analitikus fikndl, a rezoldciondl is
a cafolati rendszer f6 feladata az, hogy egy formulahalmaz ellentmonddstalansdgdt
bizonyitaselméleti eszkdzokkel vizsglja.

Ellentétben az analitikus fakkal, a rezolicids cdfolati rendszer szarmaztathatd az Ggy-
nevezett rezolucios levezetési rendszerbol (igy, ahogyan minden levezetési rendszerbdl
céfolati rendszer nyerhet8), azonban mi a levezetési rendszertdl fiiggetleniil fogjuk a
cafolati rendszert bevezetni. A rezolicidt mint levezetési rendszert csak érintSlegesen
fogjuk haszndlni (3.3.4 rész), és a rezolucidt cafolati rendszernek tekintjiik, hacsak az

7z

ellenkez8jét nem emlitjiik.

Py

Egyetlen vonatkozasban ki kell egésziteni a rezoldcids rendszer esetén az el6z6 rész
elején a cafolati rendszerekrdl dltaldban elmondottakat. A rezoliciéndl nem a vizsgé-
landé eredeti formuldkbol, hanem a formuldk egy normdlalakjdbol, az erés Skolem-
formajukbdl indulunk ki. Tudjuk, hogy egy er6s Skolem-forma azonosithaté a magja-
ban szerepld klozok véges halmazédval. Az er6s Skolem-formékat a hozzajuk tartozé
véges klozhalmazként kezeljiik.

Megallapodés szerint a rezolicids kalkulusndl is csak véges formulahalmazokkal dol-
gozunk, de az eredmények, csakigy, mint analitikus faknal, a kompaktsagi tétel értel-
mében dtvihetok tetszoleges formulahalmazra is. Feltessziik, hogy az el6fordulé for-
muldk zartak. A rezolicids bizonyitési rendszerben csak kl6zokkal dolgozunk, szoktdk
ezért a rezoluciot a ,,kl6zok logik4janak™ is nevezni.

Tudjuk, hogy a Skolem-normélforméra hozasi eljards algoritmizalhat6. A céfolati
rendszerek két f6 eleme, a levezetési szabdlyok és a cafolhat6sag fogalma koziil a
Skolem-normalformara hozds nyilvan a levezetési szabalyok elemnek felel meg. Azon-
ban a normélforméra hoz4st nem szokds a szorosabb értelemben vett rezolticids rend-
szer részének tekinteni. Ezért a rezolucids rendszer két fontos elembdl, a rezoliicids
kovetkeztetési szabdlybol €s a cdfolhatosdg fogalmabdl All.

A rezolucids eljarast tobb 1€pésben ismertetjiik. Kiilon targyaljuk az allitas- és
elsérendi rezoliciot, ezt az is indokolja, hogy az els6rend rezolicids technika 1ényege
az allitdsesetre torténd visszavezetés (,,lifting”). A rezolicid targyaldsakor igyeksziink
azt a vonulatot bemutatni, amelyik az dltalanos rezoludcids kalkulustél (példaul a kl6zok
»szabad generdldsa”) egészen a szigoruan kotott rezolicids rendszerekig és a szamito-
gépes implementdlhatsdgig vezet (példdul SLD-rezoldcid véltozatai).
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3.3.1 Allitasrezolvicié

Tekintsiink egy szokdsos allitasnyelvet. Tartalmazza most a nyelv a hamis (F) al-
litaskonstanst, amelyet itt iires kloznak neveziink, jelolése [1. [J minden értékelésre
hamis. Tekintsiik a C; és C, allitasklézokat, és tegyiik fel, hogy a C; kléz LV E, a G,
kléz pedig —L V F alaku, ahol L tetszbleges allitdskonstans, E és F tetszoleges kl6zok
(méasképpen: Ci-ben és Cy-ben elbfordulnak olyan literdlok, amelyek egymds negdlt-
jai). Definidljuk a rezoliciés rendszer egyetlen és névadd kovetkeztetési szabdlyét, a
rezolvensképzést:

1. Definicié. A Ci=LV E és G =-LV F éllitasklézoknak az EV F kl6z az L alli-
taskonstans szerinti rezolvense (jelolés: Res(C, () vagy Resy (Cy, (3)). Specidlisan:
Res(L,—L)=L1.

A rezolvensképzésnek mint levezetési szabdlynak a helyességét a 2.2.1-beli 2. Té-
tel tdmasztja ald, amelybdl kovetkezik, hogy {Ci, G} ERes(Ci, Gy). Ez gy is fo-
galmazhat6, hogy a {C}, G} és {C, G, Res(C, G3)} klézhalmazok kielégithetGsége
ekvivalens. Megjegyezziik, hogy specialisan {L, ~L}F O (=Res(L, —L)).

Vegyiik észre, hogy a modus ponens a rezolicios kivetkeztetési szabaly specialis
esete, ugyanis L-bdl és ~LV F-bdl (azaz L — F-bdl) rezolvensképzéssel is kovetke-
zik F.

Legyen A allitasklézok egy halmaza.

2. Definicio. Akkor mondjuk, hogy a A klézhalmaz rezoliiciéval cdfolhatd, ha van
kl6zoknak olyan véges Ci, (,... G, = sorozata, hogy minden 1 <i < n-re vagy
C; € A, vagy C; valamely, a sorozatban 6t megel6z6 két kl6zbdl rezolvensképzéssel
nyerhet6.

Megjegyezziik, hogy hasonléan definidlhat6 az iires kloz helyett tetsz6leges G,
kl6z levezetése is. Erre a kés6bbiekben majd visszatériink.

Legyen A allitasklézok egy véges halmaza.

3. Tétel. (Allitdsrezolicié teljességi tétele.) A kielégithetetlen akkor és csak akkor, ha
A cdfolhato allitasrezolucidval.

A bizonyit4shoz sziikségiink van néhdny fogalomra és elnevezésre. Haszndlni fog-
juk a fa fogalmat (és a fakra az el6z6, 3.2.1 részben bevezetett terminoldgidkat),
de hangsilyozzuk, hogy a fafogalom mostani alkalmazéasanak csak tavoli kdze van
az ottani alkalmazashoz.
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Az Ay, Ay,... A, allitdskonstansok teljes szemantikus fdjdn egy olyan gyokérrel,
n + 1 szinttel rendelkezd iranyitott fat értiink, amelynél minden csicsbdl két €l in-
dul, és amelynél az egyes cstcsokat 6sszekotd élekhez az A; vagy —A; literdlokat
rendeljiik oly médon, hogy a gyokérbdl vezetd egyik élhez Aj-et, a masikhoz
—Aj-et, és altaldban, a k-adik szinten taldlhaté csicsokbdl induld egyik élhez
Ay +1-et a masik élhez — Ay 4 1-et rendeljiik.

A teljes szemantikus fa nyilvan alkalmas arra, hogy az Ay, A,,... A, allitdskons-
tansok Osszes lehetséges értékeléseit leolvassuk a levelekhez vezetd dgakrdl olyan
modon, hogy adott levélnél az A; értékelését igaznak tekintjiik, ha a levélhez
vezetd dgon A; (negélatlanul) szerepel, és hamisnak tekintjiik, ha az 4gon —A;
szerepel. Hasonl6an, a csticsokhoz vezetd dgakrdl le tudjuk olvasni az Allitds-
konstansoknak egy csuicshoz tartoz6 részleges értékelését. Ezt a csticshoz tartozé
természetes értékelésnek nevezziik.

Legyen A rogzitett, véges kldzhalmaz. Klozhalmaz teljes szemantikus fdja a klo-
zokban szerepld Osszes éllitdskonstans teljes szemantikus fdja. Ha a teljes sze-
mantikus fabdl elhagyunk bizonyos csicsoktdl a levelekig vezetd dgakat, akkor
egyszerlien csak szemantikus fdarol beszéliink.

Akkor mondjuk, hogy egy adott K kloz illeszthetd egy csiicsra (médsképpen: il-
leszthetd a csticshoz vezet6 dgra), ha a csicshoz tartozd természetes értékelés
hamissd teszi a klozt. A A klozhalmaz illeszthetd egy csticsra, ha benne valamelyik
kl6z illeszthetd rd. Tehét, ha egy kloz illeszthetd egy cstcsra, akkor nyilvan
minden diszjunkci6s literdlja negdciojdnak szerepelni kell a csiicshoz vezetd élek
valamelyikén. Adott kl6z nyilvan tobb cstcsra is lehet illeszthet6.

Egy adott cstcs cdfolo csiics (masképpen: a A kiézhalmazhoz tartozd cdfolo
cstics), ha van hozza olyan A-beli kl6z, amely egyrészt a csucsra illeszthetd,
masrészt a csicsot megelz6 csiucshoz nem taldlhat6 olyan A-beli kl6z, amely ra
illeszthetd. Mésképpen: egy cstics cafol6 csucs, hogy ha azon az dgon a gyokérhez
legkozelebb esd csics, amelyre a A kl6zhalmaz illeszthetd. Egy csics dontési
cstics, ha (kozvetleniil) két cafold csics koveti.
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Bizonyitas. El6szor tegyiik fel, hogy A kielégithetetlen. Készitsiik el a A kl6zhalmaz-
ban tartalmazott A;, Aj,...A, allitdskonstansok teljes szemantikus fajat. A feltétel
szerint minden 4gon illeszthet6 valamely cstcsra A-beli kl6z. Ezért minden dgon
taldlhat6 cafold cstcs is.

Azt allitjuk, hogy létezik a faban dontési csucs. Indirekt, tegyiik fel, hogy nem létezik.
Tekintsiink egy tetsz6leges b cafold csicsot, €s legyen ¢ a b-t megel6z6 csics. Mivel
b céfold csics, ezért A b-re illeszthetd, de c-re nem. Ekkor a b cstccsal parban allé
a csucs, azaz ugyanazt a ¢ csucsot kovetd csics nem lehet cafold cstics, mert akkor ¢
dontési csucs lenne. A nem illeszthetd a-ra, mert ha illeszthetd lenne, akkor a cafold
csucs lenne, mivel A c-re nem illeszthet6. Ezutan tekintsiik az a csdcsot kovetd két
csdicsot. Hasonldéan az el&bbiekhez, a két csics egyike, példdul d nem lehet cédfold
csucs, hiszen akkor a dontési csucs lenne. Mivel a-ra nem illesztheté A, és d nem
cafolo csucs, ezért A a d csicsra sem illeszthetd. Ismételve ezeket a 1épéseket, el kell
jutnunk valamelyik levélig, amelyik nem lehet cafold cstics, és A sem illeszthet§ r4,
ellentmondasban azzal, hogy A nem kielégithetd.

Vilasszuk ki tehat példdul a ¢ dontési csucsot, és tegyiik fel, hogy az 6t kovetd két
csucs rendre a és b, és a c-bdl vezetd éleken az L és —L literdlok szerepelnek, tovabba
a-ra illeszthetd példdul a K, b-re illeszthet6 példaul a K; kl6z.

Ekkor egyrészt képezziik L szerint a K| és K klézok rezolvensét, M'-et, és helyet-
tesitsiik Kj-et és K>-t A-ban M!-gyel, jelolje az igy kapott klézhalmazt A . Mdsrészt
moédositsuk a fat gy, hogy hagyjuk el a c-t6l a levelekig vezet6 dgakat, tehat ¢ 1épjen
el6 levéllé az dj faban.

A1 sem kielégithetd, hiszen példaul K| illeszthetd volt a-ra, valamint a cafold csucs,
K, egy diszjunkcid, ezért az L-t6l megfosztott része illeszthetd c-re. Hasonl6 igaz
K, és —L-re is, ezért M' =Res(K|, K») is illeszthetS c-re, tehit az Uj (nem teljes
szemantikus) fara és a A kl6zhalmazra is igaz, hogy minden 4gon illeszthetd valamely
csucsra A;-beli kl6z.

Ezutan ismételjiik a fenti eljarast az 4j féra, tehat keressiink a fdban egy dontési
csticsot. Képezziik a megfelelé Kz és Ky klézok M? rezolvensét, és hagyjuk el a
dontési csticsbdl indulé dgakat dgy, hogy az 1j faban e dontési csucs levél legyen, és
készitsiik el Aj-bdl a kielégithetetlen A, klézhalmazt, és gy tovabb.

Mivel a cstcsok és a dontési csicsok szama minden 1€pésnél csokken, el kell jutnunk
oda egy k-adik Iépésben, hogy egyetlen dontési csics és két cafold csics marad, a
gyokér és az 6t kovetd két cstics. Az ezt kovetd, azaz utolsé 1€pésnél mér az lires klozt
kapjuk. Vegyiik észre, hogy K, K>, M', K3, K4, M?,. .. M¥* =00 az iires kléznak egy
levezetése. Az allitas ezzel bizonyitott.

Ezutan tegyiik fel, hogy A cafolhat6 éllitasrezolicidval. Azt allitjuk el6szor, hogy
ha B; egy levezetés tetsz6leges formuldja, akkor A F B;. Ha i = 1, akkor ez nyilvanvald,
hiszen B) € A. Tegyiik fel, hogy i < k-ra AF By, igaz. By 4 -re vagy By 4+ € A, ekkor
készen vagyunk, vagy By rezolvensképzéssel adédik B;-bdl és B;-bdl, j, [ <k.
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Ha AF B; és AF By, akkor a 2.2.1 rész 2. Tételének relativizdlt médositdsa szerint
AE By 4.
Allitasunk és a feltétel szerint tehat A = .
Ha O € A, akkor [ szemantikai értelmezése szerint A kielégithetetlen. Ha [I-t rezol-
vensképzéssel kapjuk a bizonyitdsban, példdul L és —L-bdl, akkor ez utébbiakra is
igaz, hogy AF L és AF—L, tehat A szintén kielégithetetlen.

|

A 3. Tétel negalt alakja: A-nak van modellje akkor és csak akkor, ha A nem cdfolhato
dllitdasrezoliicioval.

A teljességi tételnek létezik egy masik, szemléletes valtozata, ennek kimondadsihoz
sziikség van néhany 4j fogalomra.

Legyen A klézok egy tetsz6leges halmaza. Legyen
Res(A)=A U {R: R=Res(C}, (3), C1, G, € A}, (D)
ahol a zéréjelben csak azon Cy, G, klézokra képezziik a rezolvenst, ahol az értelmes

valamely literélra.
Indukciéval definidljuk a Res*(A) halmazt:

Res’(A)=A

Res" T !(A) =Res(Res" (A)), (0<n)

Res*(A)=U, e, Res" (M) )
Ha A véges, akkor valamely n-t6] Res”(A)=Res”T!(A)=... =Res*(A). Ugyanis

Res"(A) CRes"t1(A) C... CRes*(A) mindig igaz, tovabbd Res™(A)-ban legfeljebb
azok a literdlok fordulnak el8, amelyek A-ban is, viszont ezen véges sok literdlbol
legfeljebb véges sok kl6z alkothatd, vagyis valamely n-t61 Res™ (A)=Res" T 1(A).

Indukciéval igazolhatd, hogy a A és a Res*(A) formulahalmazok kielégithetdsége
ekvivalens (a két kloz esetéhez hasonléan, ahol kételemii kl6zhalmazt bdvitettiink a
rezolvensiikkel).

A kovetkezd tétel véges kldzhalmazra ekvivalens a 3. teljességi tétellel. Legyen A
allitasklézok egy halmaza. Koénnyd igazolni a kovetkezot:

4. Tétel. A kielégithetetlen akkor és csak akkor, ha [0 € Res*(A).

A késGbbiekben hatékony eljarast kivanunk késziteni arra, hogy [ € Res*(A)
teljesiil-e.

1. Példa. Van-e modellje a kovetkezd klézhalmaznak: {P,—PV Q,—R,—~PV-QV R}?

A levezetés:
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P ] R~ 0O
-PVQ -PVR }
R }
ﬁP \/ _\Q \/ R
Levezethet$ az iires kl6z, ezért a kl6zhalmaznak nincs modellje.

2. Példa. Van-e modellje a kivetkezd klozhalmaznak: {—P, PV Q,—~QV R}?

Van modellje, hiszen az iires kl6z nem vezethetd le.

-P ]Q ]R
PV Q ]PVR
-PVR

3. Példa. Igazoljuk rezoliicio felhaszndldsdval!

PNQ—REP—-Q—R

Elég megmutatni, hogy a {PA Q — R, (P — Q — R)} formulahalmaznak nincs
modellje.

Keressiik el6szor a normalforméakat:

P A Q— R ekvivalens =(P A Q) V R-rel, ez pedig =PV —Q V R-rel.
(P — Q — R) ekvivalens P\ Q A —~R-rel.

Ezért a normélformakhoz tartoz6 ¥ kl6zhalmaz:
{-PV-QVR,P,Q,—R}.

Igazoljuk, hogy az iires kl6z levezethet6:

p

Q
-R

ﬂPVﬂQVR]ﬂQVR}R O

4. Példa. ,,A, B, C és D négy vadlott. Ha A b{inos, akkor B is biinds. Ha B b{inos,
akkor C vagy D d4rtatlan. Ha D A4rtatlan, akkor A biinds, és C artatlan. Ha D bi{inds,
akkor A is blinds.” Mutassuk meg rezoliicioval, hogy A és B biinos, C pedig drtatlan!

Jelentse A, B, C és D most rendre azt, hogy A, B, C és D biinds. Formalizdlva
a feltételeket, a kovetkezdket kapjuk:

A—B,B——-CV-D,-D—AAN-C, D— A.

Ezen éllitdsok normdlformadi rendre:
—AVB,=-BV-CV-D,(DVAYANMDV-C),-DV A.

A rezoldcids levezetés ekkor a kovetkezdképpen kezdddik:
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-AVB B]—C\/—'D -C
-BvV-CV-D }
DV A A
Dv-C }
DV A
Vegyiik észre, hogy ha a premisszdkhoz egyenként hozzdvessziik a bizonyitandék

negaltjait, tehat —A-t, ~B-t, illetve C-t, akkor rendre megkaphatjuk az iires klozt.

k ok ok

A fenti példdk alapjan mar lathatd, hogy a rezolicids levezetés jeldlése a kovetkezd-
képpen torténik.

Egymas ald irjuk a kiindulasul vett klézokat, majd a rezolvalt kl6zokat 1épésenként
szogletes zardjellel kotjiik Ossze gy, hogy a rezolvens klozt a szogletes zardjel utén,
az elsé komponens sordban tiintetjiik fel.

Természetesen elképzelhetd, hogy egy kldzt tobbszor felhaszndlunk a levezetés soran,
valamint elképzelhet6 az is, hogy egy sorban tobb kl6z szerepel egyszerre. Utdbbi
esetben kézi szdmoldsndl nem szoktuk feltiintetni, hogy melyik az a kl6z, amellyel
éppen rezolvélunk, tehat a szogletes zardjelek segitségével csak a sort jeloljik meg,
amelyben a komponenskléz szerepel (ez a jelolés nyilvan finomithaté dgy, hogy a
szogletes zardjeleket alkalmasan meghosszabbitjuk a rezolvdlandé klézokig).

3.3.2 Alaprezolicio, helyettesitéses rezoldcio6

Legyen A elsérendii kl6zok halmaza. Feltessziik, hogy a nyelv egyenldséget nem
tartalmaz. Most is feltessziik, hogy a nyelv tartalmazza az [J tires kl6zt. Vizsgdlandd
A ,ellentmonddsossiga” a szintaktikai értelemben, masképpen: A ,cafolhatésiga”.

Az els6rendl rezolicié esetén az egyik alapotlet a visszavezetés (redukcid) az
allitasrezoluciora. A 2.4.2 részben emlitettiik a szemantikai feladat, azaz A kielé-
githet8sége visszavezetésének egyik technikdjat, a Davis—Putnam-mddszert, és annak
valtozatét, a helyettesités mddszerét. Jelen részben ezeket a technikdkat fogjuk alkal-
mazni a rezolucio esetére, felhaszndlva az allitasrezolucio teljességi tételét, valamint a
Herbrand-tétel b) valtozatat (2.4.2 rész 8. Tétel).

A tovabbiakban elsérendii klézhalmaz lezartjan az egyes klozok univerzalis
lezartjaibol képezett formulahalmazt értjiik (1asd még 2.4.2). Felhasznaljuk a 2.4.2-
ben ismertetett fogalmakat, példdul kl6zhalmaz alapel6fordulésai és kielégithetoségiik
az 4llitaslogikdban stb.

A Davis—Putnam-modszer alkalmazdsa a A klézhalmaz lezartja kielégithetetlen-
sége vizsgdlatira, megszamlalhaté nyelv esetére a kovetkez6bdl all: tekintjik a A
kl6zhalmazhoz tartozé alapel6forduldsok halmazat, sorozatba rendezziik e halmazt, és
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vizsgédljuk a sorozat b, szeleteit (n=1, 2...), mint allitdskl6zok véges halmazait, a
cafolhatésag szempontjabol.

Amikor az elsérendl formuldk céafolhatésdganak vizsgalatit a klézok alapel6for-
duldsainak generdldsival és allitdsrezoldcidval végezziik, akkor ezt az eljarast alapre-
zolicionak nevezziik.

A Herbrand-tétel b) valtozata és az 4llitasrezoluicid teljességi tétele szerint igaz a
kovetkezo teljességi tétel:

5. Tétel. (Alaprezolicio teljességi tétele.)

A véges A klézhalmaz lezardsa kielégithetetlen akkor és csak akkor,
ha a A alapel6forduldsainak b, (n=1, 2,...) sorozatdhoz van olyan k,
hogy a {b; ...b; } klézhalmaz cdfolhaté dllitdsrezoliicioval.

A alapel6fordulasainak halmaza altalaban végtelen elemd, ezek ,,végigprobalasa-
ra” nincs lehetéség. Az alaprezolicids eljaras alkalmazasanak (akarcsak a Herbrand-
tétel alkalmazasanak) az a nehézsége, hogy A alapel6forduldsainak dsszességébdl ho-
gyan valasszuk ki azt a véges sokat, amelyek kielégithetetlenségét A kielégithetet-
lensége esetén a Herbrand-tétel garantélja. Erre a kivalasztasra ugyanis nincs dontési
eljaras. Ha A kielégithetetlen, akkor valamelyik kezd&szelet is kielégithetetlen, és ezt a
szeletet véges sok 1épésben meg is taldljuk. De ha A kielégithetd, akkor sziikség lenne
az alapel6forduldsok ,,végigprébaldsara”™.

k) %k ok

Ezutén ratériink az ugynevezett helyettesitéses rezoliicio ismertetésére. A helyettesité-
ses rezolucid azt célozza, hogy hogyan keriilhet6 el a Herbrand-univerzum elemeinek
generéldsa és a kl6zok alapel6forduldsainak egyenkénti kiprobéldsa. Erre haszndljuk
az individuumvaltozdkat.

Az alapgondolat az, hogy a szabad véltoz6 nélkiili termek generdldsanak mivelete (a
Herbrand-univerzum elemeinek generalasa), valamint a rezolvensképzés miivelete sza-
bad vdltozokat tartalmazé formuldkra is kiterjeszthets. Igy tulajdonképpen sémdkkal
dolgozunk, és egyetlen 1épésben Osszefoglalhaté az alaprezolicié végtelen sok 1épése.

Tekintsiik a Cy és G, elsdrendii klozokat, és tegyiik fel, hogy a C| kl6z LV E, a G
kléz pedig =LV F alaku, ahol L tetsz6leges atomi formula, E és F elsérendii klozok.
Definidljuk a helyettesitéses rezolicié egyik kovetkeztetési szabdlydt, az els6rendii
rezolvensképzést:
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6. Definicio. A Ci =LV E és G, =—LV F els6rendii kl6zokbél az E \ F k16z az L ato-
mi formula szerinti rezolvensképzéssel kovetkezik (azt mondjuk, hogy EV F a Cy és G,
elsérendd kl6zoknak az L szerinti rezolvense, jelolés: Res(Cy, () vagy Resy (Ci, (5)).

Els6rendd esetben a [ iires kl6z definicidja hasonlé az dllitdsesetben definiédlthoz.

7. Definicio. (Helyettesitéses rezolicié kovetkeztetési szabdlyai.)
(i) elsdrendi klézok rezolvensképzése (els6rendii rezolvensképzés),
(ii) helyettesités (azaz individuumvéltozé helyettesitése individuumvaltozdval
vagy olyan termmel, amelyben a helyettesitendd individuumvaltoz6 nem fordul
eld).

Megjegyezziik, hogy az elsérendii rezolvensképzési szabdlynak szemantikai hdttere a

Y((LVE)AN(—LV F))EY(EVF) 3)
Osszefiiggés, ahol V univerzalis lezartat jelent, és amely a 2.2.1 rész 2. Tételnek nyil-
vanvalé kovetkezménye. Masképpen:

{V(LV E),Y(—~LV F)}FY(EV F)
A helyettesitési szabdly szemantikai hdttere pedig a

VCEVC 4)

kovetkezmény, ahol a C kl6z a C kl6z tetszbleges helyettesitése.

Legyen A els6rendil kl6zok egy halmaza.

8. Definicié. Akkor mondjuk, hogy a A kl6zhalmaz helyettesitéses rezoliicioval cdfol-
hato, ha van elsérend kl6zoknak egy olyan Cj, (5, ... G, =00 véges sorozata, hogy
minden 1 <i < n-re vagy C; € A, vagy C; helyettesitéssel szdrmazik valamelyik, a
sorozatban 6t megel6z6 kl6zbdl, vagy elsérendd rezoldcidval szdrmazik valamely, két
6t megel5z6 klozbol.

A kovetkezd teljességi tétel mutatja, hogy a definidlt cafolhatésdg fogalma hasznalhat6
és értelmes.

9. Tétel. (Helyettesitéses rezoliicio teljességi tétele.)

A A Kklézhalmaz lezartja kielégithetetlen akkor és csak akkor, ha A
helyettesitéses rezoldcidval cdfolhato.

Bizonyitas.

A tétel teljességi része az alaprezolici6 teljességi tételének nyilvanvalé kovetkezmé-
nye. Ugyanis, ha A kielégithetetlen, akkor A alaprezoldcidval cafolhatd, ezért helyet-
tesitéses rezoldcidval is cafolhatd. A forditott irdnyu allitds kovetkezménye a (3) és
(4) osszefiiggéseknek. Ugyanis ezekbdl és abbdl, hogy [-nek 1étezik egy Ci, G;...
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C, =0 levezetése, indukcioval kovetkezik, hogy AFE[. Utébbi ellentmond annak,
hogy A-nak van modellje.
|

Vegyiik észre, hogy a nyelvnek végtelen sok szabad véltozés termje van, ezért az
elsérendii esetben nem biztos, hogy a rezoldcids eljards véget ér, szemben az 4llit4s-
rezoldcidval, hiszen noha A véges, a termekkel generalds miatt valgjaban nem véges,
hanem végtelen formulahalmazzal dolgozunk.

Ezutan két példat mutatunk.

5. Példa. Igazoljuk, hogy a {V¥x Px,¥y(=PyV Qfy),Vx—Qx} formulahalmaz cdfolha-

z

to.

Mar az er6s Skolem-formak adottak. Ekkor a formuldkhoz tartozé K;, K, Kj
kl6zok rendre: Px, =Py V Qfy, ~Qz.

Itt mar ,,szeparaltuk”™ a valtozokat, azaz a kiilonbdz6 klézokhoz tartozé véltozokat
masképpen jeloltiik.

A levezetés 1épései:

a) Kj-ben x /y-t helyettesitiink

b) rezolvéljuk K>-vel, az eredmény: Qfy

¢) K3-ban z /fy-t helyettesitiink

d) rezolvalunk Qfy-nal

e) az eredmény az lires kl6z

A levezetést igy szemléltetjiik:
Px ] Qfy- O

“PyVQfy-x/y }

—Qz z/fy

Megjegyezziik, hogy a fenti formélis levezetés mogott a kovetkezd szemantikai

megfontolas all:

a) Vx Px EVYy Py

b) Vy Py AVy(=Py V Qf y) EVy Qfy

¢) Vz-Qz EVy—Qfy

d) VyQfy AVy—=Qfy EV(a A —a) (lehetetlen)

6. Példa. Mutassuk meg, hogy a {Px \ Pfy, =PfgaV Qy, ~Qy} klézhalmaz cdfolha-
10.

»dzepardlva” a véltozokat, ezt kapjuk: Px V Pfy, ~PfgaV Qz, - Qu.

a) ,,Azonositsuk” el§szor az els6 klézban P argumentumait: x /fy-t helyettesitve a
Pfy klézt kapjuk.

b) A kapott kl6zra az y/ga helyettesitést alkalmazzuk.

¢) Rezolvéljunk a mésodik kl6zzal. Ekkor Qz-t kapjuk.

d) Qz-ben z/u helyettesitést alkalmazunk.



152 3. FEJEZET: A BIZONYITASELMELETROL

e) Rezolvéljuk a —~Qu klézzal, az iires kl6zt kapjuk.

A levezetést igy szemléltethetjiik:

Px\/Pfy]x/fy Pfy]Qz O
—PfgaV Qz y/ga J

—Qy z/u

k ok ok

A fenti példdkat tanulmanyozva vegyiik észre, hogy a helyettesitéses rezolucid hdrom
0kbol is osszetettebb az dllitdsrezoliiciondl.

a) Az elsé ok az, hogy az L atomi formula, amely szerint rezolvalunk, argumentumok-
kal is rendelkezik, tehat nem elegendd, hogy az L reldciéjel negaltja szerepeljen
a masik klézban, hanem az argumentumoknak is egyezni kell. Ha ez ut6bbi nem
teljesiil, akkor megprdobdljuk helyettesitések alkalmazdsdval elérni, hogy ugyana-
zon argumentumok szerepeljenek, mégpedig tigy, hogy a helyettesitésekkel minél
kevésbé korlatozzuk az altalanossagot.

Ezt a célt szolgaltdk példaul az 1. Példaban alkalmazott helyettesitések. Azonban
az argumentumokat nem mindig lehet azonositani. Példdul ha a PO és —Pfx
kl6zokat kisérelnénk meg rezolvdlni, akkor nem alkalmazhatjuk azt, hogy fx /0,
mert ez nem helyettesités.

b) Mdsodszor, az is lehetséges, hogy egy klézon beliil példaul egy L reldcié tobbszor
is el6fordul, de kiilonb6z6 argumentumokkal; és egy masik klézban —L fordul
tobbszor eld, szintén kiilonbozd argumentumokkal. Ekkor felvetddik a kérdés,
hogy a két kl6z rezolvédldsdhoz mely argumentumokat prébaljuk meg azonositani
a tobb eléfordulé argumentum koziil.

Ilyenkor a teend az, hogy a két kl6zban nemcsak a kiszemelt L és —L relacidjele-
ket tartalmazé literdlpar argumentumait prébaljuk meg azonositani, hanem minél
tobb L-et €s —L-et tartalmaz6 literdl argumentumait, mégpedig megint olyan he-
lyettesitések alkalmazdsaval, hogy az minél kevésbé menjen az éltalanossag rova-
sdra (dgynevezett ,legaltaldnosabb illeszts helyettesitéssel”, 14sd aldbb). Altaldban
az azonositdsokra sok lehet6ség van. Ez az eljarés dltaldnositdsa az a)-belinek.

¢) Harmadszor, a helyettesités egyik fontos alkalmazdsa, hogy a szerepld klézok-
ban ,.szepardljuk” az individuumvéltozokat, tehdt az egyes klézokban szerepld
individuumvéltozé-halmazokat paronként diszjunkttd tessziik. Ezzel kizérjuk azt,
hogy valgjaban kiilonb6z6 dolgokat ugyanigy jeldljiink.

Ezutan ratériink az elsérendii rezoldcionak az algoritmizalhatdsdghoz kozelibb valto-
zatdra, amelyet egyszerlien csak rezoliicionak (vagy elsérend( rezolicidnak) hivunk.
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3.3.3 Elsorendii rezolucio

A helyettesitéses rezolicié (amely tehat az elsérendi rezolvensképzést és -
helyettesitést mint kovetkeztetési szabalyokat alkalmazza) tilsdgosan laza keret a haté-
kony bizonyitds kereséshez. Az eljaras tovabbi finomitdsara, elemzésére van sziikség.
Bizonyos helyettesitéssorozatok ugyanis egységbe foglalhatok a kovetkezdk szerint:

Az el6z6 rész végén felsorolt a) és b) szitudcidndl is olyan helyettesitéssorozatra
van sziikség, amelynek eredményeként, ugyanazon reldcidjellel, de esetleg kiilonboz6
argumentumokkal rendelkezé véges sok (n) atomi formula ugyanabba a formuldba
megy 4t (az egyszer(ibb a) szituicidban is erre van sziikség n =2-re, amikor L-bdl és
—L-b6l magédnak L-nek esetleges kiilonb6z6 argumentumait azonositjuk).

Az is célunk, hogy az eljarasndl az éltaldnossdgot ne korldtozzuk, hogy a végeredmény
a legdltaldnosabb helyettesités legyen, tehét e helyettesitésb6l minden mds helyettesi-
tés ,, rekonstrudlhats” legyen. Ugyanis figyeljilk meg, hogy egy ,,azonosit6” helyette-
sitésbol esetleg végtelen sok mds ,,azonosité” helyettesités szarmaztathat6. Példaul a
6. Példabeli x /fy helyettesitésbdl ,,azonositd” helyettesitést kapunk, hogy ha y helyébe
barmely termet irunk, példaul y/a-t, tehdt x /fa is ,,azonosit6” helyettesités. De amig
x /fy-bél djabb helyettesitésekkel végtelen sok masik azonosité helyettesitést nyerhe-
tiink, s6t az sszeset is, addig x /f a-bdl egyet sem. Ennek oka tobbek kozott az, hogy
a helyettesités nem invertdlhato miivelet. Az is nyilvanvald, hogy a helyettesitések
egymas utin alkalmazdsa, azaz kompondldsa, szintén helyettesitést ad eredményiil, a
kompozicié azonban nem kommutativ. Az , azonositdst” a tovdbbiakban illesztésnek
(vagy unifikdcionak) fogjuk nevezni.

10. Definicié. Azonos relacidjelet (de esetleg kiilonb6zé argumentumokat) tartalmazé
n darab atomi formula egymashoz illeszthetd (unifikdlhato), ha 1étezik helyettesitések
egy olyan véges sorozata, hogy egymds utdn alkalmazisuk (kompozicidjuk) egy olyan
helyettesités, melynek eredményeként mindegyik széban forgé atomi formula ugyan-
abba az atomi formuldba megy at. Ez utébbi atomi formuldt az illesztés ereddjének
nevezziik. Az illesztés a legdltaldnosabb, ha barmely mas illesztés eredménye meg-
kaphaté beldle, alkalmas helyettesitéssorozat kompozicidjdnak eredményeként.

P

Az illesztést dltaldnosan tehat az el6z6 rész végén szerepld b) szituicidban al-
kalmazzuk az L-et tartalmazé bizonyos atomi formuldkra. Megjegyezziik, hogy ha az
illesztést egy klozon beliil, bizonyos azonos reldcidjelet tartalmazé atomi formuldkra
alkalmazzuk, akkor az illesztést faktorizdcionak nevezziik.

A kovetkezd eljards egy algoritmus n darab, példaul prefix alakban felirt atomi
formula illesztésére (Robinson-féle algoritmus):
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El6szor sorozatba rendezziik a formuldkat, és alkalmazzuk az aldbbi eljardst az els6 és
masodik formulédra, majd az igy nyert illesztett formuldra és a harmadik formulara, és
igy tovabb.

Két formula illesztése:

A két formula argumentumaiban balrdl jobbra, rendre, szimb6lumonként haladva
megkeressiik az els6 olyan szimbdlumpért, amelyeknek tagjai a formuldkban nem
egyeznek meg. Ha nincs ilyen pér, akkor az illesztés sikeresen befejezddott.

Ha van ilyen pér, akkor két eset van:

(1) Egyik szimbdlum sem individuumvéltozé. Ekkor nem lehetséges az illesztés.

(2) Az egyik individuumvaltozo, és jele példaul x, a masik pedig egy term, je-
le: t. Ha a t termjelhez tartozé kifejezésben szerepel x, akkor nem lehetséges
az illesztés. Ha nem szerepel, akkor alkalmazzuk az x/t helyettesitést mindkét
formuldban. Ha ¢ specidlisan individuumvaltozé, akkor a mdsodik formuldban
szerepld valtozot helyettesitjiik az elsd formuldba. Ezutdn megismételjiik az els6
1épést, azaz megkeressiik a két 4j atomi formula argumentumaiban az elsé nem
megegyezd szimbdlumpart, és a mar leirtak szerint jarunk el.

Ha a két formula illeszthetd, akkor az illesztd helyettesitést a 1épésenkénti helyet-
tesitések kompozicidja adja.

11. Tétel. (Robinson-tétel.) A fenti, véges sok atomi formula illesztésére ismertetett
algoritmus véges sok 1épésben véget ér. Ha van illesztés, akkor megadja a legéltala-
nosabb illesztést, ha pedig nincs illesztés, akkor az eljaras ezt jelzi.

A tételt nem bizonyitjuk, de megjegyezziik, hogy elsésorban az igazolandd, hogy
az algoritmus altal szolgaltatott illeszt6 helyettesités a legdltaldnosabb. Megjegyezziik,
hogy az illesztési eljaras alkalmas arra, hogy bizonyos értelemben pétolja a nyelvben
az egyenlGséget, pontosabban a nemegyenldség ellendrzésére szolgal. Az eljarés se-
gitségével ugyanis meg tudjuk 4dllapitani két termrdl, hogy jeldlhetik-e ugyanazt az
elemet egy modellen, vagy sem.

Az illesztésen kiviil sziikségiink van még egy tovabbi helyettesitéssorozat egységbe
foglaldsdhoz, ez a 1€pés bizonyos értelemben ellentéte az illesztésnek:

12. Definicié. Azt a helyettesitéssorozatot, amelynek eredménye, két adott kl6z ese-
tén, a klézokban szerepld két individuumvaltozé-halmaz diszjunkttd tétele, a klézok
valtoz6i szepardldsdnak nevezzik.

Ezutdn definidljuk két els6rendi kl6z osszetett rezolvensének fogalmat. Ez lesz az
elsérendi rezolicié egyetlen kovetkeztetési szabdlya.
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13. Definicié. A C) és G, els6rendd kl6zokbdl egy C kl6z dsszetett rezolvensképzéssel
kovetkezik, amennyiben C a C} és G, klézok szepardlasa, a kl6zokban szerepld bizo-
nyos adott atomi formuldk egy legéltaldnosabb illesztése, majd az illesztés eredménye
szerinti kozonséges rezolvélas eredményeként adddik (jelolés Res(Cy, (5)).

Tehét legyen példaul C; és G két elsérendii kl6z. Szeparaljuk C; és C individu-
umvaltozéit. Tegyiik fel, hogy Cj-ben szerepel egy olyan Lz, C,-ben pedig egy olyan
—Ls alaka literdl (ahol az Lt és Ls atomi formuldk), hogy Lt és Ls illeszthetGek. Az
{Lt, Ls } atomi formulahalmazt esetleg kibgvithetjiik C, illetve C>-ben szerepl$ atomi
formuldknak egy olyan L halmazava, hogy az L-beli atomi formulak illeszthetdek. Te-
kintsiik a (7 és G, klézoknak az L szerinti legaltalanosabb illesztés utdni rezolvensét.
Ez utébbi rezolvenst hivjuk C; és G, egy dsszetett rezolvensének.

e Megjegyezziik, hogy az 0Osszetett rezolvensképzés csak akkor lesz egyértelmf,
ha megadjuk azt az atomi formulahalmazt (tehdt a fenti L halmazt), amelynek
illesztése utdn rezolvalunk (lasd 10. Példa). Haszndljuk erre a Res;(Cy,(%) je-
161ést. Konnyli meggondolni, hogy az Osszetett rezolvensképzés is egy helyes
kovetkeztetési szabdly.

o Az Osszetett rezolvensképzésnek azt a specidlis esetét, amikor az illesztésnél csak
két atomi formulat illesztiink, egy Cj-belit egy C,-belivel (ahol az egyik atomi
formula negdlva szerepel az egyik kldzban), bindris rezolvensképzésnek nevezzik.

Definialjuk az els6rend( rezolicié cafolhatésag fogalmat: Legyen A els6rendt kl6zok
egy véges halmaza.

14. Definicié. Akkor mondjuk, hogy a A elsérendd klézhalmaz cdfolhaté rezoliici-
oval, ha van olyan Cj, (3,... G, =00 véges klozsorozat, hogy C; € A, vagy C; va-
lamely, a sorozatban 6t megel6z6 klozparbdl dsszetett rezolvensképzéssel nyerhetd
(i=1,2,...n).

Hasonléan definidlhat6 az, hogy egy tetszbleges C kl6z levezethetd (erre a defini-
ciéra kés6bb még ritériink).

A fent definialt els6rendi rezolicids kalkulus teljességét fogjuk bizonyitani. El§szor
egy segédtételt bizonyitunk, az dgynevezett emelési tételt (vagy emelési lemmat):

15. Tétel. (Emelési tétel.) Legyen Cy ¢s G ket els6renddi kloz, Ci és G pedig e klézok
rezolvalhato alapel6forduldsai. Legyen Q ez ut6bbi klozok rezolvense. Ekkor létezik a
C és G klozoknak egy olyan R oOsszetett rezolvense, hogy Q alapel6forduldsa R-nek.

Bizonyitas. Az altaldnossag korlatozasa nélkiil feltehetjiik, hogy C) és C, individuum-
valtoz6i mar szeparaltak.

Mivel a klézok szepardltak, ezért C, és C» tekinthets ugy, mint amely ugyanazon s
helyettesitéssel nyerhetd C;-bdl és C,-bdl, tehdt irhatjuk, hogy Ci=sC és Co=50C.
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Tegyiik fel, hogy C és C» a P atomi formula szerint rezolvalhaték mint allitasformu-
14k, és rezolvensiik Q=Res p(C], G). Tegyiik fel, hogy P-ben L a relacidjel, és az
egyszerliség kedvéért tegyiik fel, hogy L egyvéltozds.

Az s helyettesitésnél a P atomi formula tobb kiilonbdz6 atomi formula egybeesésébsl
addédhat, melyekben az a kozos, hogy reldcidjeliik L. Tegyiik fel példdul hogy ezek Ci-
ben az Lty,...Lt, (n = 1)atomi formuldk, C,-ben pedig a —Lp1,... 7 Lpy (m = 1)-ben
eléforduld Lpy, ... Lp,, atomi formuldk, ahol ¢1,...1, és p; ...p, példaul prefix alakd
termek. Mivel az s helyettesitésnéla K ={Ls;: i=1,...n} U {ij j=1,.. m} atomi
formulahalmaz minden eleme ugyanazon atomi formuldba megy &t, ezért e formu-
lahalmaz illeszthet8, és a Robinson-tétel szerint van legédltaldnosabb helyettesités is,
legyen ez sg. Legyen C] és G, K szerinti rezolvense R. Mivel s¢ legaltalanosabb,
és s illeszt6 helyettesités, ezért beldle s megkaphaté valamely t helyettesitéssel, azaz
s =T sg. Ezut4n nyilvan igaz a kovetkez6:

TResg (Cl, G)=tR=Resp(sC}, s Co)=Q
Szavakban: a Cj es G, klézok (0sszetett) R rezolvensének egyik alapel&forduldsa

megadja a C, és G, kl6zok adott rezolvensét. Ez a bizonyitandé allit4s.
]

A tétel tehét arra vonatkozik, hogy, bizonyos értelemben, az alapel6fordulas és a rezol-
vensképzés miiveletei kommutdlnak (egymassal felcserélhetdk), mint azt a kdvetkezd
diagram mutatja:

e
G, G (elsérendii rezolicio) Res(C1, &) (=R)
| (alapel6fordulas) | (alapel&fordulés)
- o~ - - o~ -
G, G (alaprezolici6) Res(C1, 2) (= Q)

A fenti segédtétel azt mutatja, hogy az osszetett rezolvensképzés miivelete visszave-
zethet6 az alaprezolvens-képzés, azaz az allitasrezolvens-képzés miiveletére (vagy
masképpen, az allitdsrezolvens-képzés ,,beemelhetd” az elsérend rezolvensképzésbe).

Legyen A elsérendi kl6zok egy véges halmaza.

16. Tétel. (Els6rendii rezoltcio teljességi tétele.)

A lezartja kielégithetetlen akkor és csak akkor, ha A cdfolhato els6rendii
rezoldcidval.

Bizonyitas.
El6szor tegyiik fel, hogy A lezartja kielégithetetlen. Az alaprezoliicio teljességi tétele
értelmében (5. Tétel), A alapel6forduldsainak van olyan részhalmaza, hogy belSle az
tires kl6z levezethetd, azaz az iires kléznak van egy Dy,...D, =0 dllitisrezoldcids
levezetése.
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A levezetés definiciéjanak értelmében D; (i =1,...n) vagy maga is alapel&forduldsa
valamely A-beli kl6znak, vagy a levezetésben ndla kisebb indexd kl6zokbdl adédik
allitasrezoldcidval.

Most altaldnosan, tekintsiik A alapel6forduldsainak A’ halmazét, és legyen a By, Ba,...
B, = B egy dllitasrezolucids levezetése a B kléznak A’-bSl. Igazoljuk a kovetkezd,
altalanos (A) allitast:

Létezik egy olyan Ci, C,... G, =C klozsorozat, amelyik rezoliicios levezetése a
C kloznak A-bol, a 14. Definicionak a C kloz levezethetdségére vonatkozo vdltozata
értelmében, tovabbd minden B; alapeldforduldsa C;-nek.

A bizonyitdshoz a levezetés hossza szerinti indukciét haszndlunk. n=1-re az
allitds nyilvanvald. Tegyiik fel, hogy az (A) allitds igaz n =i — 1-re. Igazoljuk, hogy
igaz n=i-re is. Legyen Bj, B,...B;_;, B; egy dllitasrezoliciés levezetés A’-bSl.
Az indukciés feltétel miatt a By, B,...B;_; levezetés rendelkezik az (A) 4dllitdsban
garantalt tulajdonsaggal, tehat 1étezik hozz4 az (A)-ban garantilt Cj, G, ...C;_; el-
sorenddi levezetés. Ha B; maga is egy A-beli kl6z alapel6forduldsa, akkor az (A)
allitas nyilvanvald, hiszen C;-nek egy olyan A-beli kl6zt kell véalasztani, amelynek
B; alapel6forduldsa. Amennyiben B; allitds rezolvensképzéssel adédik valamely néla
kisebb indexti B; €s By kl6zokbdl, akkor az emelési tétel szerint van olyan C; k16z,
amelyik Osszetett rezolvense azoknak a G €s G klozoknak, amelyek létezését az in-
dukci6s feltétel garantélta, és amelyeknek B; €s By rendre alapel6forduldsai, valamint
C;-nek B; alapel6forduldsa. Tovabba Ci, G, ... C;_4, C; valéban elsérendi rezoldcios
levezetés.

Visszatérve az eredeti bizonyitand6hoz, az (A) allitast a Dy, D, ... D, = leve-
zetésre alkalmazzuk. Ekkor az (A) allitas 4altal garantalt C|, & ... G, = C klozsorozat
utolsé tagja az iires kloz, hiszen tudjuk, hogy G, alapel6forduldsa az iires kldz, és az
ires kl6z csak dnmaganak az iires kl6znak lehet alapel6fordulasa.

Ezzel a teljességet bebizonyitottuk.
A helyesség kdvetkezménye a helyettesitéses rezolucié helyességének, hiszen egy le-
vezetés helyettesitéses rezolicidk sorozatdbdl all.

|

Vegyiik észre, hogy véges sok atomi formula illesztése atomi formulaparok il-
lesztésébdl dll. Tehat ha az utébbiakat elemi illesztéseknek tekintjiik, akkor az
illesztés ilyen elemi illesztésekre visszavezethetd. A rezolicids levezetések sordn a
gyakorlatban is ez torténik. Megfogalmazhat6 olyan kalkulus is, amelyik tiikrozi ezt
a gyakorlatot. E kalkulus levezetési szabdlyai:

(1) klozok szepardldsa

(i1) atomi formulapdrok illesztése

(iii) elsérendii rezolvensképzés

A (ii) szabdlyt tehat kér szitudcioban alkalmazzuk: vagy azért, hogy egy klozon beliil
illessziink két atomi formulét, vagy azért, hogy két klozban a benniik el6forduld L,
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illetve —L alakd literdlok argumentumait azonositsuk azért, hogy az eredd szerint
rezolvalhassuk a klézokat.

Az allitasesethez hasonldan, az els6rendii rezoldciora is 1étezik a 4. Tételnek megfeleld
allitas. Egy els6rendd A klézhalmazra is képezhetd a (2)-hoz hasonléan Res*(A), ahol
az (1)-nek megfeleld Osszefiiggésben Res(C, () dsszetett rezolvensképzést jelent. Itt
azonban mar nem feltétleniil igaz, hogy valamely n-re Res” (A)=Res*(A).

17. Tétel. A lezartja kielégithetetlen akkor és csak akkor, ha (J € Res*(A).

Ez a tétel, az allitasesethez hasonldan, véges A-kra ekvivalens a fent bizonyitott,
elsérend( rezolicids 16. teljességi tétellel. A kielégithetGségéhez tehat az elsérendd
esetben is azt kell vizsgdlni, hogy tartalmazza-e Res*(A) az iires klozt. A helyzet
komplikaltabb az allitaslogikaihoz képest annyiban, hogy Res*(A) dltaldban végtelen
halmaz.

3.3.4 Az eljaras alkalmazasairol és finomitasairol

1. Rezoliicio és a kovetkezményfogalom. El6szor azt targyaljuk, hogy a rezoldciot
hogyan alkalmazzuk ¥ Fa kovetkezmény helyességének vizsgalatira. A rezolici6-
elméletben e kérdésnek kér megkozelitése is lehetséges.

Az elséd megkozelités szerint a vizsgélat ugyanugy torténik, ahogyan tetszdleges cdfola-
ti kalkulusbol levezetési rendszert nyerhetiink (1asd még az analitikus faknal): Tekintjiik
a ¥ U {~a} formulahalmazt, és a formuldkat erGs Skolem-formara hozzuk.

Legyen a A klé6zhalmaz a széban forgd Skolem-alakokban el6fordulé konjunkcids
kl6zok Osszessége.

18. Definicié. Akkor mondjuk, hogy egy ¥ formulahalmazbdl az o formula elsren-
di rezoldcioval levezethetd (jelolés Y+, ), ha a A klézhalmaz cdfolhato els6rendi
rezoldcidval.

Az els6rendd rezolici6 16. teljességi tételének kovetkezménye a kovetkezd teljességi
tétel:
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19. Tétel. X+, a akkor és csak akkor, ha Y F .

Y. Fa masik lehetséges vizsgdlata az ugynevezett rezoliicios levezetési rendszerre
tamaszkodva torténhet (nem tévesztendd Ossze a fentiekben definialt levezetési rend-
szerrel).

A rezoliicios levezetési rendszer annyiban kiilonbozik a céfolati rendszertdl, hogy
a céfolati rendszer céfolhat6sdg definicidjdban az iires klozt egy tetsz6leges C kldzzal
helyettesitjiik, igy kapunk levezethetdséget. Tehat a definicié példaul az dllitdsesetben
a kovetkezo:

Akkor mondjuk, hogy a C kloz a A klozhalmazbdl rezoliicioval levezethets, ha
van klozoknak olyan véges Cy, C,, ... C, = C sorozata, hogy minden 1 < i < n-re vagy

C; € A vagy C; valamely, a sorozatban ot megel6z6 két klozbol rezolvensképzéssel
nyerhetd (jelolés: A C).

E levezetési rendszer kozvetleniil tehat csak arra alkalmas, hogy egy A kiozhalmazbol
egy adott klozt levezessiink. A kovetkezd teljességi tétel igaz:

20. Tétel. A lezartjanak logikai kovetkezménye egy C kl6z lezartja akkor és csak akkor,
ha AFR C.

Az |- alkalmazasanak illusztraldsara tekintsiik a 3.3.1 rész-beli példakat.

A 2. Példéandl a levezetésbdl nemcsak azt kapjuk, hogy a kl6zhalmaznak van modellje,
hanem miutdn az R és Q literdlokat, valamint a PV R kl6zt levezettiik, azt is meg-
kaptuk, hogy R és Q a klézhalmaz minden modelljén igaz (valamint PV R is igaz),
tehat logikai kovetkezménye az eredeti kl6zhalmaznak. A 4. Példara masik megoldast
adhatunk, ugyanis az A, B és —C literdlokat kozvetleniil levezettiik g szerint, tehat
a 20. Tétel értelmében felesleges az iires kl6z levezetésére visszavezetni az allitast.

Megjegyezziik, hogy az altaldnos X Fa kovetkezmény helyességének vizsgalata is
(tehét az az eset, amikor a szerepl6 formuldk nem kl6zok) visszavezethetd a | reldcié
alkalmazdsira. Azonban az eljards bonyolultsdga miatt ezt az eljardst nem hasznéljuk.

A 19. és 20. Tételeket 0sszevetve tehat azt kapjuk, hogy a g, illetve a |-, relaciok
egybeesnek, ha 6ket klézok lezartjaira alkalmazzuk.

A rezolicié altalanos, bizonyitdselméleti alkalmazdsairél ugyanaz elmondhatd,
mint az analitikus fak esetén, tehat a rezoliicié alkalmazhaté szdmos fontos bizonyi-
tdselméleti fogalom vizsgdlatara, mint példdul az ellentmondéstalansdg, fiiggetlenség,
érvényesség stb.

2. A rezoliicio és az automatikus tételbizonyitds. Az automatikus tételbizonyitds (lasd
még 3.2.3) kutatasanak hagyomdanyos kerete a rezoliciéelmélet. A rezolicié szamos
»~finomitdsa” e célbdl jott 1étre. Az egyik lehetséges finomitds az, hogy kikotéseket
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tesznek a rezolvdlandé kl6zpéarok tagjainak szerkezetére nézve. Példdul ilyen finomités
az ugynevezett P-rezoliicio (pozitiv rezolicid), amelyikben kikdotjiik, hogy a rezolva-
land6 klézpar egyik tagja csak pozitiv literdlokbdl dllhat, vagy ilyen az egységrezolii-
cio, amelyikben a kl6zpéar egyik tagja pontosan csak egy literdl lehet, vagy ilyen az
inputrezoliicio, amelynek egy fontos esetével, az SLD-rezolicidval a 3.5-ben fogunk
foglalkozni. Az ilyen tipusu korlatozasokndl felvetddik a kérdés, hogy megorzi-e az
eljaras a rezolicios eljarés teljességét. Igazolhatd, hogy példdul a P rezoldcié meg6rzi,
mig az egység- és inputrezolicié nem. Azonban az egység- és inputrezoldcio is teljes
akkor, ha az el6fordulé kl6zok ugynevezett Horn-kl6zok (lasd 3.5). S6t ennél tobb
is mondhaté: az SLD-rezoliciéndl, az dgynevezett korrekt vélasz problémandl egy
konstruktivista igényeket is kielégits teljesség allithato.
A 3.5-ben, az SLD-rezoldcidval kapcsolatban, érintjiilk majd a nemdeterminisztikus
eljards determinisztikussd tételének kérdését (egy ilyen algoritmusbdl szarmazik a
PROLOG), amely lehet6vé teszi a szamitégépes implementaciot.

A rezoliicié egyik legfontosabb alkalmazasi teriiletével, a logikai programozéssal
a 3.5-ben fogunk foglalkozni.

Ezutdn konkrét elsérendii rezoldcidval kapcsolatos példdkat mutatunk. Az egyes
rezolvéldsokndl alkalmazott helyettesitéseket most is a komponensklézokat 6sszekotd
zérbjelek mellett alsé indexben tiintetjiik fel:

7. Példa. Van-e modellje a kivetkezd formulahalmaznak?
{Vx(=P(x) VvV Q(fx,x)), P(gh), Vy¥z—Q(y,z)}

A formuldk mér erés Skolem-alakdak és szeparaltak. A hozzajuk tartozé klézhal-

maz és a levezetés:

—P(x)V Q(fx,x) ] Q(fgb,gb) 1
P(gb) x/gb }

—Q(yx) y/fgb.x/gb

Helyettesitésekkel és rezolvensképzéssel levezettiik az iires kldzt, ezért nincs mo-

dellje a formulahalmaznak.

8. Példa. Van-e modellje a

{VxVy(Px V PfyV Rgy), Vy(=Pfga Vv Qy)}
formulahalmaznak?

A formuldk erés Skolem-alakiak, de nem szepardltak. A szepardlt kl6zok:

Px Vv PfyV Rgy

-PfgaV Qz

Alkalmazzunk illesztést a P-t tartalmazé atomi formulakra, tehat a Px, Pfy, Pfga
atomi formuldkra. A legdltaldnosabb illesztés x /fy, y/ga. Az illesztéssel nyert
klézok rendre Pfga VvV Rgga és —PfgaV Qz. E két kl6z rezolvense:
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PfgaV Rgga ] RggaV Qz
—PfgaV Qz
Nyilvadnvald, hogy az iires kl6z nem vezethetd le, ezért a formulahalmaznak van
modellje. Az is leolvashatd, hogy e modellen olyan az igazsdgértékelés, hogy az
RggaV Qz formula igaz.

9. Példa. Illeszthetbek-e a kovetkezd literdlhalmazok?
a) {P(x,y), P(u,f(2))}
b) {P(x,gx)), P(y,y)}
) {P(g(x),y), P(y,y), Pu,f(v))}

a) Igen. A megfelel§ helyettesitések: x /u, y /f(z), tehat az eredmény: P(u,f(z)).
b) Nem. x /y és y/g(y), ez utobbi azonban nem helyettesités (ldsd az algoritmust).
¢)Nem. y/g(x) és g(x)/f(v), de ez utébbi nem helyettesités (ldsd az algoritmust).

10. Példa. Hatdrozza meg a kovetkezd, Cy és C, klozok dsszes rezolvensét!
Ci=—P(x,y)V-P(fa,gub)V Qx,u)

G =P(fx,gab)V-Q(fa,b)V—Q(a,b)

Szepardljuk a klézokat:
Ci=—Px,y)V-P(fa,gub)Vv Qx,u), G=P(fz,gab)V -Q(fa,b)V —-Q(a,b).

El8szor kiséreljiink meg P-t tartalmaz6 atomi formulédk szerint rezolvdlni. A P-t
tartalmazé atomi formuldk, tehat P(x,y), P(fa,gub) és P(f z,gab) illeszthetSk egy-
madshoz, és a legdltaldnosabb illesztés: x /fa, y/gub, z/a, u/a. A legéltalanosabb
illesztés a C = -P(fa,gab)V Q(fa,a) és a G =P(fa,gab)V -Q(fa,b)V—-Q(a,b)
klézokat eredményezi. E két kl6z rezolvense:
Q(fa,a)V-Q(fa,b)V—Q(a,b)
Lehetséges formdlisan, hogy nem mindhdrom P-t tartalmazé atomi formulét il-
lesztjiik, csak pdrokat. Igy példdul P(x,y)-t és P(fz,gab)-t. Az illesztés ekkor
x/fz és y/gab. Az illesztés utédni rezolvensképzés eredménye:
—P(fa,gub)V Q(x,u)V-Q(a,b)V-Q(a,b)

Hasonl6an, illeszthetd P(fa,gab) és P(fz,gab) is (z/a).

Most rezolvaljunk Q-t tartalmazé atomi formuldk szerint. Vegyiik észre, hogy
a Q-t tartalmazé Q(x,u), Q(fa,b), Q(a,b) atomi formuldk nem illeszthetdek, csak
bizonyos parositdsokban:
Q(x,u) és Q(fa,b) illeszthetSek gy, hogy x /fa és u/b, ekkor a rezolvens:

—P(fa,y)V—P(fa,gbb)V P(fz,gab)V —Q(a,b)
Q(x,u) és Q(a,b) pedig illeszthetSek dgy, hogy x /a és u/b, ekkor a rezolvens:
—P(a,y)V—P(fa,gbb)V P(fz,gab)V = Q(fa,b)

A két kl6z Osszetett rezolvaldsdra tehat sszesen Ot lehet6ség van.
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11. Példa. Van-e modellje a kiovetkezd formulahalmaznak?
{VxVy(=Px V Qyy V Qxy), VxVy(=Px V-Qyy V =Qxy), Vx Px }

A formuldk er6s Skolem-formdjiak. Szepardlds utan a hozzijuk tartozé kldzhal-

maz:

-PxV QyyV Qxy (D
—PzV —=Quu\ —-Qzu ()
Ps (3

Példaul illesztést végziink a Q reldcidjelet tartalmazoé literdlokra. Az illesztd he-
lyettesités: x/y, y/u, u/z, az illesztés eredményei pedig rendre a =Pz V Qzz,
illetve a =Pz V = Qzz kl6ézok. Utébbi két kl6z rezolvense:
—PzV Qz ] -Pz 0
—Pz V-Qzz }

Ps
Tehét a formulahalmaznak nincs modellje.

12. Példa. Igazoljuk, hogy
{Vx(Cx — (Wx A Rx)), 3x(Cx A Qx)}F Ix(Qx A Rx).

A premisszdkhoz hozzdvessziik a konklizié negdltjit. Azt kell ezutdn beldtnunk,
hogy a {Vx(Cx — (Wx A Rx)), 3x(Cx A Qx), -3x(Qx A Rx)} formulahalmaz-
nak

nincs modellje.

A Skolem-alakok rendre:

Vx((—-Cx V Wx)A(—Cx V Rx))

Ca A Qa

Vx(—=Qx V—Rx)

Tehat szepardlva a valtozdkat, a vizsgalando klézok a kovetkezok:

-CxV Wx, ~-CyV Ry, Ca, Qa, -Qz V —Rz.

A levezetés:

-CxV Wx

-Cy V Ry ]Ra O
Ca y/a }
Qa ]ﬂRa

—Qz V Rz z/a

Az iires klozt levezettiik, tehat a kovetkezmény helyes.

13. Példa. Igazoljuk, hogy FVx Px VVx Qx — Vx(Px V Qx).

Megmutatjuk, hogy a formula negéltjanak nincs modellje.
A negalt ekvivalens a Vx Px V Vx Qx A =Vx(Px V Qx) formuldval.
Ennek egy prenex alakja: JuVxVy((Px V Qy) A (—=Pu A —=Qu)).
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Utobbinak egy ers Skolem-alakja: VxVy((Px V Qy) A (—Pa A —Qa)).
A formulahoz tartozo6 klézok, valamint a levezetés:

Px Vv Qy ] Qyq O
—Pa x/a}
—Qa y/a

14. Példa. Igazoljuk, hogy
Vx(Jy(Sxy AMy)—3y(Iy AN Exy))EVx—Ix = VxVy(Sxy = ~My).

A bal oldali formula egy prenex alakja: VxJuVy((—=SxyV -My)V ({Iu A\ Exu)).
Egy er6s Skolem-alakja a kovetkez6 o formula:

VxVy((=SxyV-MyVIUx)N(—SxyV—-MyV ExUx)), ahol U a Skolem-fiigg-

vény.
A jobb oldali formula negéltjanak egy erds Skolem-alakja a kovetkezd § formula:
Vx(—Ix A Sab N\ Mb).

Megmutatjuk, hogy a A fB-nak nincs modellje. A szepardlt kl6zok és a levezetés:
-SxyV-MyVIUx -MbVIUa~1Ua~O
—SuvV-MvVEuUu }
-1z

Sab x/ay/b

Mb

z/Ua

15. Példa. ,,Van olyan beteg, aki szereti az orvosokat. Egyetlen beteg sem szereti a
kuruzslékat. Tehat orvos nem lehet kuruzslé.”

Formalizdljuk ezt a kovetkeztetést, és igazoljuk rezoliicioval a helyességét (haszndlhat-
juk a P, D és Q egyvdltozos reldciokat, melyek jelentései rendre ,,beteg”, ,,0orvos” és
»kuruzslo”, valamint az L kétvdltozos reldciot, amelynek jelentése ,,szereti”)!

A formalizédlds a kovetkezd:

{3x(Px AVy(Dy — Lxy)), =3x(Px A Jy(Qy A Lxy))} E Vx(Dx — —=Qx).
Képezziik a konklizié negéltjat és a prenex formakat:

IxVy(Px A(—DyV Lxy)), VxVy(=Px V —=Qy V ~Lxy), Ix(Dx A Qx).
Innen a Skolem-formak:

Pa N(—DyV Lay), -Px vV —~QyV —~Lxy, Db N\ Qb.

Szepardlva a valtozokat, a kiindul6 klézok és a rezolicio:

Pa —Qz V Laz ﬂLab] O
-DyV Lay } Lab
—PxV—-QzV-Lxz-x/a }

Db y/b

Qb z/b

Az iires klozt levezettiik, tehit a kovetkeztetés helyes.
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3.4 A logika korlatairol

Py

Az eddigiekben a bizonyitdselmélet erejérdl gy6zo6dhettiink meg, amit tobbek kozott
a teljességi tétel jelent, és amelynek értelmében a szemantikat kontrolldlni tudjuk a
bizonyitdselmélettel. Jelen részben a logika korldtairol, igynevezett negativ eredmé-
nyeirdl lesz sz6. Ezek a negativ eredmények azonban igen nagy jelentdségliek, nagy,
mozgdsitd hatdssal voltak a matematika, sét altalaban az egész tudomany fejlédésére.

A kordbbiakban felvetettiik elméletekkel kapcsolatban példaul a kovetkezd probléma-
kat: Egy struktiira elmélete (Th.A) axiomatizdlhatd, illetve eldinthetG-e? Az érvényes
formuldk elmélete (Th M) eldonthetd-e?

Egy negativ ,,generikus” példaval foglalkozunk, az aritmetika elméletével, elsGsorban
az aritmetika alapjait vizsgéljuk. Ez a példa valéban generikusnak tekinthetd majd,
mert a rd vonatkoz6 eredmények atvihet6k a matematika minden ,,elég er6s” elméle-
tére.

Hasznaljuk majd e részben a természetes szamok standard struktdrdjanak elméletét
(ThN), valamint a 3.1.1-ben bevezetett IIp Peano-aritmetikat és a belSle az induk-
ciés séma elhagydsdval nyert végesen axiomatizalt IT aritmetikdt, valamint ezen el-
méletek nyelvét, amelyet L-lel jeloliink. Bizonyitottnak tekintjiik azt, hogy a Ilp
Peano-axiémarendszer ellentmonddstalan (Gentzen bizonyitdsa alapjan). Jelen részben
az elmélet, axiomatizdlhat6sag, komplettség stb. fogalmak bizonyitdselméleti defini-
ci6juk szerint értendSk. Végig a Hilbert-bizonyitdsi rendszert hasznaljuk, tehat a
relacié - p-t roviditi, Ded(Y) pedig Dedj;(¥)-t. Konnyen beldthaté azonban, hogy
a fejezet eredményei nem fiiggenek a valasztott teljes kalkulustdl, jelen esetben a
Hilbert-kalkulustol.

3.4.1-ben és 3.4.2-ben megfogalmazzuk (és részben bizonyitjuk) az eredményeket,
3.4.3-ban kitekintést adunk ezen eredmények logikan tdlmutaté kdvetkezményeirdl,
ismeretelméleti hatteriikrdl.
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3.4.1 Inkomplettség

E részben elméletek komplettségének (inkomplettségének) és axiomatizdlhatésdganak
kérdéseivel foglalkozunk. Megfogalmazzuk Godel hires inkomplettségi tételeit.

1. Tétel. (Godel 1. inkomplettségi tétele.)

A II elmélet, valamint minden axiomatizalhatd, ellentmondastalan ki-
terjesztése inkomplett.

Kovetkezmények:

e A természetes szamok szokasos modelljének az elmélete, azaz ThA/ nem axio-
matizalhaté, hiszen Th N komplett Kiterjesztése IT-nek (vagyis Th -et nem lehet
a bizonyitdselmélet mddszerével, azaz az axiomatikus moédszerrel ,,megragadni”).
Azaz nem létezik olyan rekurziv, ellentmondastalan axiémarendszer, amelybol
levezethet6 lenne az Osszes olyan zart formula, amely igaz a természetes szimok
szokdsos struktirdjan.

e Megmutathatd, hogy az eldbbi tulajdonsdg ThA -r6l oroklédik olyan modellek
elméleteire is, amely elméletek ,,elég erdsek”, azaz II ,szimuldlhaté” benniik
(megmutathatd, hogy ez utébbi ekvivalens azzal, hogy a rekurziv reldciok de-
finidlhatok az illetd elméletben). Tehat az aritmetikdhoz hasonld bonyolultsdgi

struktirdk elmélete bizonyitdselméleti eszkozokkel csak korldtozottan irhaté le.

e Ha egy elmélet 11 ellentmonddstalan kiterjesztése, akkor nem lehet egyszerre
axiomatizalhaté és komplett.

e A Peano-axiémak altal generalt elmélet, l1p is inkomplett (hiszen I1p Il-nek el-
lentmond4stalan kiterjesztése).

A kovetkezd, masodik inkomplettségi tétel a I1 elmélet helyett a 11 p elméletre vonatko-
zik, és elméletek inkomplettségével és ellentmonddstalansdgaval egyardnt foglalkozik.

2. Tétel. (Godel II. inkomplettségi tétele.)

Van az £ nyelvnek olyan formuldja, amely Ilp ellentmonddstalansd-
gdnak formalizéldsa, és ez a formula fiiggetlen a I1p elmélett6l. Ilp
minden ellentmondastalan, axiomatizalhato kiterjesztéséhez is taldlhatd
ilyen tulajdonsigi formula.




166 3. FEJEZET: A BIZONYITASELMELETROL

Kovetkezmények:

e IIp ellentmonddstalansdgat ITp-ben nem, legfeljebb egy alkalmas Kiterjesztésé-
ben lehet bizonyitani. E kiterjesztés a ,,metaclmélet” szerepét tolti be, természe-
tesen a metaelmélet ellentmonddstalansiga egy tjabb probléma.

e [Ip keretében tehat nem tudjuk bizonyitani, hogy I1p-nek van modellje.
Hiszen a Godel-teljességi tétel b) véltozata szerint 11 p-nek akkor és csak akkor van
modellje, ha ellentmonddstalan, viszont ez utébbi a tétel értelmében 11 p keretében
nem bizonyithato.

o A fenti kdvetkezmények oroklédnek I1,-rol az ,,elég erds” elméletekre is (1asd
az I. inkomplettségi tétel hasonlé kovetkezményét).

Az olyan ellentmondastalansigi bizonyitasokat, amelyek fiiggenek egy madsik

elmélet ellentmondéstalansigétdl, relativ ellentmondastalansagi bizonyitasoknak
hivjuk.
A matematika legtobb komoly elméletére csupan ilyen relativ ellentmondastalansagi
bizonyitas létezik. Ilyen relativ ellentmondéstalansagi bizonyitdsra ad lehetséget a
fent emlitett Godel-teljességi tétel b) valtozat, hiszen a modell egzisztencidjanak ténye,
tobbek kozott, fiigg a halmazelmélettdl. Az ellentmonddstalansig ilyen dton torténd
bizonyitdsara ad lehet6séget majd a modellmodszer (1asd 3.1).

k ok ok

Ami az inkomplettségi tételeket illeti, bizonyithatéak mas eredmények és fogalmak
ismeretében (ilyen példaul az dgynevezett , kiszamithat6sagelmélet” keretében adhat6
bizonyitds), és bizonyithatdak ,.elemien”, ekkor a bizonyitds hosszabb el6késziiletet
igényel. Most az 1. inkomplettségi tételnél valamivel gyengébb allitast, a tétel egyik
kovetkezményét bizonyitjuk be, azt, hogy Th/ nem lehet axiomatizélhato.
Sziikségiink lesz egy a nyelv formuldi, valamint a természetes szdmok valamely rész-
halmaza kozétti kolcsondsen egyértelmii megfeleltetésre. Ilyen konkrét hozzarendelés
a Godeltdl szarmazé szellemes konstrukcid, az dgynevezett Godel-szdmozds.

Feleltessiik meg az £ nyelv +, -, S, 0, <,=, A, V, =, =, <>, V, 3 szimbdlumainak
rendre az 1, 2, 3,...13 szdmokat, a nyelv vy, v,, v3, ... individuumvaltozéinak pedig
rendre a 14, 15, 16,... stb. szdmokat. Tekintsiik a nyelv formuldit prefix alakban.

Ha az o formula prefix alakjdban szerepld szimbdolumok fenti kédszamai rendre ny,
n,...ng, akkor feleltessiik meg a formulanak a 21 -3"2.5%3 . 7% . [1"5. . p" sz4-
mot, ahol 2, 3, 5, 7, 11... rendre a primszdmok, és ahol p a k-adik primszam. E
szamot nevezzik az a formula Godel-szdmdnak. E szamot jelolje g'a, a szam nyelvi
megfelelGjét (tehat S'S...S0-t, S g’a-szor) pedig jeloljik ga-val.

Hasonl6an, levezetésekhez is rendelhetiink egy-egyértelmi médon természetes sza-
mokat: Ha egy formula levezetése az ay, ay,...a; formuldkbdl all, ezen formuldk
Godel-szamai pedig rendre my, my,...m;, akkor feleltessilk meg a levezetésnek a

2 . 3Ma . 5m3 g4 11Ms .. p™k szamot, ez legyen a levezetés Godel-szdma.
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3. Tétel. A természetes szdmok standard modelljének elmélete, ThA nem axiomati-
zdlhato.

Bizonyitas. Indirekt bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy van olyan rekurziv ¥ formulahal-
maz, hogy Th =Ded(X).

Tekintsiik az £ nyelv egyargumentumu « formuldihoz az «(ga ) formulakat, ahol g(c)
éppen az o Godel-szdmdnak a jelolése a nyelvben (a(ga) egy ,,0nmagérdl beszEéls”
formula). Tekintsiik A/-en a kovetkezd kétargumentumi R reldciot:

(n,m) € R pontosan akkor, hogyha n valamely egyargumentumii ¢ formuldnak a
Godel-szama, m pedig az a.(ga) (0nmagardl beszél6) formula X-bol torténd valamely
levezetésének Godel-szdma.

Mivel a szintaxis szabdlyainak és a levezetési szabdlyoknak rekurziv fiiggvények fe-
lelnek meg, ezért R definidlhaté reldcié A -en. Ezt a kissé hosszadalmas szdmoldst
igényld allitast most nem részletezziik. Legyen az R-et definidlé L-beli formula p.
Tekintsiik most specidlisan az (a =)—-3Jyp(x,y) formuldt, jelolje B, valamint helyettesit-
siik B-ba sajdt gff Godel-szamdt, ekkor a =3y p(gf,y) formuldt jelilje 0. [ jelentése
lehet az, hogy az x Godel-szamud formuldhoz tartoz6é 6nmagardl besz€ld formula nem
levezethets, 0 jelentése pedig az, hogy az R-hez tartozé onmagard6l besz€é16 formula
sajdt maga nem levezethetd. Mivel feltevés szerint Th A =Ded(X) komplett, ezért két
eset van: vagy L F0, vagy X ¥ 0 (azaz X+ —0).
ElSszor tegyiik fel, hogy 0. Ha X F0, akkor & (azaz —3yo(gf,y)) igaz N-en.
Hiszen Y6 miatt X F 9 is teljesiil, N pedig modellje 3-nak, igy a logikai kovetkez-
mény definicija miatt O is igaz N'-en. Ugyanakkor 3 ¢ miatt 1étezik 6 levezetésének
valamely m Godel-szdma, ezért R definicidja szerint, (g'f,m) € R (ahol g'f egy
természetes szdm, § Godel-szama, 1asd a Godel-szamozasndl), azaz p igaz a (g',m)
értékelésre NV -en, tehdt Jyp(gp,y) igaz N-en. Ez ellentmond annak, hogy a ¢, tehit a
—Jyo(gp,y) formula igaz N-en. Ellentmonddshoz jutottunk. Tehdt & nem vezethets
le 3-bol.
Ha X FJ, tehiat 0 nem vezethetd le X-bol, akkor nem létezik levezetésének Godel-
szdma, vagyis R definiciGja szerint 0, azaz —Jyp(gf,y) igaz N-en, azaz 6 € ThN.
De ¥ 9, és 0 € ThA ellentmond a ThA =Ded(X) feltételnek.
Tehat a ThA =Ded(X) indirekt feltevésiink hamis volt, és ezzel dllitdsunkat igazoltuk.
|

A fenti bizonyitasban (és hasonléan az inkomplettségi tételek bizonyitdsaban) tobbek
kozott két fontos otletet is taldlunk:

Az egyik otlet, hogy a bizonyitdsban egyszerre jelenik meg a tdrgynyelv és a meta-
nyelv, alkalmazva a Godel-szamozast. Itt a természetes szdmoknak kettSs jelentést
tulajdonithatunk: magat a szadmot és azt a formulét, amelynek a Godel-szdma. Ez teszi
lehet&vé, hogy a nyelv segitségével szdmokrdl és formulakrol egyszerre beszélhessiink.
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A masik oOtlet, amelyet az els6 tesz lehetévé, az onmagukra utalo dllitdsok formali-
zdlt megjelenitése. Ugy lehetséges, hogy egy formula ,.6nmagardl beszéljen”, hogy
a formulédba sajat Godel-szdmét helyettesitjiik. Kétszer is alkalmazzuk ezt a triikkot,
el8szor, amikor tekintjiik az o (ga) formulékat, és definidljuk az R reldciét, méasodszor
pedig akkor, amikor, specidlisan, tekintjiik a =3yo(x,y), azaz a f és a f(gf), azaz a
o formulat, ahol 8 jelentése az, hogy az x formula nem levezethetd, B(gf) jelentése
pedig az, hogy B sajdt maga nem levezetheté. o vizsgélatdbdl kapjuk meg a tétel
allitasat.

Régen felfigyeltek a logikdban, filozéfidban az dmmagukra utalé allitdsokra. Ilyen
példaul, hogy ha valaki azt mondja: ,,én nem mondok igazat”, vagy, ha egy ,krétai”
azt mondja: ,,minden krétai hazudik™ stb. Sok véltozata létezik az 6nmagukra utal6
kijelentéseknek, sokat foglalkoztak mar veliik okkal, hiszen e jatékosnak tlind példak
a logika és a halmazelmélet mély problémadira hivjik fel a figyelmet. Ilyen véltozat
a matematikdban a nevezetes ,,diagondl mddszer”. A fenti bizonyitdsra gondolva ez
azt jelenti, hogy felsoroljuk a nyelv a(x) alakd formuldit: ¢(x), p2(x), ... Készitiink
egy tdblazatot, amelynek az i, j-edik helyén ¢;(g¢;) dll, azaz a j-edik formula Godel-
szdma helyettesitve az i-edik formuldba. Ezen t4blazat ,,diagondlisdba” keriilnek az
,onmagukrdl beszéls” formuldk.

k ok ok

Béar Godel inkomplettségi tételei értelmében az ,,elég erds” axiomatizalhat6 elméletek
inkomplettek, az axiomatizalhaté, komplett elméletek is fontos szerepet jatszanak
a matematikdban. A komplettség igazoldsdra tobb mddszer is ismeretes, ilyen pél-
daul a , kategoricitdsvizsgdlat” vagy a , kvantorelimindcio”, ezek targyaldsara a 4.2-
ben visszatériink. Egyel6re bizonyitds nélkiil néhany példat emlitiink axiomatizdlhato,
komplett elméletekre:

diszkrét (vagy siirii) végpont nélkiili rendezés;

algebrailag zdrt p karakterisztikdjii testek;

valosan zdrt testek;

nemtrividlis atommentes Boole-algebrdk;

végtelen, atomos Boole-algebrdk;

az aritmetika bizonyos sziikitései (ldsd példdul a 4.2 részben) stb.

3.4.2 Eldonthetetlenség

Emlékeztetiink arra, hogy egy X elméletet akkor neveziink eldonthetetlennek, ha
Ded(¥) nem eldonthetd halmaz.

Elméletek eldonthetetlenségével kapcsolatban igaz a kévetkezd két fontos tétel:
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4. Tétel. (Church 1. tétele.)

A 1II elmélet, valamint barmely ellentmondastalan kiter-
jesztése eldonthetetlen.

Kovetkezmények:

e ThN eldonthetetlen, hiszen Th\ kiterjesztése II-nek.
ThA eldonthetetlensége mar kdvetkezménye a Godel I. inkomplettségi tételének
is, hiszen nem axiomatizalhaté elmélet nem lehet eldonthetd.

e Hasonldan az inkomplettséghez, I1 eldonthetetlensége oroklodik az olyan alta-
lanos elméletekre, amelyek ,,elég erdsek” (de altaldban az mar nem igaz, hogy
nem eldonthet6 elmélet kiterjesztése sem eldonthets).

e A Peano-axiomak elmélete I1p is eldonthetetlen.

Legyen M az aritmetika £ nyelvének megfeleld tipusi modellek dsszessége.

5. Tétel. (Church II. tétele.)

L érvényes mondatainak elmélete, (Th M) eldonthetetlen.

Kovetkezmények:

e A ,,valamirevalé” nyelvek érvényes mondatainak elmélete (Th. M) is eldont-
hetetlen, mint az igazolhat6.
,»Valamireval6” egy nyelv akkor, ha legaldbb két individuumkonstanst és legalabb
két darab kétargumentumu relacidkonstanst tartalmaz. Az érvényes mondatok
elméletének (Th. M) eldontési problémajat az elsdrendii logika eldontésproblémd-
Jjdnak is nevezziik.
Kovetkezik mindebbdl, hogy az altalanos X Fa kovetkezményreldcio is ,,eldont-
hetetlen”, mivel ¥ Fa ekvivalens azzal, hogy ¥ valamely véges X/ részére ¥/ F a,
utébbi pedig a Dedukcié tétel értelmében visszavezethetd az érvényességprob-
Iémara.

o A  kielégithetetlenségreldcio” szintén eldonthetetlen, hiszen egy mondat ponto-
san akkor kielégithetetlen, ha negiciéja érvényes.

A Church-tételeket nem bizonyitjuk. Megmutathatd, hogy a II. Church-tétel kdvetkez-
ménye az elsének, hiszen konnyli meggondolni, hogy ha egy elmélet véges bdvitése
nem eldonthetd, akkor maga az elmélet sem eldonthetd.

Ezutan az eldonthetdség és komplettség kapcsolatat vizsgaljuk. A kovetkezdkbdl kide-
riil, hogy a két fogalom kozel van egyméshoz.
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6. Tétel. Ha egy axiomatizdlhaté és ellentmonddstalan ' elmélet komplett, akkor
eldonthetd.

Bizonyitas.
Konnyt ugyanis ebben az esetben dontési eljarast adni a ' ¢ teljesiilésének vizsgala-
tdra. Mivel a nyelv megszdmlalhat6 (feltettiik még az 1. fejezetben), formuldi sorozatba
rendezhetdk, és a formuldk véges sorozatai is sorozatba rendezhetSk. Utdbbi sorozatok
kozott talalhatok az axidomarendszerbdl torténd lehetséges bizonyitdsok. A dontési
eljaras abbdl all, hogy felsoroljuk az 6sszes lehetséges véges formulasorozatot, ezekbol
kivdlasztjuk a bizonyitdsokat, és megvizsgaljuk ezek utolsé formuldit. Amennyiben
¢ tétel, akkor, definicid szerint, szerepel valamely bizonyitds zar6 formuldjaként, ha
pedig ¢ nem tétel, akkor valahol zar6é formulaként —¢ szerepel, I' komplettsége miatt.
Tehét a lehetséges bizonyitdsok sorozatdnak valamely z4r6 tagjdban megtalalhaté ¢
vagy —¢. Ez pedig azt jelenti, hogy a keresési eljards véges sok 1épésben véget ér,
vagyis a fenti egy dontési eljaras.

|

Kovetkezmény: Gdodel 1. inkomplettségi tétele kivetkezik az 1. Church-tételbdl.

Hiszen a fenti tétel értelmében, ha 11 (vagy ellentmondéstalan kiterjesztése) komplett
lenne, akkor eldonthet§ is lenne.

Ezutdn néhiny, az eldonthetdséggel kapcsolatos megjegyzést tesziink:

o A Church-tételek nem egy konkrét eljdardsrol allitjdk, hogy nem dontési eljardsok
(ilyen eredményekkel 1ényegében eddig is rendelkeztiink, példdul az analitikus fak
algoritmusa), hanem dltaldnosabb érvénytiek, azt allitjak, hogy egydltaldn nincs
dontési eljaras.

e Szimos axiomatizdlhaté elmélet nem eldonthetd, de ,félig eldonthets”. Ez azzal

kapcsolatos, hogy elmélet axiomatizdlhatésdga rekurziv felsorolhatésdgot jelent.
Ez utébbi azt jelenti, hogy van olyan eljards, amely véges sok 1épésben kiadja azt,
ha egy éllitds az adott elméletnek tétele, de nem feltétleniil kapunk vélaszt akkor,
ha nem tétele.
Példaul a Hilbert-féle bizonyitasi rendszerben, ha a ¢ 4llitas tétel, akkor felsorolva
az axiémakbol torténd Osszes lehetséges bizonyitdst, meg tudjuk keresni az adott ¢
formula bizonyitasat, de ha ¢ példaul fiiggetlen az axiémdktol, akkor bizonyitasit
természetesen nem taldljuk. Ennél az eljardsndl hatékonyabb eljardst szolgdltat
példaul az analitikus faknal ismertetett nemdeterminisztikus eljaras, hiszen fiig-
getlenség esetén is kaphatunk véges 1épésben ,,nem” vdlaszt arra a kérdésre, hogy
tétel-e egy adott formula. Ez akkor kovetkezik be, ha valamelyik dgat véges sok
Iépésben sikeriil ugy lebontanunk, hogy az 4g nem zarul le. Természetesen tudjuk,
hogy analitikus fak esetén is lehetséges, hogy a keresési eljards nem fejez6dik be
(végtelen fék esetén).
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Ugyancsak félig dontési eljards 1étezik a ,.fliggetlen-e ¢ az adott elmélett8]” prob-
Iéma esetén is, ugyanis a ¢ formuldra is, és negdltjara is alkalmazni lehet kiilon-
kiilon a levezethet8ségre vonatkozd félig dontési eljardst, ekkor azon esetekben
kapunk vélaszt, ha ¢ nem fiiggetlen.

e Hangsilyozzuk, hogy a rogzitett I' elméletre vonatkozé eldontésproblémandl zet-
szoleges, a nyelvbeli ¢ formuldrdl kell eldonteniink, hogy hozzitartozik-e I'-hoz,
azaz a ¢ formula bizonyos értelemben itt egy vdlftozo. Az, hogy egy rogzitett
¢ formula tétele-e egy axidmarendszernek, egészen mas jellegli kérdés, ekkor
értelmetlen eldonthet6ségrdl beszélni.

° Alll’tdslogikdban az érvényes formuldk elmélete nemcsak axiomatizalhaté, hanem
el is donthetd (példaul értékelési tdblazatokkal vagy analitikus fakkal, melyek az
allitaslogikdban végesek stb.).

Ezutan néhany, az eldontési problémaval kapcsolatos megszoritasrol, illetve dltaldno-
sitdsrol tesziink emlitést:

Elmélet eldonthet6ségének fogalma tigy is dltaldnosithatd, hogy egy bizonyos speciélis
Sformulaosztdaly eldonthet6ségérdl beszéliink. Ez azt jelenti, hogy csak a nyelv bizo-
nyos formuldi esetén koveteljilk meg, hogy egy rogzitett eljaras megéllapitsa, hogy a
formuldk tételei-e az elméletnek, vagy sem. Példdul, ha tekintjiik azon prenex alakud
formuldkat, melyek kvantorblokkja V3 alakd, ahol 3 és V egzisztencidlis és univerzélis
kvantorblokkokat jelol, és tekintjiik az ilyen érvényes zart formuldk Osszességét mint
elméletet, akkor ez az osztdly eldonthetd. Hiszen ha analitikus fakndl a 3V alakud
formuldk negéltjabol indulunk ki, akkor az egzisztencidlis kvantorok véges sok 1épés-
ben elimindlhat6k specifikdldssal, majd az igy nyert véges sok konstansra specifikdlva
az univerzalis kvantorokat, az eljards véget ér. Ugyanakkor konnyd belétni, hogy az
az osztaly, amelynek formuldi valamely prenex alakjidban a kvantorblokk V3 alaku,
mar nem eldonthetd. Formulaosztdlyok szerkezetébdl tehdt gyakran lehet kovetkeztetni
eldonthetdségiikre.

Az eldonthetdség fogalma altalanosithaté konkrét elmélet eldonthetéségérdl elméletek
egy osztdlydnak eldonthet8ségére. Ha ez az osztdly az 0sszes elsérendii elméletek osz-
talya, akkor szokds az elsdrendii kovetkezményfogalom eldonthetdségi problémdjdrol
besz€lni (vagy az elsérendii logika dltaldnos eldontési problémdjardl). Tehdt a prob-
Iéma itt az, hogy valamely rogzitett eljarassal barmely elsérenddi elmélet és barmely
elsérenddi formula esetére, véges sok 1épésben megéllapithaté-e, hogy a formula az
elmélethez tartozik-e, vagy sem. A II. Church-tételb6l adddik, hogy ilyen eljards nem
1étezik.

Hangstlyozzuk, hogy altaldnosan, ha K X ¢ alaku kovetkeztetések egy oszta-
lyat jeloli, A pedig eljarasok (algoritmusok) egy osztdlyat, akkor egészen mas kérdés
az, hogy van-e olyan A-beli m eljaras, amely minden K-beli 6 kovetkeztetést
eldont, és az a kérdés, hogy minden K-beli 6 kovetkeztetéshez van-e olyan m
eljaras, hogy az eljaras eldonti 0 -t.
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E kérdések a ,.kvantorok sorrendjében” kiilonboznek, és ezért mds a tartalmuk. A
masodik kérdésre egyébként trividlisan igen a valasz, és csupdn az els6 kérdés fontos
igazan.

Bér az I. Church-tétel értelmében az axiomatizdlhaté és ,.elég erds” elméletek nem
eldonthetdk, fontos szerepet jatszanak a matematikdban az axiomatizalhaté és el-
donthetd elméletek is (ezek lehetnek egyéb szempontok szerint er6sek). Az eldont-
hetGség igazolasanak fontos eszkoze a 6. Tétel, tehit a komplettség bizonyitasa,
axiomatizdlhat6 és ellentmonddstalan elméletek esetén. Kovetkezésképpen, e fejezet
els6 részének végén felsorolt azon axiomatizalhato, komplett elméletek, amelyek
ellentmondastalanok, egyuttal eldonthetdk is.
Megjegyezziik, hogy az eldonthet§ségnek nem sziikséges feltétele a komplettség, tehat
a 6. Tétel nem megfordithatd. Bizonyitas nélkiil, néhany példdr adunk eldonthetd,
axiomatizalhato, de inkomplett elméletre:

Abel-csoportok;

Boole-algebrdk;

1 darab ekvivalenciareldcio elmélete;

egyenldség . tiszta” elmélete;

algebrailag zdrt testek;

Euklideszi geometria.

Igaz az, hogy eldonthet8, axiomatizdlhatd, ellentmonddéstalan elmélet kiterjeszthetd
ellentmondéstalan, komplett elméletté, és ezért a fenti 6. Tétel értelmében eldonthe-
t6 elméletté (Lindenbaum-tétel, lasd a Godel-teljességi tétel b) valtozatnal). Tehét a
komplettség és az eldonthet6ség valdoban egymashoz kozelallé fogalmak.

3.4.3 Kitekintés

Attekintve a fejezet eddig ismertetett eredményeit, a logika (bizonyitaselmélet) két,
egymdssal Osszefliggd korlédtjara hivjuk fel a figyelmet.

o N elmélete (ThN) gépies eljdrdssal ,,nem ragadhaté meg”, tehat az N -en igaz
allitdsok gépiesen nem generdlhatk (vagyis ThA/ nem eldonthetd). S6t még az
sem igaz, hogy ThN axiomatizdlhatd, azaz az N -en igaz dllitdsok axiomatikusan
leirhatok. Mindez atvihet6 olyan modellek elméleteire is, amelyek legaldbb olyan
,erések”, mint ThV.

e Az aritmetika nyelve érvényes mondatainak elmélete (Th.M) nem eldonthetd, és
ez 4tviheté minden ,,valamirevalé” elsérendd nyelvre is.
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Altaldnosabban, ha aritmetikai tipusu struktdrak egy K osztalyabél indulunk ki, akkor
tekintve a I' = Th K elmélet axiomatizalhatésdgat, megallapithatjuk, hogy K ={N} pél-
da arra, hogy I' nem axiomatizdlhaté, K = M pedig arra, hogy axiomatizdlhaté (ahol
M az 6sszes aritmetikai tipusid modellek osztilya). ThC egyik esetben sem eldonthetd.
Mindezt kiegészitve az allitaslogika érvényes formuldinak Th Mg elméletével, amelyik
nyilvdn axiomatizdlhaté és eldonthet§ is, megdallapitdsainkat a kovetkezd tdblazatban
foglalhatjuk Ossze:

Th M, | axiomatizalhato eldonthets
ThM | axiomatizalhat6 nem eldonthetd

ThA | nem axiomatizdlhaté | nem eldonthetd

Itt M helyettesithetd tetszbleges, ,,valamirevald” nyelv (lasd az 5. Tétel Kovetkez-
ményénél) modelljeinek osztdlydval, a ThAN pedig tetszSleges ,.elég erds” elmélettel.
Megjegyezziik, hogy nem axiomatizilhat6, eldonthetd elmélet nyilvan nincs, mert ha

Y. eldonthetd elmélet, akkor Ded(X) axiomatizilja >-t.

A fentiek a bizonyitaselmélet korlatait jelzik, ugyanakkor maga a bizonyitasel-
mélet természetesen nélkiilozhetetlen, szerves része a logikdnak. Paradox médon, a
bizonyitdselmélet erejét mutatja, hogy a bizonyitdselmélet korldtai preciz matematikai

A bizonyitdselmélet adja preciz megalapozdsit az axiomatikus moddszernek és
annak, hogy reprodukaljuk és kontrolldljuk a szemantikit. A bizonyitaselmélet teszi
lehet6vé azt, hogy a logika problémaira adhat6 vélaszok igen nagy szeletét szdmito-
gépen tudjuk implementdlni, és ha dontési eljards nem is létezik igen fontos elméletek
esetére, a bizonyitdselmélet teszi lehetové hatékony keresési és félig dontési eljardsok
megtervezését. A bizonyitaselmélet és a bizonyitasi rendszerek segitenek abban, hogy
konnyebben kezeljiik és megértsiik a logikai kdvetkezmény (szemantikai) fogalmaét, és
a teljességi tétel segitségével a szemantika szdmos fogalma reprodukdlhaté a bizonyi-
taselméletben.

Godel inkomplettségi tételeinek és a Church-tételeknek messzemend, a matemati-
kdn tilmutato kovetkezményei vannak.
Az 1. inkomplettségi tételnek tobbek kozott az az ismeretelméleti héttere, hogy akér-
milyen gazdag elméletiink is van a vildg valamely eléggé bonyolult részére, mindig
lesz olyan koriilmény, amelyet ezzel az elmélettel nem tudunk megmagyardzni. A
magyardzathoz djabb, tdgabb érvényességi korli elméletekre van sziikség (amelyek
szintén nem lesznek komplettek) és igy tovabb.
Hasonl6 a helyzet az elméletek ellentmonddstalansdgdval kapcsolatban is. A II. in-
komplettségi tétel szerint ugyanis ,valamireval6” elmélet ellentmonddstalansiga
ugyanezen elmélet eszkozeivel nem bizonyithat6. Ennek héttere az, hogy az ellen-
tmondéstalansdg igazoldsa, ugyanazon elmélet kimerit6 kihaszndldsival, egy korben
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forgd okoskodds lenne. Ezért az elmélet ellentmonddstalansdga csak egy masik elmélet
keretében igazolhat6, a masik elmélet ellentmondastalansdga egy harmadik elmélet
keretében és igy tovabb. Példaul az euklideszi geometria ellentmondastalansdga nincs
bizonyitva, de az igen, hogy ha a valds szdmok elmélete ellentmondéstalan (amely-
r6l ez szintén nincs igazolva), akkor az euklideszi geometria is ellentmondastalan.
Vagy ha a hiperbolikus geometria ellentmondastalan, akkor az euklideszi is az, és
forditva. A halmazelméletre minden elmélet ellentmondéstalansdga visszavezethetd,
hiszen a halmazelméletben minden elmélet modellezhet5. Azonban a halmazelmélet
ellentmonddstalansdga sem bizonyitott. Abszoliit ellentmonddstalansdgi bizonyitds, ko-
moly elméletek esetén, kevés 1étezik (ilyen példaul Gentzen bizonyitdsa az aritmetika
ellentmondéstalansdgardl). S6t a matematika nagy elméleteire, mai tuddsunk szerint,
igen reménytelennek tlinik abszolut ellentmondastalansagi bizonyitast taldlni. A relativ
ellentmonddstalansédgi bizonyitdsok lancolata azt jelzi, hogy a matematikaban is nehéz
végsd, megcdfolhatatlan igazsdgokra jutni.

A Church-tételkor tulajdonképpen annak egzakt formédba ontése, hogy a matematika
alkot6 miivelése nem gépiesithetd, az emberi gondolkodas a tudomanybdl nem kii-
szobolhets ki. A Church-tételek egzakt matematikai tételek. Interpretdcidjuk azonban
hosszi ideig a tudoményos érdekl6dés kozéppontjdban allt, tobbek kozott a benniik
szerepl$ alapfogalom, az eldonthetGség (eldonthetetlenség) miatt. Sok erSfeszités tor-
tént a matematikdban azért, hogy megfogalmazzdk a ,,gépies dontési eljaras”, a ,kisza-
mithatésdg” fogalmat. Egymdstdl fliggetleniil szdmos egymdssal ekvivalens definici6
sziiletett (példdul Markov-algoritmus, Turing-gép, lambda-definidlhatésdg), amelyek
végiil is ekvivalensnek bizonyultak a Church-tételekben szerepl6 eldonthetéségfoga-
lommal, tovdbb4 az alkalmazdsokndl is kidlltdk az id6 probdjat.
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3.5 A logikai programozasrol

A legtdbb programozasi nyelvbdl kiindulva, az illet§ programozési nyelv tekinthetd
bizonyitasi rendszernek. Az tigynevezett logikai programozds egyik kiindulépontja az,
hogy forditva, kiindulva egy alkalmas bizonyitdsi rendszerbdl, programozasi nyelvet
hozzunk 1étre. A logikai programozds megalmoddi szerint a logikai programozds tulaj-
donképpen egy specidlis programspecifikicid, azaz csupdn a megoldand6 feladatot és
az adatokat sziikséges leirni (formalizélni, specifikdlni), ezutdn a program ,,magétdl”
generdlodik. A logikai programozés létez6 fogalma (példdul a PROLOG) azonban
tdvol esik ettdl az elképzeléstdl. Specidlis eszkozoket haszndlva, de meg kell tervezni
magat a programot.

Latni fogjuk, hogy az elsérendii logika tilsdgosan b6 ahhoz (az éllitdslogika pedig
szlik), hogy teljes apparatusat hasznéljuk a logikai programozdsban, csak az elsérend(
logika egy szelete lesz alkalmas erre a célra.

A kovetkez6 két fontos kérdést kell megvalaszolni:
1. Az elsorendii logikdnak melyik szeletét haszndljuk a logikai programozdsban?

2. Milyen bizonyitdsi rendszert alkalmazzunk, és hogyan fejlessziik tovdbb e bizonyi-
tdsi rendszert algoritmussd (vagy keresési stratégidvd)?

ey

A jelen 3.5 alfejezet 1. részében védlaszokat adunk a fenti kérdésekre, de e vilaszok
hatterével csak a 3.5.2 részben és a 3.5.3 részben foglalkozunk.

Végig er6sen épitiink a rezolucids kalkulusra (3.3 rész). Az els6 részben a fenti,
(1)-beli kérdéseket ugy kozelitjik meg, hogy a PROLOG-ot, a leginkdbb elterjedt
logikai programozdsi nyelvet tartjuk szem el6tt, amennyiben leirjuk az tgynevezett
definit kl6zokkal torténd logikai programozast. Ami a fenti 2. kérdést illeti, targyal-
juk a PROLOG-ndl alkalmazott bizonyitési eljarast, amely egy korlatozott rezolicio6,
az ugynevezett SLD-rezoliicio (linear resolution with selection function for definite
clauses). Erintjiik majd az SLD-rezoltcira vonatkozé keresési stratégia problémajat
is.

A mésodik részben az ugynevezett ,korrekt vdlasz” problémaval foglalkozunk.
Tobbek kozott az e problémadra adott megoldasndl kamatozik majd az, hogy az els6ren-
dd logikdnak csak egy szeletére szoritkozunk. Megmutatjuk ugyanis, hogy amennyiben
1étezik ,.korrekt valasz”, akkor igaz az, hogy a vélasztott bizonyitasi eljards segitségé-
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vel a valasz értelmesen ,,kereshetd” is.
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A harmadik rész els6 felében egy dltaldnos elmélet, az dgynevezett induktiv de-
finiciok elmélete feldl kozelitjiik az els6 két részben vizsgalt kérdéseket, ezzel jobban
megvildgitva természetiiket. A harmadik rész masodik felében kitekintést adunk a ha-
gyomdnyos programozds €s a logikai programozds kapcsolatira, valamint az adatbézis-
elmélet és a matematikai logika kapcsolatéra.

A jelen alfejezetben megfogalmazott teljességi tételeket nem bizonyitjuk.

3.5.1 Logikai programozas definit kl6zokkal, SLD-rezoltcio

El6szor allitaslogikara védlaszoljuk meg az (1)-beli kérdéseket, majd a valaszokat alta-
lanositjuk els6rend(i logikara. Tegyiik fel tehat, hogy a nyelv allitdsnyelv, és tartalmaz-
za a [ lires klozt. A Y Fa kdvetkezményfogalmat vizsgdljuk. A ¥ F a helyességének
vizsgdlatat a kovetkezd szerkezetli formulaosztalyra sztkitjiikk, ez a formulaosztily
fogja jelenteni a logikai programozdsban az allitdslogika mar emlitett szeletét.

a legyen egy elemi konjunkci6, azaz By A B, A ... A By, alakd valamely By, By, ...
B, allitadskonstansokra. Y-r6l (mdsképpen a szakmai axiomdkrol) feltessziik, hogy
formuldi minden j € J-re (J rogzitett véges)

Aj vagy Flj /\sz' /\.../\Fj"mj %Aj

alakd formuldk, tehat allitdskonstansok vagy implikacidk kiilonbdz6 hossziisagu kon-
Junkciés elStagokkal. Itt az A;-ket tekinthetjik T — A; alakd formuldknak, ahol T
jeloli az ,jigaz” szimb6lumot, ha létezik ilyen a nyelvben. A;-t szokds — A;-vel is
jelolni. Az egyes A;-k tobb implikdcids formulédban is el6fordulhatnak.

Tehét a vizsgalt ¥ Fa kdvetkezmény

{Flj/\sz/\.../\I*}mj—>Aj}jE]|=Bl/\Bz/\.../\Bn )
alakd, ahol a bal oldalon egy-egy j-re — A; is megengedett.
Tudjuk, hogy egy X Fa alaki kovetkezmény helyességének vizsgélata ekvivalens
annak vizsgalataval, hogy a ¥ U {-a} formulahalmaznak van-e modellje. Irjuk fel
a ¥ U {~a }-beli formuldkat kl6z alakban:
Aj vagy —|F1j V ﬁsz V...V _'Fjimj \% Aj
(jelolje ezen kl6zok Osszességét X)),
-BiV-ByV...V-By
(jelolje e klozt G).
Jelolje a X' U {G} kl6zhalmazt A, tehat legyen
A=Y"U {G} 3)
Bevezetiink néhdny elnevezést: A —«-hoz tartozé6 —B;V -B, V...V B, klozt
célkloznak, a X'-beli =Fj; V—F; V...V —|ijj V A; klozok Osszességét programklo-
zoknak nevezzik, ahol —Fj; V —F; V...V —F m; -ek a programklozok zérzsei, az A;-k
a programklozok fejei, a 3'-beli A;-ket pedig tényklozoknak nevezzik.
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Vegyiik észre, hogy az el6fordulé klézok kozos tulajdonsidga, hogy legfeljebb 1 darab
negdlatlan éllitaskonstans fordul el6 benniik. A program- és tényklézokban pontosan
1 darab negdlatlan konstans fordul el, a célklézban pedig nincs negédlatlan konstans.
Az ilyen tulajdonsagu klézok kiilon elnevezést kaptak:

1. Definicié. Egy kl6z Horn-kloz, ha diszjunkciés tagjai kozott legfeljebb 1 darab
negdlatlan allitaskonstans fordul eld. Egy Horn-kl6z definit kl6z, ha benne pontosan 1
darab negdlatlan 4llitdskonstans fordul eld.

Tehat a program- és tényklézok definit klozok.

Az (1)-beli problémakkal kapcsolatban elmondhatjuk, hogy ha a ¥ F«a alaki kovet-
kezményt ¥ U {—a } alakban vizsgdljuk, az utobbi formulahalmazt pedig kl6zhalmaz-
zal reprezentdljuk, akkor vizsgélatainkndl olyan kiinduldsi formuldkra szoritkozunk,
amelyek Horn-klozokkal reprezentdlhatok. Masképpen: a ,,kl6znyelvben” gondolkodva
csak Horn-kl6zokkal dolgozunk.
Mivel kl6zokban gondolkodunk, ezért kézenfekvd, hogy az alkalmazott bizonyitdsi
eljards a rezolucid legyen, tobbek kozott azért is, mert a Horn-kl6zok olyan tulajdon-
saguak, hogy Horn-klozok rezolvense is Horn-kloz. Tehat ha Horn-kl6zokbdl indulunk
ki a rezoliiciondl, akkor az eljdrds nem vezet ki a Horn-klézok osztdlydbol. Vegyik
észre tovabbd, ha célklézt rezolvalunk, akkor a rezolvensben sem kapunk negalatlan
literalt, tehat a rezolvens is célkléz alakd.

Miutédn a rezolicids eljarast klézok egy specidlis osztilyara kivanjuk alkalmazni,
érdemes az altaldnos rezolicids eljdrast is megszoritani, az altalanos rezolicidénak ezt
a valtozatat hivjuk majd SLD-rezoliicionak.

Az SLD-rezoluci6 egyetlen kovetkeztetési szabdlya az allitasrezolvens-képzés.

Hasonléan az altaldnos rezolicids esethez, a X Fa kovetkezmény helyességét
a YU {~a} formulahalmaz, mdsképpen a (3)-beli A klézhalmaz aldbb definidland6
SLD-cafolhatésag fogalmaval vizsgdljuk. Szemben a rezoliici6 altalanos cafolhatésag
fogalmdval, a cdfolhatésdgot most egy kvazialgoritmus segitségével definidljuk.

2. Definicio. (SLD-céfolhatésag allitaslogikara.) A (3)-beli A klézhalmaz céfolhatd,
ha a kovetkez eljardssal az iires kléz levezethetd:

Elsé lépés:
Tekintsiik a G célklézban az elsd literdlt, és kiséreljiik meg G-t e literal szerint re-

zolvalni valamely programklézzal vagy ténykldzzal igy, hogy a nyert rezolvensnél
utébbiak literdljai el6zzEék meg a célkloz literdljait. Két eset van:

a) Ha a rezolvalas lehetséges, akkor cseréljiik ki G-t a kapott rezolvenssel, legyen
az eredmény G;. Ha Gj az iires kl6z, akkor az eljards véget ér, ha pedig nem
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az tlires kl6z, akkor tekintsiik a kovetkez6 1épésnél Gi-et G helyett az aktudlis
célkléznak.

b) Ha a rezolvdlds nem lehetséges, akkor az eljards véget ér, az iires kl6z nem
levezethetd.

Altaldnos 1épés:

Jelolje az aktudlis célklozt K. Kiséreljiink meg rezolvalni K elsd literdlja szerint
valamelyik programklézzal vagy ténykl6zzal. Két eset van:

a) Ha a rezolvdlds lehetséges, akkor legyen K helyett az 4j aktudlis célkléz a
rezolvens, kivéve ha K az iires kléz, ez esetben az eljards véget ér.

b) Ha a rezolvdlds nem lehetséges, akkor toroljiik K-t, és tekintsiik djra azt a kl6zt
aktudlis célkléznak, amelyet K-ra cseréltiink el6zbleg (,,visszalépés™). E kl6z elsd
literdljat kiséreljiik meg rezolvélni egy olyan program- vagy ténykl6zzal, amellyel
ezt a klézt még nem rezolvéltuk. Ha ez lehetséges, akkor kovessiik az a)-ban
leirtakat, ha pedig nem lehetséges, akkor alkalmazzunk djabb ,,visszalépést”.

Vegyiik észre, hogy az eljards véget ér (tehat eldonthetd), mert egyrészt véges sok
program- vagy ténykl6z van, masrészt a célklézban csak véges sok negélt allitdskons-
tans szerepel, ezért csak véges sok rezolvensképzés hajthat6 végre.

A fenti eljaras teljes:

3. Tétel. (SLD-dllitdsrezolicio teljességi tétel.) A (3)-beli A kl6zhalmaz kielégithetet-
len akkor és csak akkor, ha A allitds SLD-rezoliciéval cdfolhato.

A tételt nem bizonyitjuk. A tételnek kozvetlen kovetkezménye a (2)-beli kovetkez-
ményfogalomra vonatkoz6 aldbbi teljesség:

4. Tétel. A (2)-beli |F1j NEj Ao\ Ei, —>Aj},ej £ BiAByA...A By fenndll ak-
J

kor és csak akkor, ha a (3)-beli A kl6zhalmaz SLD-rezoltciéval cdfolhato allités.

Az SLD-éllitasrezolicids levezetés tigynevezett inputrezoliicio. Az inputrezoli-
ci6 lényege, hogy a kiinduldsul vett kl6zok koziil valamelyik, példdul egy K kloz,
kitlintetett szerepet jatszik (SLD-rezoliciondl ez a célkléz). A K kl6zt valamilyen
szabdly szerint a tobbi kléz valamelyikével rezolvdljuk, majd K-t kicseréljiik a kapott
rezolvenssel, K;-gyel, tehat K; 1ép K helyébe. Majd K;-et megint rezolvaljuk a tobbi
kl6z valamelyikével az emlitett szabaly szerint, majd az igy kapott rezolvens keriil K;
helyébe, ,,visszalépésnél” visszatérhetiink mar felhasznalt célklézokhoz, és igy tovébb.
A céklozt kivéve, az eljdrdsndl minden kloz vdltozatlan marad. Az éltaldnos inputre-
zoldci6 nem teljes. Erre példaként tekintsiik a {AV B, AV—-B, AV B, AV B}
kl6zhalmazt. E klézhalmaz nyilvdn nem kielégithets. Rogzitsiik példaul AV B-t, és
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ezzel, valamint a rezolvdldsok eredményeivel rezolvaljuk a tobbi klozt. Nyilvdn nem
kaphatjuk meg az iirest klozt.

Ami az (1)-beli 2. kérdésnek a keresési stratégia részét illeti, az SLD-rezoldiciondl
a keresési teret legegyszerlibben egy faval, a keresési faval szemléltethetjiik. E fanal
a gyOkérben a célkldz all, és a gyokértdl annyi €l vezet, ahdnyféleképpen rezolvalni
tudjuk a célkldzt, elsé literdlja szerint, a program- vagy ténykl6zokkal. Az els6 szinten
elhelyezkedd csicsokon tehdt aktudlis célklézok taldlhatok, és minden lehetséges aktu-
alis célklozt tartalmazé csicsbol annyi €l vezet, ahanyféleképpen rezolvélni tudjuk az
aktudlis célkozt, elsd literdlja szerint, a program- vagy tényklézokkal, és igy tovéabb.
Nyilvédnvald, hogy a keresési stratégia ezen fanak egy bejardsi stratégidja. A fa bejara-
sdndl egyetlen nemdeterminisztikus 1épés van, annak a program- vagy ténykl6znak
a kivélasztdsa, amely szerint az aktudlis célklézt rezolvaljuk. A keresési stratégia
problémdjira még visszatériink.
Megjegyezziik, hogy az dllitdsrezoliiciot a gyakorlatban ritkdn hasznaljuk, targyaldsa
elsGsorban az els6rendd eset el6készitésére szolgal.

1. Példa. Igazoljuk, hogy {P,Q,S — R,S}FPANQAR!

Tényklézok: P, Q, S. Programkléz: —SV R.
A célkléz: =PV —-QV —R.

A levezetésnél az elsé helyre mindig a célklozt irjuk.
Levezetés:
ﬂPvﬂQvﬁR] —“QV-R~—-R~-S-0

p J

Q
S

-SVR
Az iires klozt levezettiik, tehit a kovetkeztetés helyes.

2. Példa. Igazolja, hogy {Ps, Py, PxA\Py— Pi, Ps— P,} E P\ P!

Tényklézok: P;, Py. Programklézok: —P3V =PV Py, 7PV Ps.

Célkloz: ~P, VP

Levezetés:

PV -P P33V -aPyV P ] Py Py PP ] O
|
Py

-P3V PV Py

-P3V P,

3. Példa. Adja meg az aldbbi kivetkezményhez tartozo keresési fdt!
{BNC—-A,F+A, BNE—-~F,D—B,D,H—~B,H—~FE, C}FAAB
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A keresési fa a kovetkezd:
—4v —B

T

—Bv —C —Fv —B

SN N

-Dv—-C —-Hv—-C —-Bv—-E —-Hv-B

N\

-C =Dv—-E —Hv-E
O -
O

A csucsokon az aktudlis célklézokat tiintettiik fel. Azt nem tiintetjiik fel, hogy a
célklézt melyik kl6zzal rezolvaljuk.

A kovetkezmény tehat helyes, mivel az iires kl6z levezethetd, s6t két lehetséges
levezetése 1étezik. Ha a keresési stratégia olyan, hogy példdul a —H VvV —~C, vagy
—HV -E, vagy ~H V —B levelekhez érkeziink, akkor ,,visszalépés” sziikséges.
Megjegyezziik, hogy a csicsokon taldlhaté klézokat gyakran tomdoren jeloljiik,
példaul ~AV ~B-t AB-vel, =BV —C-t BC-vel stb.

k ok ok

Az allitaslogika utan ratériink az elsérendii logika esetére. Ez természetesen altaldno-
sitdsa az allitdsesetnek, ezért csak az eltéréseket emlitjiik.

Hasonl6an az altaldnos els6rendd rezoliciéhoz, egyenldséget ne tartalmazzon a nyelyv,
de tartalmazzon legaldbb 1 darab konstansszimbdlumot.

A Y Fa kovetkezményfogalmat vizsgaljuk. a legyen 3(By A By A... A By) alakd
valamely Bj, Bo,... By elsérend atomi formuldkra, >-rdl (azaz a szakmai axiémak-
rol) feltessziik, hogy formuldi minden j € J-re (J rogzitett véges)

VAJ vagy V(Flj /\FZj A.. ./\Fj"mj —>AJ)

alakdak, ahol az A; -k, illetve Fy;-k atomi formuldk. Itt az A;-ket tekinthetjik T — A;
alakd formuldknak, ahol T jeldli az ,,igaz” szimbd6lumot, ha 1étezik ilyen a nyelvben.
Szokds Aj-t roviden — A;-vel jeldlni.

Tehét a vizsgdlt kovetkezmény

{V(Flj NBj Ao\ Ei, —>Aj)}jej E3(BiAByA...ABy) 4)

alakd, ahol a bal oldalon egy-egy j-re — A; is megengedett.
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Tudjuk, hogy egy X Fa alaku kovetkezmény helyessége ekvivalens azzal, hogy
a Y U {~a} formulahalmaz kielégithetetlen. Legyenek a ¥ U {~¢ }-beli formuldkhoz
tartoz6 elsdrendi klozok:

Aj vagy ﬂFlj V _\sz' V...V ﬁFj"mj V Aj
(jel6lje ezen kl6zok Osszességét X',

-Bi{V-BV...V-By,
(jelolje e klozt G).

Jelolje a ¥’ U {G} klézhalmazt A, tehdt legyen

A=%'U {G}. 5)
Vegyiik észre, hogy (4) olyan alakii, hogy a 3(By A By A ...\ By) konkliizio negdldsa
és az erds Skolem-formdk felirdsa utdn a (4)-beli kovetkezményhez rendelt (5) -beli
klozok szerkezete pontosan a (3) dllitdsesethez hasonlo. Ennek megfelel6en rdjuk is
hasznéljuk az éllitaslogika esetére bevezetett specidlis elnevezéseket.

Horn-kloz az els6rendl esetben is olyan kl6z, amelynek legfeljebb 1 darab ne-
gdlatlan literdlja van. Vegyiik észre, hogy a A-beli kl6zok most is Horn-kl6zok, és
mindaz, amit az 4llitdsesetben Horn-kl6zokrdl elmondtunk, most is érvényes. Ezért
els6rendi esetben is kézenfekvd egy specidlis rezolucidt, az tigynevezett elsérendii
SLD-rezoliiciot valasztani bizonyitasi eljardsnak.

Hasonl6an az dllitasesethez, a X Fa kovetkezmény helyességét a X U {—a } for-
mulahalmaz, masképpen az (5)-beli A klézhalmaz elsdrendii SLD-cdfolhatdsdga fo-
galma segitségével vizsgaljuk.

Az elsérendii SLD-rezoliicios eljdrds és az SLD-céfolhat6sdg fogalma hasonlé az

allitaslogikai SLD megfelel6 fogalmaihoz. Az eltérés, definici6 szerint, csupian abban
van, hogy az éllitdsrezolvens-képzés helyett egy olyan specidlis els6rendl osszetett
rezolvensképzést haszndlunk, amelyben az illesztést mindig csak két atomi formula-
ra alkalmazzuk, nevezetesen egy programkloz fejére (vagy ténykldzra) és a célkloz
kiszemelt tagjaban tartalmazott atomi formulara.
Hasonléan az altaldnos rezoldcidhoz, lényeges kiilonbség van az 4llitds SLD-rezolicié
és az els6rendi SLD-rezolici6 kozott a tekintetben, hogy az utébbi eljards nem biztos,
hogy befejezédik. Ugyanis elsérendi esetben az sszetett rezolvensképzés soran (pon-
tosabban az illesztés sordn) uj atomi formuldk lépnek fel, vagyis bizonyos értelemben
nem egy véges formulahalmazzal dolgozunk.

Els6rendd SLD-rezoliciéra is igaz a teljesség:

5. Tétel. (Els6rendd SLD-rezoliici6 teljességi tétel.)

Az (5)-beli A klézhalmaz lezartja kielégithetetlen akkor €s csak akkor,
ha A elsérendi SLD-rezoldciéval cdfolhato.
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A tételt nem bizonyitjuk. A tételnek kozvetlen kovetkezménye a (4)-beli kovetkez-
ményfogalomra vonatkozo aldbbi teljesség:

6. Tétel.

A (4)-beli [Y(Fj AFy A\ By, —>Aj)}jej F3IBIABIA...ABy)
fennall akkor és csak akkor, ha az (5)-beli A kl6zhalmaz cafolhaté
els6rendii SLD-rezolucidval.

Ezutan roviden kitériink a (1)-beli 2. kérdés masodik részére, a keresési stratégidra,
illetve annak determinisztikussa tételére.

Az SLD nemdeterminisztikus eljardsdnak determinisztikussa tétele mér elvezet a
logikai programozas legelterjedtebb nyelvéhez, a PROLOG-hoz.

A célklézban annak az atomi formuldnak a kivdlasztisa, amely szerint éppen
rezolvélunk, tehat gy definidlt, hogy legyen mindig az aktudlis célkléz bal oldali els6
literdlja (balrdl jobbra szabdly). Igazolhat6, hogy a kivalasztds ezen moédjanak nincs
hatdsa az eljaras teljességére. Az SLD-rezoldcids eljardsban, hasonléan az 4llitdseset-
hez, egyetlen nemdeterminisztikus mozzanat taldlhat6: annak a program- vagy tényk-
l6znak a kivalasztdsa, amelynek fejével a célkl6z soron kovetkezd literaljat rezolvaljuk.
E kivalasztds médja mar befolydsolhatia mind a teljességet, mind a gyorsasigot.

Altaldban elmondhatd, ha a teljességhez ragaszkodunk, akkor ez a gyorsasdg ro-
vdsdra torténik, és forditva, ha a gyorsasdgot tartjuk elsésorban szem elétt, akkor dl-
taldban le kell mondanunk a teljességrol (ez ut6bbi torténik a PROLOG-ban is). Egyik
kézenfekvd vélasztds az, hogy a program- és ténykl6zok felsoroldsdnak egy rogzitett
sorrendjében végezziik el a kivalasztist. Mindezt azonban itt nem részletezziik.

Megjegyezziik, ha SLD-rezolicié helyett bizonyitasi rendszerként példaul egységre-
zoldciot alkalmazunk a A klézhalmazra, akkor mar a PROLOG-t6l eltérd logikai
programozasi nyelvet kapunk.

A PROLOG nyelve eltér a szokdsos elsérendii logikai nyelvtdl:

Az individuumvéltozékat nagy betiikkel kezd6dd sorozat (string), a konstansokat kis-
betiikkel kezd6d sorozat jeloli. gy példaul az F allitaskonstanst f-fel jeloljiik, vagy
a P(x,y) atomi formulat p(X, Y)-nal.

Az A — B impliké4cio jelolés helyett a forditott jelolést, a B <— A-t hasznaljuk, vala-
mint a < helyett a :— szimb6lumsorozatot. Tehdt A — B jelolése b: — a. A konjunk-
ciénak a A jelét nem haszndljuk, ehelyett a konjunkcids tagokat vesszdvel vélasztjuk
el. Az eddigiek értelmében, tehat a Fij AFyj A...AF m; = Aj programformulat igy
jeloljiik:

aj:_flj’ij"".f)mJ'
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E jelolés elfajult eseteiként kapjuk az A; tényklozok jelolését:
aj =
(vagy egyszerien a;),
illetve a =(B; A Bo A... A By) célkloz jelolését:
L= bl,bz,...bn

3.5.2 Korrekt valasz probléma

Az alkalmazasokndl a

[Y(Fy ABy AL A By —>Aj)}jej F3x1... 3 (Bi A By A... A By)
(4) szerkezetli kdvetkezmény vizsgilatdndl nemcsak a helyesség vizsgdlata a kérdés,
hanem a kovetkez6 probléma is (dgynevezett ,.korrekt vdlasz probléma’):

1. A (4) szerkezetii kovetkezmény fenndlldsa esetén fenndll-e a ndla erdsebb

[V ABy AL N By —>Aj)}jej E B /11, Xp/tp) (6)
kovetkezmény a nyelv szabad vdltozo nélkiili valamely ty,...t, termjeire, ahol B
jeloli By \...N\ By-et?

2. Ha 1. igaz, akkor melyek ezek a termek?

Egy (6)-beli alkalmas szimultdn helyettesitést korrekt vdlasz helyettesitésnek ne-
veziink.

El6szor ramutatunk a problémadban rejlé nehézségre.
Ha teljesiil (6), akkor nyilvan teljesiil (4) is, ugyanis a Skolem-formak miatt
{V(Fl i NFy Ao A Fpy — Aj-)}, teljesiilése J végessége miatt ekvivalens egy VP
J JjEJ

alaki formula teljesiilésével, ahol P mar kvantormentes, és ha VPE B(xi/t1,...xp/tp),
akkor nyilvan VPF JB. Tehit a (4) és a (6) szerkezetli kovetkezmények teljesiilése,
korrekt vélasz 1étezése esetén, ekvivalens.

Viszont forditva, ilyen 4ltaldnossdgban, amennyiben eltekintiink a résztvevd for-
muldk szerkezétol, (4)-bdl nem kovetkezik (6). Tekintsiik ugyanis a (4) alaki VPF 3B
kovetkezményt. Ez ekvivalens VP A —~3B kielégithetetlenségével, azaz V(P A —B) ki-
elégithetetlenségével. A Herbrand-tétel értelmében tudjuk, hogy utébbi ekvivalens
azzal, hogy valamely véges szdmd s, 52, ... s; helyettesitésekre szabad valtozé nélkiili
termekkel, az s;(PA—B) Asy(PA—-B)A...Asp(PA—B) formulahalmaz, azaz

($1PA...AspPYN(s;mBA...Asy—B), azaz (siPA...AsgP)YA—=(s;BV ...V s;B)
kielégithetetlen, vagyis s;PA...Asy PEsiB V...V s; B teljesiil.
Tehat VP F 3B-b6l kovetkezik, hogy valamely véges sok si, s2,...s; helyettesitésekre
VPEs1BV...VsiB teljesiil. (6) azonban VP sB alakd. Ha P-r6l semmi mast nem
feltételeziink, csak azt, hogy kvantormentes, akkor az utébbi alakid kovetkezmény
teljesiilése altalaban nem kovetkezik:
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Példaul ha P a —=Q(a)V —~Q(b) formula, és 3B dx—Q(x) alakui, és a nyelv nem
tartalmaz mas fiiggvényszimboélumot, csupdn az a és b konstansokat, akkor VPF 3B
helyes, de semmilyen ¢ termre nem igaz, hogy

=Q(a)V-Q(b)F=Q(1)
helyes.
Azonban P, mint tudjuk, specidlisan definit alakii klézokkal azonosithato, és ez
dontd szerepet jatszik abban, hogy a (6) problémara majd pozitiv valasz adhat6.

k ok ok

Néhany, a korrekt vélasz probléma megvalaszoldsdhoz sziikséges fogalmat, tételt is-
mertetiink. Fontos szerepet fog jatszani a 2.4.3-ban mar definidlt fogalom, a Herbrand-
modell fogalma.

Legyen T egyenldségmentes, legaldbb 1 konstanst tartalmazo els6rendd nyelv. Te-
kintsiik a 7 nyelvhez tartozé Herbrand-univerzumot, H-t. Tegyiik fel, hogy H; és H,
két T tipust Herbrand-modell.

H, és Hy metszetén, H| N Hy-n értjiik azt a T tipusii modellt, amelynek alaphalmaza
a T-hez tartozé Herbrand-univerzum, az egyes reldciok interpretdcioi pedig a H,-en,
illetve Ho-n vett interpretdciok metszetei.

Hasonldan definidlhat6 tetszéleges sok Herbrand-modell metszete is.

Igaz a definit kl6zok és Herbrand-modellek kapcsolatara vonatkoz kovetkezd tétel:

7. Tétel. Definit kl6zok tetszdleges II halmaza lezartjdnak 1étezik Herbrand-modellje.
IT lezértja 0sszes Herbrand-modelljeinek metszete is modellje II lezartjanak (II ,,mini-
madlis” Herbrand-modellje).

Bizonyitas. Nyilvanval6, hogy II lezartjanak van modellje, mégpedig az a Herbrand-

modell, amelyben az Osszes lehetséges atomi formula igaz a Herbrand-univerzumon.
Megmutatjuk, hogy ha H; és H, két Herbrand-modellje II lezartjdnak, akkor

metszetiik, H is modellje.

Ugyanis indirekt tegyiik fel, hogy példaul a y =V(Fj; AF A. ../\ijj — Aj) pro-

gramformula igaz H-en és H,-n is, de hamis H =H; N Hy-n.

Utébbi azt jelenti, hogy az individuumvéltozok valamely o értékelésére y hamis H-

n, azaz (F j /\sz A... /\Fj m; = Aj- Y =] a o értékelésre, azaz klozalakot hasznilva

(ﬁFlj V _\sz' V...V ﬁFj"mj V Aj )O =¢, azaz

FﬁzT,ngzT,...Fﬁnjo,Aj‘:\L. (7)
Mivel az atomi formuldk interpretaciéi H-en és Hp-n is bdvitései a H-belieknek, ezért
Fj =1, B =, K, =t ®)

Hi-en és Hy-n is teljesiil o-ra.
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Tovébba, mivel H; és H, is modellje y-nak, ezért (—Fj;V —F; V...V ﬂijj V Aj )=t
specidlisan o-ra is H-en és Hp-n, vagyis (8) miatt A;.’ =1 Hi-en és Hy-n is. Ezért H;
és H, metszetén, H-n is A;’ =1. Ut6bbi ellentmond (7)-nek.
A két modell esetéhez hasonléan igazolhatd, hogy II lezartja akdrhdny Herbrand-
modelljének metszete is modellje II lezartjanak (,,minimalis” Herbrand-modell).

|

Vegyiik észre, hogy a bizonyitdsban Iényegesen kihaszndltuk azt, hogy II definit kl6zok
halmaza. Egy Herbrand-modell nyilvdn jellemezhet6 egy a nyelvhez tartozé pozitiv
diagrammal, a minimdlis modell pedig egy ilyen legsziikebb pozitiv diagrammal.

A minimalis Herbrand-modell meghatdrozdsa fontos kérdés. Megmutathatd, hogy egy
IT definit kl6zhalmaz altal definidlt minimalis Herbrand-modellhez tartozo6 legsziikebb
pozitiv diagram tekinthetd Ugy, mint az aldbb definidlt operdtor ,fixpontja”. Szok-
tdk ezért a minimalis Herbrand-modellt a definit klozhalmaz fixpontjdnak is nevezni.
Megmutathatd, hogy ez a fixpont rekurziv felsorolhaté halmaz. Hasonl6 igaz a nyelv
egyes reldcidinak a minimalis Herbrand-modellen vett interpreticidjara is, tehit ezek
is tekinthet8k egy fixpontnak, és kiszamithat6ak.

A széban forgé operator az aldbbi T ,,szemantikai kdvetkezmény operdtor”, amely
egy adott II definit kl6zhalmaz esetén a nyelv zart atomi formuldinak halmazin (a
Herbrand-bdzison) definialt:

Legyen K a Y'-beli klézhalmazban szerepl bizonyos atomi formuldk alapel&for-

duldsainak egy halmaza. Ekkor
T(K):{A;’: V(Ey AFyj Ao Ny = A ETLés FY, FY, .. F, € K},
ahol o egy individuumvaltoz6-értékelés a Herbrand-univerzumon, tehat A;.’, Fg., Fg,
Fﬁn alapel6forduldsok. Ha K az iires halmaz, akkor T(K) pontosan a tényklézok
J

alapel6fordulasait tartalmazza.

Tekintsiik a T operator segitségével, teljes indukciéval definidlt kovetkezd T,
TV, ... T®) halmazsorozatot:

TO =0,

TV = T(0),

T(n +1)_ T( T(n))’

T@ = () T,

n=1

8. Tétel. T®) pontosan a II definit klézhalmaz lezértja minimalis Herbrand-modelljé-
nek pozitiv diagramja.

A tételt nem bizonyitjuk.
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Py

A kovetkezd tételben is 1ényegesen ,.kamatozik™ az, hogy a definit kl6zok osztdlydra
szoritkoztunk. Legyen II most is definit kl6zok egy halmaza. Legyen ‘H 1l lezdrdsanak,
TI-nek legsziikebb Herbrand-modellje, és D a nyelv egy szabad valtozé nélkiili atomi
formuldja.

9. Tétel. 7 = D akkor és csak akkor, ha ITF D.

Bizonyitas. Igazak a kovetkez ekvivalenciak:

I F D akkor és csak akkor, ha IT U {~D} kielégithetetlen. A 2.4.3 rész 10. Tétel ko-
vetkezménye miatt utobbi akkor és csak akkor igaz, ha IT U {~D}-nak nincs Herbrand-
modellje. Utébbi azt jelenti, hogy —D hamis II-nek minden Herbrand-modelljén. A H
minimélis Herbrand-modell definici6ja miatt ez ekvivalens azzal, hogy D igaz H-n.
Ezt kellett igazolni. m

H-n tehdt csak azok az atomi formuldk igazak, amelyek ,,sziikségképpen” igazak,
tehat igazak, ha a II-beli formuldk igazak. Az illitds nyilvdn egyfajta , komplettséget”
jelez a H modellre és a II-beli szakmai axiémdkra nézve. A tétel dllitdsa trividlisan
altalanosithat6 arra az esetre, amikor a D atomi formula By A B A... A B, alaku, ahol
a B;-k szintén zart atomi formuldk. Ez is indokolja majd azt, hogy a célkl6zok magjat
a ,,kérdésnél” B; A B, A...A B, alakban kezeljiik (utébbi alak azért is volt elény0s,
mert negacidja Horn-kl6z).

A fenti el6készités utdn megfogalmazhatjuk a (6) problémdra véilaszt ad6 tételt:

10. Tétel. (Korrekt vélasz egzisztencidja)

A ()-beli {H(FijAFy A ... AFyyy, — ADYEI(BIABoA .. AB,) fenndll
akkor €s csak akkor, ha léteznek a nyelvnek olyan fy,...1, szabad
vdltozo nélkiili termjei, hogy (6) teljesiil, azaz

{V(Flj NBj Ao Ay —>AJ-)}|:(Bl AByA .. A B/t Xp /1)

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a (4)-beli kovetkezmény igaz. Mint (5)-ben, jeldlje most
is 3’ a (4)-beli premisszdkhoz tartoz6 kl6zhalmazt. Alkalmazzuk a 7. Tételt [I=Y
vélasztdssal, és legyen H a minimadlis Herbrand-modell. A feltételbdl kovetkezik, hogy
I(BiABy...\By) igaz H-n.

I(B1ABy A...\By) igaz a minimdlis H Herbrand-modellen akkor és csak ak-
kor, ha az individuumvaltozéknak valamely o értékelésére a Herbrand-univerzumon
(BiANByA...ABy)° =1, azaz BY =T,... B =. Ha a o-nak megfelel6 termeket 7y,
...lp jeloli a nyelvben, és a 9. Tételbeli II-nek a ¥'-hoz tartozé X zirt kl6zhal-
mazt vélasztjuk, akkor a 9. Tétel szerint BY =1,...,BY =1 akkor és csak akkor, ha
YEB?,...YEBY.

Ez utébbi akkor és csak akkor 4ll fenn, ha X' E(ByAByA...AB,)°. -
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7 2

A kovetkezd tétel erdsebb a fentinél, mert a korrekt valasz konstrukciéjdra is Gtmutatist
ad, tehat vélaszt ad az e rész elején felvetett 2. kérdésre:

11. Tétel. (Korrekt vélasz konstrukciéja.)

Ha a (4)-beli {V(Fij A Fyj A...A Fimy = AD} E IBIA By A ... A\ By)
fenndll, akkor az (5)-beli klézhalmaz cafolatakor alkalmazott SLD-
eljaras sordn, az xi, ... xp-kre rendre alkalmazott helyettesit€sek kompo-
zicidjaként, végeredményként olyan fy,...1, termek adodnak, amelyek
helyessé teszik (6)-ot.

[Y(Fyj AFy A ANBpy — ADJEIBIA By A A By) fenndlldsa a 6. Teljességi
tétel miatt implikalja (5) cafolhat6sagat. A 11. Tétel igazolasat az Olvaséra bizzuk.

Megemlitiink még egy a logikai programozassal kapcsolatos fontos problémat, a
negdcio problémdjdt. Ezen azt értjiik, hogy mivel a célkl6z magjiban csak pozitiv
literdlok fordulhatnak eld, ezért példdul negdlt atomi formulét, vagy ilyent tartalmazé
konjunkcidt, bizonyitani a kalkulussal nem tudunk.

E problémadra az egyik megoldds az ugynevezett ,,zdrt vildg feltétel” feltételezése. Ez
azt mondja ki, hogy csakis azok a zdrt atomi formuldk tekinthetdk igaznak, amelyek
az alkalmazott (teljes) bizonyitdsi eljdrdssal (példdul SLD-rezoliicio) elvileg bizonyit-
hatok, a tobbi atomi formula tehat hamisnak tekintendd. Ezt szemantikara leforditva:
mindarrdl, ami nem ,,sziikségszerlien igaz” (azaz nem logikai kdvetkezménye az axi-
o6maknak), arrdl feltételezziik, hogy hamis. Szituicidtdl és alkalmazastdl fiigg, hogy
haszndlni kivanjuk-e a zart vilag feltételt axiémaként.

A negiacié problémadjanak léteznek mas kezelései is, dltaldban a probléma elvezet a
nemklasszikus logikdkhoz, igy példdul az intuicionista és a nemmonoton logikakhoz.

A korrekt valasz problémadval kapcsolatos példakat mutatunk:

4. Példa.

Legyen a X feltételhalmaz (logikai program) a kovetkezd:

{Vx(R(x,fx) = S(gx)), Vx(R(x,fb) = S(gx)), R(a,fb), R(b,fb)}

a) Adja meg a Y-hoz tartozo Herbrand-univerzumot,

b) Adja meg a X-hoz tartozo legsziikebb Herbrand-modellt!

c) Vizsgdlja, hogy kiovetkezménye-e Y-nak a u(R(a,fb) N S(u)) formula, és ha
igen, akkor adjon meg egy korrekt vdlasz helyettesitést!

a){a,b.fa,fb,ga,gb.ffa,gga.fga,gfa.ffb,ggb,fgb,8fDb, ...}
b) H alaphalmaza: {a,b}.



188 3. FEJEZET: A BIZONYITASELMELETROL

‘H-n igazak a kovetkezd formuldk: R(b,fb), R(a,fb), S(ga), S(gb), a tobbi atomi
formula értékelése tetszoleges lehet.
c) Tekintsiik a kovetkezd levezetést:
—R(a,fb)V—S(u) ﬂS(u)] ~R(x,fx)-0
“R(x,fx)V S(gx) u/gx
“R(y,fb)V S(gy)

R(a,fb)

R(b,fb) s/b
A széban forgd formula tehat valéban kovetkezmény, és egy korrekt vilasz he-
lyettesités: u/gb (vegyiik észre, hogy a levezetésben nem haszndltuk ki a mdsodik
premisszat).

5. Példa. Vizsgdlja meg SLD-rezoliicio segitségével, hogy helyes-e az aldbbi kivetkez-
mény? Ha igen, akkor keresse meg a korrekt vilasz helyettesitést!

{VxAdd(x,0,x), VxVyVzAdd(x, y,z) — Add(x, Sy, Sz)} F JuAdd(S0,u, SS0),
ahol a nyelv az aritmetika nyelvének része, és Add hdromvdltozos reldcio.

Negéljuk a ,.kérdést”, keressiik meg a premisszédkat alkoté klézokat, és végezziink

szeparalast:
a) —Add(S0,u,SS0) ]ﬂAdd(SO,y,SO) —R(xfx) O
- Add(x,y,z)V Add(x, Sy, Sz) - x/S0,u/Sy,z/S0 }
Add(v,0,v) v/S80,y/0

b) A korrekt vilasz helyettesités: u /S0

6. Példa. Formalizdlja az aldbbi kivetkeztetést. Vizsgdlja SLD-rezoliicioval helyessé-
gét, és keresse meg a korrekt vilasz helyettesitést!

,»Minden rockzenész gazdag. Ignéc tandr. Mindenki rockzenész. Tehat 1étezik gazdag
tanar.”

a) A formalizalas:
{Vx(Rx — Gx), T1, VyRy }F 3x(Tx A Gx),
ahol Rx, Gx, Tx jelentése rendre az, hogy ,.x rockzenész”, ,x gazdag”, és ,x

£

tanér”, I jelentése pedig ,,Ignic”.

Negaljuk a célt, hasznaljunk er8s Skolem-alakokat, és szeparaljuk a véltozokat. A
kezdd klozok és a levezetés a kovetkezd:
-TxV Gx ﬂGI]ﬂRI O
- Ry V Gy } v/
TI x/I
—Rz z/I

b) A korrekt valasz tehat x /1.
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3.5.3 Induktiv definiciok. Kapcsolatok a hagyomanyos
programozassal és az adatbazisokkal

1. Induktiv definiciok. E rész els6 felében egy 4ltaldnos elmélet keretében, az igyneve-
zett induktiv definiciok formalis elméletébe illesztve keressiik az eddig felvetett fonto-
sabb problémadkra a valaszokat (az induktiv definiciok ezen elmélete nem tévesztendd
Ossze az 1.1.3-ban targyalt, indukcidra vonatkoz6, metadefiniciokkal). Megvildgitjuk,
hogy miért érdemes éppen definit kl6zokra szoritkozni a logikai programozisban az
axiémak felvételekor, és azt, hogy mas alakd formulaosztilyok is szolgidlhatnak a
logikai programozas alapjdul. Az e részben kozolt eredményeket nem bizonyitjuk.

Tekintsiink egy elsérendd, egyenléséget tartalmazé L' nyelvet. E nyelvnek a
3.5.1-ben és 3.5.2-ben hasznélt nyelv felel meg, azzal a kiilonbséggel, hogy ott az
egyenldséget nem engedélyeztilk. Célszert lesz L£'-t ugy tekinteni, mint egy csak
fiiggvényjeleket tartalmazd, szintén elsérendti L nyelv, az tgynevezett alapnyelv véges
bdvitését az ry,...r, relacidjelekkel. Tekintsiik az ry,...r; reldcidjeleket tartalmazo
kovetkezd k darab feltételt (szakmai axidmat):

Y <r) =12k, 9)

ahol «; az L’ nyelv tetszGleges konkrét formuldja, és az «;-krdl feltessziik, hogy
rendre pontosan ugyanazok a szabad véltozdik, mint az r; reldcidknak. A (9)-beli
formuladsszesség implicit definicio az r; relacidkra nézve, hiszen az ekvivalencidk
bal és jobb oldalain egyarant el6fordulhatnak az r; relacidjelek. A (9) alaki implicit
definiciét induktiv definicionak nevezziik, és I'?-val jeloljik. Az induktiv definicié
formadlisan a (4)-beli ¥ premisszahalmaznak felel meg, az r;-k pedig a programklézok
fejeinek (az Aj -knek).

Bevezetiink két meghatarozast:

Az ry,...ry reldciok (9) definicidja egzisztencialis definicid, ha az a;-k 30; alakra
hozhatok (i =1,...k), ahol B; mdr kvantormentes formula, pontosan az r;-ben eldfor-
dulé szabad vdltozokkal (3B; tehdt nem tartalmaz univerzdlis kvantort).

Ha a (9) definicio egzisztencidlis, akkor mondjuk, hogy pozitiv, ha a 3B;-ben szerepld
Bi formula diszjunktiv normdlformdjdban nem szerepel negdlva reldcidjel az ry,...ry
reldciok koziil.

A pozitiv és egzisztencidlis (9) induktiv definiciot roviden PE definiciénak nevezziik.

Megjegyezziik, hogy a fenti pozitivitas tulajdonsidg gyengébb, mintha «; pozitivi-
tasat kovetelnénk meg, vagyis azt, hogy f; diszjunktiv normalforméjiban ne szerepel-
jen negdlt atomi formula.

A logikai programozas dltaldnos elméletében tehit a (4)-beli X-nak a PE defini-
ciok felelnek majd meg. Az éltaldnos esetben a cél szintén I(B; A By A ... A By) szer-
kezet(i, ahol By, By, ...B, L'-nek atomi formuldi. A ['*"-ra vonatkozo korrekt vdlasz
probléma ugyanigy definidlhatd, mint az definit klézokra tortént az el6z6 részben.
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A PE definicidk, hasonléan a definit kl6zok 6sszességéhez, rendelkeznek a kdvetkezd
fontos (A) tulajdonsaggal:

Ha a (9)-beli T formulahalmaz PE definicié, akkor van egy H*" minimdlis
Herbrand-modellje, és ezen igaz a kovetkezd: L' tetszdleges D zdrt atomi formuldjdra
H E D akkor és csak akkor, ha T E D.

A fenti tulajdonsdg a PE definiciok szemantikai jellemzésének is tekinthetd. H
szerepe hasonl6 ahhoz, ahogyan ,,szabad algebrdkat” definidlé reldci6kkal adunk meg.
Az (A) tulajdonsdg nyilvan a 7. és 9. Tétel Osszevontjdnak megfelelSje az altaldnos
elméletben.

A PE definicidk fenti tulajdonsagabdl kovetkezik, hogy a PE definiciora vonatko-
70 korrekt vdlasz probléma ,,ugyaniigy viselkedik” szemantikailag, mint definit klozok
esetében.

Jeloljiik az r; reldciok interpretdciéit a H” modellen R;-vel. Megmutathatd, hogy
az R; reldcidk, az egzisztencialitas feltételbdl kovetkezden, rekurziv felsorolhat6ak.
A minimélis Herbrand-modellhez tartoz6 pozitiv diagram PE definicié esetében is
eldallithatd, mint az el6z6 részben T-vel jeldlt ,,szemantikus kovetkezményoperator”
fixpontja, és ez a fixpont szintén kiszdmithato.

Tekintsiik ezutdn a (9)-hez és a (4)-beli szakmai axiémakhoz hasonlitd, de sok
szempontbdl (9)-nél konnyebben kezelhets
Y(a;—r;) i=12...k (10)
formulahalmazt. (9)-bdl tehat ezt dgy kapjuk, hogy a «>-kat —-ra cseréljiik. Jelolje a
(10)-beli formulahalmazt I'.
Igazolhatd, hogy a fenti (A) tulajdonsdg T -ra is igaz. Jelolje T legsziikebb
Herbrand-modelljét H . Igaz a kovetkezd fontos egybeesés:
HT=H" (1D

(11) kovetkezménye az, hogy a I'*"-ra vonatkoz6 korrekt védlasz probléma szempont-
jabol egyenértékii T -t, illetve T*7 -t a logikai programozdsban szakmai axiomdknak
tekinteni. Ugyanis az allitds értelmében minden £'-beli D zért atomi formula pontosan
akkor igaz H-n, mint amikor igaz H"-n. Ezért, haszndlva 9. Tétel megfeleldit a
H~ és H modellekre, valamint ['**-ra és I'*”-ra, azt kapjuk, hogy I'” E D akkor
és csak akkor, ha T F D.

A fentiek alapjan elmondhatjuk, hogy a fejezet elején szerepld 1. kérdésre az élta-
lanos vélasz az, hogy a logikai programozdsban szakmai axiomdknak PE definiciokat
érdemes vdlasztani.

Ezutdn megmutatjuk, hogy I'™" lebonthat6 definit kl6zok Osszességére.

Mivel I'™" pozitiv egzisztencidlis definiciobol szdrmazik, ezért az «; formula
3(Dy; V...V Dy,;) alakra hozhatd, ahol a D;;-k atomi formuldk konjunkcidi (utébbi-
akban a pozitivitds miatt nem fordulhatnak elé negélt atomi formuldk). (10) ekkor
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ilyen alakra hozhaté: Y(3(Dy; V ...V Dy;) — ;). 3 ,kiemelhetd” az implikaciébdl,
ezért utébbi ekvivalens a V((Dy; V...V Dy;) — r;) alakkal, ez utébbi pedig a
Y((Dyj = ri)A...AN(Dy; —r;)) formuldval. E formula kielégithetSsége viszont ekvi-
valens a {V(Dy; — r;), ...¥(D,,; — r;)} formulahalmaz kielégithetGségével. A szerepl
formuldk magjaiban szereplé formulak mér definit klézok, ahol az r;-k a klézok fejei
(illetve a tényklézok, ha D,; hidnyzik). Itt a D;;-k még tartalmazhatnak egyenl6-
ségeket, mig a 3.5.1-ben haszndlt definit kl6zok esetén ezt nem engedélyeztiik. Az
egyenl6ség elimindldsdra tobb lehetdség van. Példdul ha egy konjunkcids tag x =t
alakd, ahol ¢ term, és nem tartalmazza az x valtozot, akkor elhagyhatjuk e tagot annak
ardn, hogy mindeniitt alkalmazzuk az x /t helyettesitést.

Meggondolhatd, hogy (9) definit kl6z alakra hozédsdnak eljardsa megfordithatd, azaz
minden definit kl6zokat tartalmazdé axiémarendszerhez létezik olyan PE definicid,
hogy beldle a fenti eljardssal éppen a kiinduldsként adott definit kl6zokat tartalmazo
axiémarendszer szarmaztathato.

'™ definit kl6zokra bontdsat illetéen hangsilyozzuk, hogy nem kotelez6 a PE
definicidkat klézokra bontani, més 4talakitdsok, és az igy kapott formuldkra mds bizo-
nyitdsi rendszerek alkalmazésa is lehetséges.

2. Kapcsolatok a hagyomdnyos programozdssal és az adatbdzisokkal. Eddig a logikai
programozast a matematikai logika oldalarél kozelitettik meg. A kovetkezdkben a
logikai programozdst a hagyomdnyos programozds oldaldrol kozelitjiik. Sorra vessziik,
hogy a logikai programozds érdekében bevezetett szintaktikai és bizonyitdselméleti
fogalmaknak mely fogalmak felelnek meg a hagyomdnyos programozdsban.

matematikai logika hagyomanyos programozas

Ve

logikai programozas

Tekintsiik az e rész elején felvett L' nyelvet, amely az L alapnyelv véges sok ry,...ry
reldcidjellel tortént bovitése. L-rdl feltettiik, hogy csak individuumkonstansokat €s
fliggvényjeleket tartalmaz, valamint egyenldséget. Az £ nyelv szabad véltozé nélkiili
termjei az adatoknak felelnek meg. A reldcidjelek eljdrdsok neveinek felelnek meg.
Tekintsiik a logikai programozds néhany fogalmat. Ilyenek a szakmai axiomék, a
tétel, a kalkulus, a keresési stratégia fogalmak stb. Vegyiik ezeket sorra: A szakmai
axiomdknak, azaz a (9)-beli PE definiciénak (specidlisan a definit kl6zok 6sszességé-
nek), mint azt mar emlitettiik, a program fogalma felel meg. Az r;-knek az eljdrd-
sok fejei felelnek meg (definit klozok esetén ezek az A;-k). Definit kl6zok esetén a
~F VB V.V o Fy, klézoknak az eljdrdsok torzsei felelnek meg. A tételnek a
dB kérdés felel meg. A tétel igazsidgdnak eldontése és igazsdganak fenndlldsa esetén
a korrekt vdlasz helyettesités megtaldldsa felel meg a programozdsi feladatnak. Az e
feladat megoldédsdra irdnyul6 konkrét eljaras felel meg a program végrehajtdsdnak. A
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véalasztott kalkulus (péld4ul rezolicid) és a keresési stratégia egyiittese felel meg az
interpreternek.

A szemantikdval kapcsolatban elmondhatjuk, hogy az 4ltaldnos hagyomdnyos
programozdst tekintve programok szemantikdjarol, mint a szokasos logikai szemantik4-
r6l, problematikus beszélni (azonban specidlisan a logikai programozasndl a program
szemantikdja parhuzamba dallithat6 a logikai szemantikaval, s6t a teljességi tételnek
megfelelden, a bizonyitdselméleti és a szemantikai megkozelitések ekvivalensek).

ook sk

Ezutdn az adatbdzis-elmélet és a matematikai logika kapcsolatét érintjiik roviden.
Tudjuk, hogy beszélhetiink klasszikus, illetve deduktiv adatbazisokrdl. Az tgyneve-
zett deduktiv definit adatbézisok (roviden: definit adatbdzisok) elméletének hasonlo a
stdatusa az ltaldnos adatbdzis-elmélethez és a matematikai logikdhoz képest, mint a lo-
gikai programozésnak az altalanos programoziselmélethez és a matematikai logikdhoz
képest:

matematikai logika adatbdzis-elmélet

definit adatbazisok

A definit adatbdzisok és a logikai programozds matematikai logikai alapjai 1ényegében
egybeesnek (példaul PE definicidk, korrekt valasz probléma, minimdlis Herbrand-
modell stb.), csupan bizonyos feltételekben van eltérés. Ilyen eltérés példaul az, hogy a
definit adatbazisokndl az £ alapnyelv csupan véges sok individuumkonstanst tartalmaz,
viszont tartalmazhat reldcidjeleket is, de csak véges sokat (L tehat fiiggvénymentes). A
végesség miatt a miniméalis Herbrand-modell diagramjat hozzavehetjiik az axiémakhoz,
s6t beldthatd, hogy az Ggynevezett ,.klasszikus adatbazisok™ kategorikusan is axioma-
tizalhatok.

Kiilonbség van a definit adatbazisok és a logikai programozas kozott természetesen a
terminolégidban. gy példdul azokat az ry,...r; relaciéjeleket, amelyekkel bSvitettiik
az L alapnyelvet itt ,virtudlis predikdtumoknak”, a PE definicidkat ,,deduktiv szabd-
lyoknak” nevezziik stb.

Ha a definit adatbazisoknal alkalmazott kalkulus az SLD, és a keresési stratégia ugyan-
az, mint a PROLOG-ban, akkor megkapjuk a PROLOG egy véltozatit a DATALOG-
ot. Utébbiban tehdt nincsenek fiiggvények, csak konstansok.

Az azonos logikai alapok miatt lehetséges a logikai programozds és a definit adatbézi-
sok elméletét egyazon elmélet keretében targyalni.
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3.6 A lambda-kalkulusrol

A lambda-kalkulus elméletét Alonzo Church dolgozta ki a matematika megalapo-
zésa, tobbek kozott a fliggvényfogalom preciz megalapozdsa céljabol. A fiiggvényfo-
galom megkozelitése kiilonbozik a fliggvény halmazelméleti fogalmatdl (mely szerint
a fiiggvény egy speciilis relaci6). Eles kiilonbséget tesziink majd maga a fiiggvény és
a fiiggvényérték kozott. A bevezetett fliggvényfogalomndl a hangsily a fiiggvényérték
proceduralis kiszamitdsan van. A lambda-kalkulus segitségével leirhat6, tobbek kozott,
az aritmetika, vagy a rekurzivitds fogalma is. A lambda-kalkulus fontos igazolasa
lett, amikor bebizonyosodott, hogy az itt definidlhaté fiiggvények osztdlya egybeesik
a rekurziv fiiggvények, valamint a Turing kiszdmithaté fiiggvények osztdlydval. A
lambda-kalkulus azonban akkor keriilt igazdn a figyelem koézéppontjdba, amikor ki-
deriilt, hogy programnyelvnek is tekinthetd, az elsé funkciondlis program nyelvnek.
Tovabba, alapjat képezi a funkciondlis program nyelveknek, ilyenek példaul a LISP,
Miranda, ML, stb. Ez a kapcsolat hasonlé ahhoz, ahogyan a kiszamithat6 fiiggvények
osztilya az imperativ program nyelvekkel (FORTRAN, PASCAL) rokonithaték.

Minden funkciondlis program egy ,,lambda-kifejezésnek” tekinthet8, a funkcio-
ndlis program végrehajtdsa, pedig e kifejezés értéke, azaz outputja meghatirozasa-
nak. A lambda-kalkulus e kifejezés ,,normdlformara” hozasira, egyszerGsitésére ad
szabdlyokat. Ha a kifejezés nem hozhaté normélforméra, vagy nem ,zart”, akkor
kiértékelése értelmetlen.

A kovetkezSkben csupan az ugynevezett tipus nélkiili, egyvaltozés lambda-kalku-
lus elemeit vdzoljuk. Nincs hely arra, hogy részletezziik a kapcsolatokat a funkciondlis
programozéssal, vagy példdul a kombinator logikaval.

3.6.1 A lambda-kalkulus elemei

1. A lambda-kifejezésekrol

Jelolje V' a vdltozok {vi,va,vs,...} halmazat. A valtozékon kiviil, a nyelv abc-
jéhez tartozik még a pont, a bal, valamint jobb zardjel.

1. Definicié. A A-kifejezések (A-termek) A halmaza V-bdl a kovetkezd miiveletekkel
all el6:
(i) ha v valtozd, akkor v € A
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(ii)) ha M,N € A, akkor (MN) € A
(iii)ha M € A,v € A, akkor (Av.M) € A.

A legkiils6 zardjeleket el szoktuk hagyni.

A (iii)-beli Ax.M kifejezést A-absztrakcionak hivjuk. A A-operator tehat kijeloli
M -ben az aktualis véltozét. Itt az M kifejezés az absztrakcid hatdskore. A-absztrakcidok
egy Avi.(Ava.(...(Av,.M)...)) sorozatét, a zardjelek elhagydsaval, igy rovidithetjiik:
Avivy...vp.M. Tehat azt mondhatjuk erre a jelolésre, hogy jobbasszociativ.

A (ii)-beli kifejezést applikdcionak hivjuk. Itt M a ,fliggvényszer(” kifejezés,
N pedig az aktulis ,,paraméter”. Specidlisan, ha M egy A-absztrakcid, akkor az M N
neve fiiggvényapplikdcio. Applikaciok egy ((My) ... M, _1)M, sorozatét, zar6jelek el-
hagyésdaval, igy rovidithetjik: M; ... M, _1M,,. Tehét ez utébbi jelolésnél feltételezziik
a balasszociativitdst (M N E jelentése tehat (M N)E).

A valtozok kotott vagy szabad eléforduldsait rokonithatjuk az egymasba dgyazott
program blokkok véltozdinak el6forduldsaival.

Megjegyzés: Vigydzzunk, az applikéci6 erdsebben kot, mint a lambda-absztrakcid.
Példdul A.xy jelentése nem (Ax.x)y, hanem A.(xy).

A A-kifejezéseket bindris fdkkal szemléltethetjiik. A fa csiicsain vagy egy-egy
A-absztrakcid, vagy egy-egy applikacio jelzése szerepel. A-absztrakci6 esetén a csucstol
fliggbleges ag vezet és jelezziik a valtozdt is, amire vonatkozik. Absztrakcid esetén
pedig a csucstdl eldgazds vezet, ahol a két leszarmazott csicson, sorrendben balrdl
jobbra az applikicié két tényezdje szerepel.

Egy M A-kifejezés szabad véltozéinak FV(M) halmazat induktivan definidljuk a
kovetkezSképpen:

2. Definicio.
Ha v viltoz6, akkor FV(v)={v},
FV(MN)=FV(M) U FV(N),
FV(iv.M)=FV(M)~ {v}.

Ezzel ekvivalens az, hogy egy M kifejezés v valtozéja szabad, ha valamelyik
el6forduldsa, nem esik rd vonatkozé A-absztrakcié hatdskorébe. Egy M kifejezés v
véltoz6ja kotott, ha nem tartozik M szabad véltozéi k6zé. Egy A-kifejezés zdrt (vagy
kombindtor), ha nincs szabad valtozdja.

Az olyan kifejezéseket, amelyek csak bizonyos kotott valtozéinak jeloléseiben
kiilonboznek (de példaul szabad vialtoz6ik megegyeznek) azonositjuk. Az ilyen érte-
lemben azonos M és N kifejezésekre az M = N jelolést hasznéljuk. Példaul Ax.yx =
Az.yz. Az = nyilvan ekvivalencia relécio.
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3. Definicio. Az N kifejezés helyettesitése egy M kifejezés v szabad valtozéjdba
(jelolés: M [v := N1, vagy M [v/N]):

ha v valtozo, akkor v [v :=N]=N,

ha x véltoz6 és x # v, akkor x [v := N]=x,

ha M =EF, akkor EF[v:=N]=E[v:=N]F[v:=N],

ha M =Av.E, akkor (Av.E)[v :=N]=Av.E[v :=N].

Az utébbi két esetnél kikotjiikk, hogy N egyetlen szabad valtozdja sem vilik
kototté a helyettesités utan.

Azt is mondjuk, hogy a fenti helyettesités megengedett. A definicié utolso feltétele
mindig teljesithetS a helyettesitett formula kotott valtozoinak elézetes atjelolésével.

Néhany nevezetes kombindtor:

I=Axy.x
K.=Axy.y
K=Axy.x

I-vel és K,-gal a logikai igazsag értékeket, azaz rendre a true és false Boole
értékeket szoktdk modellezni.

1. Példa. Adja meg a kovetkezd kifejezések egy zardjeles alakjat:
a) Axy.xyy
Ax.(Ay xy)y
b) Ax.(Ay.x)jm
Ax.((Ay.x)j )m)
c) Axy.xjm
Ax ((Ay ((xj)m)))
d) Axy.x))jm
((Ax.(Ay.x))j )m
e) Axy.zxy)jm
((Ax.(Ay .((zx)y)))j )m
f) Axy.(zxy)jm
Ax.(Ay.(((zx)y)j ))m
g) (Axy.x)yz
((Ax.(Ay.x))y)z
2. Példa. Végezze el a helyettesitéseket:
a) Ay.xy [x/y]
Az.yz
b) Ax.y [y /Ay x]
Az Ay.x

c) Ax.xy [y/xz]
Au.uxz
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2. Redukcio

3. Definicio. (egylépéses -redukcid.) A (Av.M)N kifejezésnek az M [v := N] kife-
jezés egylépéses B-redukcidja — feltéve, hogy az utébbi helyettesités megengedett.
Jelolés: (Av.M)N —g M [v:=N].

Természetesen nem minden kifejezésnek 1étezik B-redukcidja. A (Av.M)N alaku,
azaz f-redukdlhaté kifejezést f-redex-nek hivjuk. Ha F f-redukcidja E-nek, ennek
jelolése: E —g F. Ha forditva, a p-redukcié megforditdsaval, F-bdl nyerjiik E-t, akkor
ennek jelolése E 4 F. A f-redukciét és megforditdasat kozos néven egylépéses f3-
konverzionak hivjuk.

Megjegyzések:

e A f-redukcidt tehét csak a (Av.M)N alakii kifejezéseknél alkalmazhatjuk. Példaul,
a Ax.xy kifejezés esetén nem, hiszen itt M =xy, de hidnyzik a paraméter. De
példaul a (Ax.x)y kifejezés esetén mar alkalmazhaté. Ezért, fontos, hogy a A-
absztrakciénak mi a hatiskore.

e A [-redukcié miiveletébdl jol kiolvashaté a (Av.M)N (specidlisan a (Av.v)N)
kifejezés fliggvénytermészete — ahol v a klasszikus értelemben vett fiiggetlen
véltozé. Itt az M kifejezés a fiiggvénykifejezés és a (Av.M)N Kkifejezés pedig
a fiiggvényérték, azaz az M fiiggvény kiértékelése az N értékre.

Tekintsiik a kdvetkezd példakat:
@fSIN =g N
Af fx)Au.uy) —p (Au.uy)x —g Xy

4. Definicio. (B-redukcié.) Ha E-b6l F-et egylépéses [(3-redukcidk és a = relacié
alkalmazdsainak egy véges sorozatdval nyerjiik, azt mondjuk, hogy F a f3-redukcidja
E-nek. Jelolése: E — F.

A f-redukci6 nyilvan reflexiv és tranzitiv reldcio (reflexiv és tranzitiv lezdrdsa az
egylépéses f-redukcionak).

5. Definicio. (3-konvertdlhat6sdg.) E és F egymaésba f3-konvertdlhatd, ha létezik egy-
1épéses [-konverzidk és a = relacié alkalmazdsdanak egy olyan véges sorozata, hogy
E-bdl F-et kapjuk. A -konvertdlhatésag jelolése: E =g F (vagy roviden E=F).

A B-konvertdlhat6sdg nyilvan reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv reldcid, tehat
ekvivalencia relécid.

= bevonadsit a definicidba az indokolja, hogy az egylépéses 3 -konverzié definicié-
janak megfelel6en, gyakran sziikség lehet a kotott valtozok cseréjére, azaz a = relacid
alkalmazdsdra. Arra is gondolhatunk, hogy az olyan kifejezéseket, amelyek kozott a =
reléaci6 all fenn, azonositottuk.



3.6 A LAMBDA-KALKULUSROL 197

Az = alkalmazdsa helyett egy kiilon redukcids szabdlyt is be lehet vezetni, az
a-redukciot:
Av.M =Ay.M [xv :=y] feltéve, hogy y nem szabad M -ben.
Az a-redukcié implementédldsa azonban nehézkes, kikeriilésére tobb eljaras léte-
zik, ezekre itt nem tériink ki.

Megmutathat6, hogy a f-konverzié sordn, részkifejezéseket is helyettesithetiink
vele (8-)egyenl§ kifejezésekkel (Leibniz szabdly).

3. Normdlforma

6. Definicio.

(i) Egy M A-term 8 normalforméji (8 nf), ha M-nek maér nincs -redex alaku
rész kifejezése.

(ii) Egy M kifejezésnek létezik # normdlformdja, ha M — g N valamely  nor-
malform4jd N-re.

Nem minden kifejezésnek létezik normdlformdja, ilyen példaul a kovetkezd €2
kifejezés: Q=(Av.vv) (Av.vv). Ugyanis a -redukciéndl olyan végtelen ciklusba ke-
riiliink, amelyik mindig visszadja 2-t.

7. Allitas. Legyen M egy f8 nf. Ekkor M —gN=N=M.

—p-t —>ﬁ-val helyettesitve, az 4llitds, definici6 szerint, igaz. Ezért, indukcid
szerint, —» p-ra is kovetkezik.

7 4z

A kovetkez? tétel a témakor egyik alaptétele.

8. Tétel (Church-Rosser) Ha M — 5N1, M — 5N2, akkor valamely Ns kifejezésre

A bizonyitést elhagyjuk, terjedelmi okbdl.

9. Kovetkezmény. (Church-Rosser f-redukciéra.) Ha M =g N, akkor létezik olyan
L, hogy M - gL é N —gL.

Bizonyitas. N-nek az M-b0l torténS levezetésének —g , illetve <4 1épéseinek n
szdma szerinti indukcidval bizonyitunk, az = ekvivalens kifejezéseket azonositjuk. Az
n =0 eset trividlis. Tegylik fel, hogy n hosszi levezetésekre igaz a Kovetkezmény
allitdsa. Meggondoljuk, hogy n + 1 hosszi levezetésekre is igaz. Tehét tegyiik fel,
hogy N =4 N’ egy n hosszd bizonyitds, valamint M —g N', vagy M <3 N'. Az
indukciés hipotézis miatt, van olyan K’, amelyre N —4 K’ és N’ =B K'. Ezért, ha
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M —g N ', akkor K’ megfelel az allitas-beli L kifejezésnek. Ha M N !, akkor ebbdl
és N’ —p K'-bdl a Church—Rosser tétel alapjan kovetkezik, hogy van olyan L, hogy
M —p L és K'—p L. Az utébbi, N —g K'-vel egyiitt adja N — g L-t és igy készen

vagyunk.
gy -

Az aldbbiak a Church—Rosser tételnek fontos kdvetkezményei:
10. Kovetkezmény. Egy A-kifejezésnek legfeljebb egyetlen f normélforméja lehet.

Ugyanis, ha egy M kifejezésnek két kiilonboz6, Ny és N, normdlformaja lenne,
akkor, definici6 szerint, M —» ﬁNl —» ﬁNz. Ekkor a 9. Kovetkezmény szerint, valamely
L-re, Ny —» ﬁL és N, —» ﬁL. Mivel N; és N> normalformak, ezért L= N; = N,.

A fentiekbdl az is kovetkezik, hogy A-kifejezések f normdlforméjanak keresésekor
a rész kifejezéseket tetszdleges sorrendben redukdlhatjuk (példaul ,kiviilrsl befelé”,
vagy forditva).

11. Kovetkezmény. A A-kalkulus konzisztens abban az értelemben, hogy nem igaz,
hogy M =4 N tetsz6leges M és N-re.

Példaul true =3 false nem teljesiilhet, hiszen true és false normalformak, raada-
sul kiilonbozdk, azaz a 10. Kovetkezmény értelmében a true =g false fennallasanak
feltételezése ellentmondashoz vezet.

3. Példa A sziikséges 3-redukcidk alkalmazédsaval adja meg a kovetkezs kifejezések
normalforméjat:

a) Axy.x)jm

Axy.x)im=@Ax.Ay.x))im=(Ax Ay .x)j )m —g Ay jom —gJ
b) (Axy.y) jm

Axyy)im=@Ax.Ayy)im=(Ax.Ay.y)j)m —g Ay y)ym —gm
¢) (Ay.(Ax.yx)) uy

Ay.Ax.yx)uy = (Az.(Ax.zx))uy —4 Ax.uyx —pg Uy
dAx.Ay.yx)z)u

Ax.Ay.yx)z)u =g Ay.yu)z —p U
e) (Axy.(zxy))jm

Axy.(zxy))jm=Ax.(Ay (zxy)jm —gAy.(zjy)m —pg zjm
f) Ayx.(zxy))jim

Ayx.zxy)im=@Ay.Ax.(zxy)))jm —4 Ax.(zxj)m —pg 2mj
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4. A kalkulus

A lambda-kalkulus elmélete E=F alaki formuldk halmaza. Az E=F formula
az alabbi levezetési szabdly, valamint a logikai axidémak és szabdlyok segitségével
vezethetd le:

A A-kalkulus egyetlen levezetési szabdlya:
Av.M)N =M [v :=N], ahol M,N € A.

Logikai axiomdk és szabdlyok:
M=M

M=N=—N=M
M=N,N=L=M=L

M=M —MZ=MZ'
M=M=—ZZM=ZM'
M=M= Ax.M=Ax.M'

Az E=F levezethetGségét A+ E = F-fel is jeloljik. Indukcidval igazolhaté az
alabbi:

12. Tétel. M = N akkor és csak akkor, haAl- M =N.

5. A lambda-kalkulus erejérdl

A kovetkez6 tétel, a Fixpont tétel biztositja, hogy a lambda-kalkulusban model-
lezhet6 a rekurzivitds:

13. Tétel. (Fixpont.)
(i) Minden F-hez van olyan X, hogy FX =X (azaz, A\ FX =X)
(i1) Létezik egy fixpont kombinétor
Y =Af.(Ax f (xx))(Ax f (xx)),
melyre
F(YF)=YF
barmely F A-kifejezésre.

Bizonyitas.
(i) Legyen W olyan, hogy W =Ax.F(xx), tovabba legyen X = W W. Ekkor
X=WW=Ux.Fxx))W=F(WW)=F(X)
valéban.
(i1) Lasd az (i) bizonyitdsat.
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Reprezentdlhatok a lambda-kalkulusban a természetes szamok is, mint az igyne-
vezett Church szdamok.

14. Definicio.
(i) Ha F, M € A, akkor definidlja az F" (M) kifejezést a kovetkezs:
F'(M)=M, F'T (M) = F(F"(M))
(ahol n tetszSleges természetes szdm)
(ii) A ¢, Church szdmok:
cn=Afx.f "(x)

Tekintsiik a kovetkez6 kombindtorokat:
A+ =Axypq.xp(ypq)

A =Axyz.x(yz)

Acxp =AXxy.yx.

15. Allitas. (Rosser.)
() Atepem=Cp+m
(i) AxCnCm =Cpxm
(ii1) Aexpcncm =c¢,m if m # 0.

A bizonyitds indukcidval torténhet.

Igazolhat6, hogy a lambda-kalkulusban definidlhaté fiiggvények osztilya egybe-
esik a Turing kiszamithato fiiggvények osztdlydval. Ezt nem bizonyitjuk. A lambda-
kalkulusra kiilonb6z6 modellek is adhatdk.



4. FEJEZET

MODELLELMELET

Evszdzadokon keresztiil a matematikai vizsgalatok tirgya egy-egy konkrét struktira
volt. Az axiémdk azt a célt szolgéltdk, hogy minél jobban leirjdk az adott struktirat
(ez tortént példaul a geometridban a tér struktirdjanak leirdsakor, az aritmetikdban a
természetes szamok struktirajanak leirasakor stb.).

Ez a szemlélet kés6bb kiegésziilt egy masik szemlélettel. Nem egy, hanem tobb
struktirdr6l kezdtek el gondolkodni. A szdndékolt interpreticidkon kiviil egyéb in-
terpretaciokat is elkezdtek vizsgdlni. Ugy fogalmazhatnank, hogy mig régebben egy
rogzitett struktirdhoz kerestek axiémdékat, gy kés6bb bizonyos rogzitett axiémakhoz
(rogzitett elmélethez) kezdték el keresni az 6ket kielégitd struktirdkat. Ennek tobb oka

is volt.

Egyrészt az inkomplettségi tételekkel vildgossa vélt, hogy legtdbb struktira elmé-
letét nem lehet az axiomatikus mdédszerrel kimerit6en leirni, és érdekessé valt, hogy
egy-egy axidmarendszernek a kiindulési struktdrdn kiviil még melyek a lehetséges
modelljei. Gondolhatunk példaul a parhuzamosséagi axioma nélkiili geometria axioma-
rendszerére, amelyet kielégithetnek nemeuklideszi geometridk is, vagy gondolhatunk
a testaxiomdkra, melyeket nemcsak szdmtestek elégithetnek ki stb. S6t azt is tudjuk
(Lowenheim—Skolem-tétel), hogy éltaldban még a struktira egész elméletével sem
lehet a struktirat megragadni. A szdndékolt interpretdcidt standard struktirdnak is
nevezziik, a szdndékolt interpretidcié elméletének egyéb, standard struktirdval nem
izomorf modelljeit pedig nemstandard struktiirdnak.

Mdsrészt 1étrejottek a matematikdban a nagy 4ltaldnositdsok, felfigyeltek tobb
struktira kozos tulajdonsdgaira. Ezek koziil bizonyosakat axidomaként rogzitettek, és
igyekeztek leirni azon struktdrdkat, amelyek kielégitik ezen axidomdkat. Létrejott a
topolégikus tér, metrikus tér, linedris tér stb. fogalma. Az algebran beliil 1étrejott a
modern algebra, amely els6sorban absztrakt struktiraosztilyokkal foglalkozik, majd
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az ezt is altalanositd univerzdlis algebra, mely teriilet mar az algebra és logika hatdran
fekszik.

Azaltal, hogy tobb struktirardl kezdtek el gondolkodni, érdekessé vélt az attérés
egyik struktirdrdl a mésikra (példdul a struktirdk kozotti leképezések, homomorfizmu-
sok, izomorfizmusok vizsgdlata), érdekessé valt dj struktirdk konstrudldsa (példaul az,
hogy miként képezhetiink részstruktdirakat, szorzatstruktirakat, hanyadosstruktirakat
stb.).

Mig addig elsGsorban azzal foglalkoztak, hogy egy adott A struktira elmélete
(Th.A) axiomatizalhato, illetve eldonthetd-e, azt is elkezdték vizsgélni, hogy amennyi-
ben egy K struktiiraosztdlybdl indulunk ki, akkor ennek elmélete (Th ) axiomatizal-
hato, illetve eldonthetd-e?

A logikdnak az a szelete, amikor egyszerre tobb struktirarél, vagy egy struktd-
raosztalyr6l gondolkodunk, a modellelmélet. A modellelmélet kozel 4ll az univerzalis
algebrdhoz, a hangsuily azonban a logikai szemléleten van. Tédgabb értelemben a mo-
dellelmélet a logikai szemantikét jelenti, szemben a bizonyitaselmélettel.

Ugyanigy, ahogyan a szemantika, a modellelmélet is szerves része a logikdnak.
Ezért mar e konyv el6z6 fejezeteiben is elkeriilhetetlen volt, hogy fontos modellelmé-
leti fogalmakat (példaul részmodell, Herbrand-modell, Lowenheim—Skolem-tétel stb.)
és médszereket (példdul redukcids tételek, modellmédszer stb.) targyaljunk. Erdekes
és viszonylag 1j teriilete a modellelméletnek az dgynevezett ,,véges modellelméler”. A
véges modellek példdul a szdmitidstudomdnyban igen fontosak, és szdmos tekintetben
masképpen viselkednek, mint a végtelen modellek. Terjedelmi korlatok miatt jelen
fejezetben nem tudunk kitérni a véges modellek tanulmédnyozasara.

A 4.1-ben néhdny fontos modellosztdlyt ismertetiink, majd a nevezetes ,,modell-
moédszert” targyaljuk. A 4.2-ben a nemstandard modell fogalmét vazoljuk. A 4.3-ban
nevezetes modellkonstrukcidkkal, elsésorban ultrahatvanyokkal, ultraszorzatokkal is-
merkediink. A 4.4-ben modellosztilyok strukturalis tulajdonsigai és az osztdlyokat
definidl6 axiomék szerkezetének kapcsolatdt targyaljuk.
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4.1 Nevezetes axiomarendszerek. Modellmodszer

4.1.1 Nevezetes axiomarendszerek

Felsorolunk néhdny a matematikaban fontos konkrét modellosztdlyt (absztrakt mo-
dellosztilyokkal majd 4.4-ben foglalkozunk). Az aldbbi modellosztdlyok axiémdkkal
adottak:

e Csoportok

A csoportelmélet nyelve tartalmazza a + kétvéltozos, a — egyvaltozds miivelet-
szimbd6lumokat és a 0 konstansjelet.

Az axiémak:

1) WIxWVzx +(+2)=(x+y)+2)
(1) Vx(x +0=xA0+x=x)

(i) Vx(x + =x=0A-x+x=0)

Ha ilyen jeloléseket hasznélunk, szokds a csoportot additiv csoportnak is nevezni
(szemben a multiplikativ csoporttal, ahol a miiveletet szokds a - jellel, a konstanst
pedig 1-gyel jelolni). Ha csupdn az elsé axidomét tessziik fel, akkor félcsoportrol
beszEliink. Ha a fenti axiémdkon kiviil még a kommutativitdst is megkdveteljiik,
tehat ha VxVy(x + y=y + x) igaz, akkor Abel-csoportrol beszéliink.

o Rendezett struktirdk

A rendezés nyelve egy kétvdltozds, éltaldban < jellel jeldlt reldcidszimbdlumot
tartalmaz.

Axiomak a kovetkezd (i), (i1) és (iii) tulajdonsdgok:

i) Vx—x<x (irreflexivitas),
(1) VxVyVz(x < yAy<z—x<2z) (tranzitivitas),
(iil) VxVy(x < yVy <xVx=y) (trichotomia, masképpen linearitas).

Rendezésekkel 4.2-ben fogunk részletesebben foglalkozni. Definidlni fogjuk a
stird, a diszkrét, a végpont nélkiili stb. tulajdonsdgi rendezéseket.

A csoportok nyelve is kiegészithet6 a rendezési reldcié jelével. Megfelels, a ren-
dezésre vonatkozé axidmakkal kiegészitve a csoportaxiomakat, kapjuk a rendezett
csoportok axidmarendszerét.
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Testek (kommutativ testek)
A testek nyelve az + és - kétvaltozds, a — egyvaltozds miiveleti jeleket és a 0,
valamint 1 konstansjeleket tartalmazza.

A testekre feltessziik a kovetkezd (i), (ii) és (iii) tulajdonsdgokat:

(i) az +, — miveletekre és O-ra nézve teljesiiljenek az Abel-csoportok axiomadi.
(i) a - szorzds miiveletre, valamint O-ra és 1-re teljesiiljenek a kovetkez§ tulaj-
donsagok:

VxVyVz(x - (y-z)=(x-y)-z)

(szorzas asszociativitasa)

VxVy(x-y=y-x)

(szorzas kommutativitasa)

Vx(x-1=xAl-x=x)

(egységelem létezése)

Vx(x #0—=3dy(y-x=1Ax-y=1))

(inverz létezése, O kivételével)

0=1

(legaldbb két elem létezése)

(iii) a - az +-ra nézve disztributiv mindkét oldalrdl, azaz teljesiil

VxVyVz(x -(y +z2)=x-y +x-2) és

VxVyVz (y +z)-x=y-x +z-x).

A (i1) tulajdonsdg tomoren igy fogalmazhatd, hogy a test alaphalmazdbdl elhagyva
0-t, a kapott halmaz egyrészt ne legyen iires, masrészt legyen Abel-csoport a
szorzasra és 1-re nézve.

Gyakran nem koveteljik meg a test definici6jandl a szorzds kommutativitisat
(nemkommutativ testek).

Egy test algebrailag zdrt, ha benne minden legaldbb elsd fokd polinomnak van
gyoOke, azaz minden n = 1-re igaz a

Vay,Van—1...YaoIx(ay # 0= apx™ + ap_1x" "'+ ... 4 ap=0)
formula, ahol x" x 6nmagaval vett n-szeres szorzatat jeloli.

Egy test karakterisztikdja az a legkisebb n, amennyiszer a test 1 elemét 6nmagdhoz
adva O-t kapunk. Ha nincs ilyen n, akkor a test O karakterisztikaju.

Ha a (ii) tulajdonsdgokbdl csak az asszociativitdst tartjuk meg, az (i) és (iii) tu-
lajdonsdgokat valtozatlanul hagyva, akkor megkapjuk a gyiiriik axiomarendszerét.
A gytrl nullosztomentes, ha a VxVy(x -y =0—x =0V y =0) tulajdonsag teljesiil.
Igazolhatd, hogy test mindig nullosztomentes.

Egy test valésan zdrt, ha

(i) minden pdratlan fokszdmu polinomnak van gyoke,

(ii) ha (- 1) nem 4ll el§ két négyzetszdm Osszegeként (VxVy (x? + y2 = —1)),

(iii) barmely szdm vagy az ellentettje négyzetszam (Vx Iy (x =y V —x =y?)).
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Testek a valés vagy komplex szdmok, a megfeleld szokdsos miiveletekre nézve,
vagy az egy rogzitett p primszdmra vett maradékosztalyok, a maradékosztalyokkal
végzett szokdsos miiveletekre nézve. A ,,standard” algebrailag zart test a komplex
szdmok teste. A ,,standard” valdsan zdrt test a valds szamok teste.

Gyiirid példaul az egész szamok, a valés szamokon értelmezett fiiggvények, a
polinomok, az azonos méretli négyzetes matrixok, a maradékosztilyok 6sszessége
a megfelel$ szokdsos miiveletekre nézve.

o Rendezett testek
Rendezett test egy olyan test, ahol értelmezett egy < rendezés, amelyik irreflexiv,
tranzitiv és trichotom, tovabba teljesiil a kdvetkez6 két monotonitas tulajdonsag:
VxVyVz(x <y—x+z<y+2)
VaxVyVz(x <yAz>0—x-2<y-2)

A legfontosabb példa rendezett testre a valds szdmok rendezett teste.

e Boole-algebrdk

A Boole-algebrak nyelve az + és - kétvaltozds, a — egyvaltozds miiveleti jeleket
és a 0, valamint 1 konstansjeleket tartalmazza.

Feltessziik a kovetkezd axiomapdrokat:
1) WxWVzx+(+2)=(x+y)+2)
VxVyzVz(x-(y-z2)=(x-y)-2)

(i) VxVy(x +y=y +x)
VxVy (x-y=y-x)
(iii) VxVy(x -y + y=y)
VxVy((x +y)-y=y)
(iv) VxVy(=(x + y)=(=x)- (=)
VaVy (=(x-y)=(=x)+ (-y))
(v) VaxWyVz(x-(y +2)=x-y+x-2)
VxVyVz(x + (y-2)=x +y)-(x + 2))
(vi) Vx(x + (=x)=1)
Vx(x-(-x)=0)

Nyilvén, tgy kapjuk az axiémapédrok mdasodik tagjait az els6kbdl, hogy az + és -
miiveleteket, valamint az 1-et és O-t felcseréljiik. Ez a Boole-algebrakra érvényes
Ugynevezett dualitds egy esete.

Igazak a Boole-algebrakban a kovetkezd nevezetes, igynevezett idempotencia tu-
lajdonséagok:

Vx(x +x=x),

Vx(x-x=x),

amelyek a (iii) elnyelési tulajdonsdgnak specidlis esetei.

x <y Boole algebrdkon akkor és csak akkor, ha x -y =x.
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Boole-algebra példaul egy adott tetsz8leges, de rogzitett H halmaz részhalmaza-
inak Osszessége az uni6-, metszet-, komplementerképzésre, valamint az ()-ra és
H-ra mint konstansokra nézve (Boole hatvdnyhalmaz-algebra). Boole-algebra az
T és | ,igazsagértékekbsl” allo kételeml halmaz, a Vv, A, — miveletekkel és a
J és 1 értékekkel mint konstansokkal elldtva, ahol a miiveleteket az ismert igaz-
sagtabldk szerint definidljuk. Ez a Boole-algebra az ugynevezett ,,igazsdgértékek
Boole-algebrdja” (a kételemii Boole-algebra). Erdekes Boole algebra a 4.2, 18.
feladatban taldlhat6 példa.

Egy Boole-algebra arommentes, ha teljesiil a kovetkez6 tulajdonsag:

Vxdy(x #0—0<yAy <x). Atommentes Boole-algebra példaul a raciondlis sza-
mokon, mint alaphalmazon, az [a,b] alakd intervallumok &ltal generdlt Boole-
halmazalgebra. Az atommentes Boole-algebrik ,ellentétei” az atomos Boole-
algebrak. Ilyen példdul barmely halmaz hatvanyhalmaz-algebrija, ahol az atomok
a halmaz elemei.

A Boole-algebra fogalméra még visszatériink 6.1-ben.

e Hdlok
A halok nyelve a kétvaltozés U és N miiveleti jeleket tartalmazza.

E miveletekre feltételezziik a kommutativitast, asszociativitast, valamint az idem-
potenciit mint axiémadkat (tehdt minden Boole-algebra halo).

e Grdfok
A grafok nyelve egy kétvaltozoés E relacidjelt (éllel 6sszekotottség) tartalmaz.

A hurokmentes és irdnyitatlan grafok axiémadi:
(i) Vx—-Exx (irreflexivitas)
(i) VxVy(Exy — Eyx) (szimmetria)

Megjegyezziik, hogy a fenti axiémaknal végig kiirtuk a kvantorokat, de elfogadott
gyakorlat a matematikdban, hogy az univerzélis kvantorokat formalisan elhagyjuk,
tehat példaul VxVy(x + y=y + x) helyett csak ezt irjuk: x + y=y + x.

4.1.2 Modellmodszer

Megadjuk néhdny logikai fogalom: az ellentmonddstalansdg, a fiiggetlenség és a
komplettség modellelméleti jellemzését, a teljességi tétel segitségével. Az el6bbi fo-
galmakat a szintaktikai értelemben tekintjiik definidltnak (lasd 3.1.1), kalkulusként a
Hilbert-kalkulust tételezziik fel, de helyette barmely teljes kalkulust is valaszthatnank.
A bizonyitdsokban kihaszndljuk majd a Godel-teljességi tétel a) valtozat (3.1 rész
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21. Tétel) azon kovetkezményét, hogy a fenti logikai fogalmak szintaktikai és sze-
mantikai definici6i ekvivalensek.

Legyen X egy els6rendd nyelv tetsz6leges formulahalmaza.

Az ellentmonddstalansdg idevagé jellemzésének a Godel-teljességi tétel b) verzidjat
tekinthetjiik, azaz a kovetkezét:

Y ellentmonddstalan akkor és csak akkor, ha ¥-nak van modellje.

Hangsilyozzuk, hogy e jellemzés altaldban csupan relativ ellentmonddstalansdg bizo-

Py

nyitasét teszi lehet6vé (1asd 3.4.1).

A kovetkezd tétel a fiiggetlenségfogalom modellelméleti jellemzését nyijtja:

1. Tétel. (Fiiggetlenség jellemzése.)

Egy a formula fiiggetlen a 3. formulahalmaztdl akkor és csak akkor, ha
Y U {a}-nak és ¥ U {—a }-nak is van modellje.

Bizonyitas.
Ekvivalencidkat sorolunk fel. o fiiggetlensége 3:-tdl azt jelenti, hogy sem ¥+« sem
Y —a nem teljesiil. Kihaszndlva a teljességet (masképpen: a fiiggetlenségfogalom
szintaktikai és szemantikai definiciéinak ekvivalencigjat) sem X Fa, sem ¥ F—~a nem
teljesiil. Azaz a kovetkezményfogalom definicidja szerint ¥ U {—a }-nak és ¥ U {a }-
nak is van modellje, mint azt allitottuk.

]

A kovetkezd tétel elméletek komplettségének modellelméleti jellemzését adja:

2. Tétel.

Egy I' elmélet komplett akkor €s csak akkor, ha I' valamennyi modell-
jének ugyanaz az elmélete.

Bizonyitas. Ha I' ellentmonddsos, akkor az allitas trividlis. Ha I' ellentmondastalan,
akkor tekintsiik a kovetkezd ekvivalencidkat.
I" komplettsége azt jelenti, hogy barmely o zart formuldraa € I' vagy —a € I  teljesiil.
I' elmélet, tehat zart a levezetésre, vagyis az el6bbi tulajdonsdgok I't-ca-val, illetve
I'F —a-val ekvivalensek, ezek pedig a teljességi tétel miatt I' = ¢ -val, illetve I' F — ¢ -
val. Ez utébbi két tulajdonsig egyiittesen nyilvan pontosan azt jelenti, hogy a I' elmélet
modelljei megegyeznek.

|
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Arra, hogy két modellnek ugyanaz az elmélete, azt fogjuk mondani (ldsd majd 4.2
részt), hogy a két modell elemien ekvivalens.

Komplett elméletek esetén '« helyességét tehat ugy is verifikdlhatjuk, hogy '«
helyett I' tetszdleges A modelljén vizsgdljuk I'Ea helyességét. Itt A-t édltalaban T’
»standard modelljének” érdemes vélasztani.

A Godel-teljességi tétel b) valtozata, valamint a fenti két tétel fontos médszert
ad rendre az ellentmonddastalansag, fiiggetlenség és komplettség vizsgélatira. Azt a
moédszert, amikor az ellentmondastalansag, fiiggetlenség és komplettség fogalma-
kat a fenti, modellelméleti jellemzések segitségével vizsgaljuk, modellmodszernek
hivjuk.

A ,modellmédszer” mindig fontos szerepet jitszott a matematikai kutatdsokndl.
Példaul alkalmazasaval vizsgdltdk a parhuzamossidgi axiéma fiiggetlenségét, a hiper-
bolikus geometria relativ ellentmondastalansdgat, a halmazelméletben a kontinuumhi-
potézis fiiggetlenségét, vagy a halmazelmélet kiilonféle relativ ellentmonddastalansagi
kérdéseit.

ook sk

Néhany példdt mutatunk a modellmédszer alkalmazdsira. Az aldbbiakban ellentmon-
déastalansagon relativ ellentmonddastalansagot értiink.

1. Példa. o és (8 legyenek egyvdltozds reldcidjelek. 1gazoljuk, hogy a
dx(a = p) < Ixa — IxP, y-val jelolt formula fiiggetlen a logikai axiomdktol!

Legyen az A modell a kovetkezd: az alaphalmaz legyen két elemd, példaul
A={b,c}, valamint ¢ és f legyenek olyan 1 argumentumd reldciék, hogy
a(b)=t, a(c)={, B(b)=], B(c)=]. Konnyd belitni, hogy ekkor y hamis .4-n.
Masrészt ha a és (8 éllitdskonstansok, akkor a formula nyilvan igaz.

Vagyis 1étezik y-t kielégitd és —y-t kielégité modell is, tehét y valéban fiiggetlen
az axiémaktol.

2. Példa. Igazoljuk, hogy a kétargumentumii reldcick szimmetria tulajdonsdga fiigget-
len a reflexivitds és tranzitivitds tulajdonsdg pdrtol!

Példaul a természetes szamokon a < reflexiv és tranzitiv relacid, de nem szim-
metrikus. Masrészt tekintsiik ismét csak a természetes szamokon azt a relaciot,
amelyik akkor 4ll fenn két természetes szdm kozott, ha azok kiillonbsége paros.
Ez is reflexiv és tranzitiv relacid, de szimmetrikus is. Tehat van olyan reflexiv és
tranzitiv reldcid, amelyik szimmetrikus, és olyan is van, amelyik nem, azaz igaz
az allitott fiiggetlenség.
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3. Példa. Ellentmonddstalan-e a testaxiomdk rendszere, kibévitve a
dx(—x=0Ax + x + x=0), a-val jelolt axiomdval? Ha igen, akkor fiiggetlen-e a a
testaxiomdaktol?

Tekintsiik a 3 szerinti maradékosztalyok testét. o igaz e testen, tehdt a kérdéses
axiémarendszernek van modellje, azaz ellentmonddstalan.
Példaul a valés szamtesten hamis az & formula, ezért  fliggetlen a testaxiomaktol.

4. Példa. Igazoljuk, hogy az Abel-csoportok axiomarendszere ellentmonddstalan!

Elég példat mutatni egy konkrét Abel-csoportra. Ilyen példaul az egész szdmok
Abel-csoportja.

5. Példa. Ellentmonddstalan-e a kovetkezd axiomarendszer?
VxVyVz(x-(y-z)=(x-y)-2)
VxVy(x #y—Xx -y #y-Xx)

Definidljuk a természetes szamok halmazin a kovetkezd - ,,szorzds” miiveletet:
x -y =y. Ekkor a szorzds nyilvén kielégiti a fenti axiémdkat, tehit az axiémarend-
szernek van modellje, igy ellentmondéstalan.

6. Példa. Mutassa meg, hogy a testek axiomatikus elmélete nem komplett!

Sok olyan els6rendi tulajdonsdg ismert, amelyik fiiggetlen a testaxiomaktol. Nyil-
vanvaldan ilyen példaul az a tulajdonsag, hogy a testnek pontosan két eleme van.

7. Példa. Igazolja, hogy a valdsan zdrt testek axiomatikus elméletének tétele az a
tulajdonsdg, hogy minden mdsodfoki polinomnak pontosan kettd, pontosan egy valos
gyoke van, vagy nincs gyoke!

Ismert, hogy a valdsan zart testek elmélete komplett. Modelljeinek elméletei ezért
megegyeznek. Elegendd ezért az dllitdst példaul a valds szdmok szokdsos R
modelljén vizsgdlni. Itt tudjuk, hogy igaz az éllitas.
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4.2 Standard és nemstandard modellek

E részben a modellelmélet kiilonb6z6 teriileteit érintjiik, igy az elemi ekvivalencia—
izomorfizmus kapcsolatot, a Lowenheim—Skolem—Tarski-tételt, a rendezések elméletét,
a komplettség bizonyitdsanak mddszereit. Elsésorban azonban struktira és elméletének
kapcsolatat jarjuk koriil. Latni fogjuk, hogy egy struktira elmélete altaldban nem
hatdrozza meg magét a struktdrat.

4.2.1 Nemstandard modell fogalma,
Lowenheim—Skolem-Tarski-tétel

Bevezetiink el6szor néhany egyszerti fogalmat és konstrukciot.

1. Definicié. (Modellek izomorfidja.) Akkor mondjuk, hogy az

A=(A, fi,...fxs Pi,...Pyp) és a B=(B, g1,...8k, Ri,... Ry) azonos tipusud strukti-
rak izomorfak (A~ B), ha az alaphalmazok kozott 1étezik egy i: A — B kolcsonosen
egyértelmd, reldcié-, valamint miivelettart6 leképezés, tehat

A|=Pj(a1,...al) akkor és csak akkor, ha B|=Rj(ia1,...ial) (G=12,...m)

az egymasnak megfeleld példaul [ valtozos P, illetve R; relaciokra €s ay,...a; € A
elemekre, tovdbba

ifiai,...an)=gjliay,...ian)  (=1,2,...k)

az egymdsnak megfelel6 példdul n véltozos f;, illetve g; fiiggvényekre €s ay, ...ap, € A
elemekre.

Az izomorfia mar ismert fogalom a matematikai tanulmdnyainkbdl. Jelentése,
hogy a két struktira ,,azonosithat6”. Ugy tekinthetiink egy .A-val izomorf struktirara,
mintha 4 alaphalmazanak elemeit, fiiggvényeit, relaciéit csupan dtjelolnénk. Izomorf
struktirdk példdul a sikvektorok linedris tere és a valds szdmpdrok linedris tere a
szokdsos miiveletekkel vagy a természetes szdmok a rendezéssel és a paros természetes
szdmok a rendezéssel.

2. Definicié. (Modellek elemi ekvivalencidja.) Az A és B azonos tipusu struktirak
elemien ekvivalensek (jelolésben: A = B), ha a nyelv barmely ¢ zart formuldjira
AF ¢ akkor és csak akkor, ha BF ¢, azaz Th A=ThB.
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Az elemi ekvivalencia jelentése tehdt az, hogy elsdrendii nyelv zdrt formuldinak
segitségével e struktiirdk nem kiilonboztethetok meg. Azt, hogy e struktirdk elsérendi
nyelven nem kiilonboztethetSk meg, igy is mondjuk, hogy elsérendii tulajdonsdgaik
megegyeznek.

Ha A~ B, akkor A = B. Hiszen az igazsagértékeket nem befolyédsol6 kiilonbség
van csak a kozott, hogy egy zart formulat A-n vagy B-n értékeliink-e ki.

Elemi ekvivalenciat igazolni dltaldban nem konnyd, erre kiilonbozé mdédszerek 1étez-
nek. Azt, hogy két modell nem elemien ekvivalens, igy igazoljuk, hogy keresiink
legaldbb egy olyan zart formulét (elsérendi tulajdonsigot), amelyik az egyik modellen
fenndll, mig a masikon nem (igy természetesen azt is igazolhatjuk, hogy két modell
nem izomorf).

Megmutatjuk, hogy forditva, A = B nem implikdlja A ~ B-t.
Legyen A = (raciondlis szdmok, <) és 5= (val6s szdmok, <). Latni fogjuk a kovetke-
28 részben, hogy A = B. Azonban A és B nyilvan nem izomorf, hiszen alaphalmazuk
szdmossaga kiilonboz6é. Ennél is egyszerlibb példa, amelyet még ebben a részben
igazolni fogunk, hogy az egész szdmok rendezése, valamint az egész szimok rendezett
halmazéanak két példanya ,,0sszeflizve” elemien ekvivalens, de nem izomorf modellek.
Igaz tehat a kovetkezd:

Ha két struktdra elsérendi tulajdonsdgai megegyeznek, nem feltétleniil
izomorfak. Egy struktira elsérendii elmélete altaldban nem determinélja
magét a struktdrat.

Azonban az elemien ekvivalens struktirdk dgynevezett magasabb rendii nyelvek segit-
ségével (példdul misodrenddi nyelvekkel) dltaliban mar megkiilonboztethetdek.

Példa. Mutassuk meg, hogy az A={({0, 1, 2,...}, +) és B=({1, 2,...}, +) strukti-
rdk nem izomorfak.

Lathatd, hogy .A-ban van 0 elem, mig B-ben nincs.

Tekintsiik tehat a IxVy(y + x =y) formulat, a formula .4-n igaz, B-n pedig nem,
ezért A, illetve B valéban nem izomorf, hiszen még csak nem is elemien ekviva-
lensek.

Megjegyezziik, hogy véges struktiirdk esetén az elemi ekvivalencia implikdlja az
izomorfidt, mint az konnyen meggondolhato.

Ezutan e rész cimad6 fogalmaira tériink rd. A 2.1.4 (formalizdlas) részben mar
érintettiik a standard modell (mésképpen szdndékolt interpreticié) fogalmat. Jelen
részben a modellelmélet szempontjabdl vessziik szemiigyre ezt a fogalmat, pontosab-
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ban egy logikai elmélet standard modelljének fogalmat. Induljunk ki egy rogzitett
modellbdl, A-bél, és megdllapodds szerint tekintsiik A-t standard modellnek.

Példaul standard modell a geometriai tér szokésos struktirdja vagy a valés szdmok
szokdsos struktirdja stb. A standard struktirdkat altaldban valamilyen halmazelmé-
leti konstrukcié utjan definidljuk. Bizonyos esetekben onkényes lehet az, hogy mit
tekintiink standard struktirdnak, ez kontextustdl is fiigghet.

3. Definicié. (Nemstandard modell.) Egy standardnak tekintett .4 modell elméletének
(Th.A-nak) nemstandard modelljén értink egy olyan B modellt, amelynek elmélete
megegyezik Th.A-val, tehat Th.A=ThB, de B nem izomorf .4-val.

Megjegyezziik, hogy néha szoktdk a nemstandard modell fogalmat dgy is defi-
nidlni, hogy még azt is megkovetelik, hogy az eredeti struktira elemien bedgyazhato
legyen (1dsd majd 4.3.1) a nemstandard struktdréba.

Tekintsiik most az aritmetikat: legyen £ az aritmetika nyelve: +, -, S, 0, <. Az aritme-
tika standard modelljén értjiik a szokdsos N = (N, + NN SN oV, <AQ modellt,
ahol a feliilindexelt miveletek, illetve relaciok a szokasos miveletek, illetve relaciok
N-en.

4. Tétel. Az aritmetikanak létezik nemstandard modellje.

Bizonyitas. Tekintsiik a kovetkezd ¥/ formulahalmazt:
Y=ThNU{0<x,1<x,1+1<x,1+1+1<x,...},

ahol x individuumvailtoz6, és 1 SO-t jeloli. Jelolje 1 + 1 +...+ 1-etn.

3'-re alkalmazhaté a kompaktsdgi tétel, ugyanis X'-nek minden véges részhalmaza
kielégithetd példaul az N standard modellen. Hiszen x interpretdlhaté Ggy valamely
a-val e modellen, hogy N+ 1V + V< a, tehét V4 1V + o+ Vetnonel
jelolve, nN<a teljesiiljon rogzitett n-re. A kompaktsagi tétel szerint igy 3'-nek is van
egy A modellje. A egyrészt kielégiti Th N -et, masrészt van benne olyan b elem, hogy
1A+ 14+ ...+ 1< b, azaz n* < b minden n-re. A és N nem izomorf, mert A-ban
van ,,végtelen nagy szam”.

|

Hasonléan bizonyithat6, hogy a valés szamok standard struktirdjanak is 1étezik
nemstandard modellje (tobbek kozott ezen struktirdkkal foglalkozunk majd a 6.3 alfe-
jezetben).

Megjegyezziik, hogy nyilt elsérendii formuldk segitségével mar esetleg megkiilonboz-
tethetGek az elemien ekvivalens modellek. Példa erre a bizonyitdsbeli {n <x:n Ew}
formulahalmaz és az A és B modellek.
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A 2.4-ben igazoltuk a Lowenheim—Skolem-tételt. Parja a tételnek a kovetkezd
Lowenheim—Skolem-Tarski-tétel (masképpen: ,felszalld” Lowenheim—Skolem-tétel).
A két tételt és a hasonld jellegli tételeket, 6sszefoglalé néven, szokds Lowenheim—
Skolem-tételkorként idézni. Akarcsak a Lowenheim—Skolem-tételnél, most is kivételt
tesziink azon megdallapodds aldl, hogy az alapnyelv legyen megszamlalhato, tehat £
legyen n szdmossagu.

5. Tétel. (Lowenheim—Skolem—Tarski-tétel.)

Tegyiik fel, hogy zart formuldk egy > halmazinak van végtelen mo-
dellje, és a nyelv szamossdga 1. Ha A egy n-ndl nagyobb vagy vele
egyenl$ szamossdg, akkor Y-nak van pontosan A szdmossagi modellje
is.

Bizonyitas. Bovitsiik a nyelvet individuumkonstansok A szimossagi C halmazaval, és
jeloljiik az igy kapott L£(C) nyelvet roviden £’-vel. Tekintsiik a
o =xU {Ci #CjlCi,Cj e C}

formulahalmazt. A tovabbiakban £’ tipusi modellekben gondolkodunk.
®-nek a kompaktsagi tétel értelmében van modellje, hiszen ¢ minden véges ' formu-
lahalmazdnak van modellje. Ugyanis egyrészt, mivel X-nak van modellje, ez &' X-hoz
tartozd részének is modellje. Masrészt a feltétel szerint valaszthatjuk ezt a modellt vég-
telennek, ezért C minden C’ véges részére a C’-beli konstansok ezen a modellen inter-
pretdlhatéak ugy, hogy kielégitsék a ®’-h6z tartozd véges {c,- #cjici,c;€C,i# j}
feltételrendszert.
Mivel ®-nek van modellje, alkalmazhaté a Lowenheim—Skolem-tétel (2.4.3 rész 11.
Tétel): Az L' nyelv szdmossdga A, ezért van ®-nek egy legfeljebb A szamossagu
modellje. Azonban e modell szimossdga ® definici6ja miatt legaldbb A. Utébbit a
Hlegfeljebb A7 feltétellel Gsszevetve, a modell szdmossdga pontosan A.
A nyert £’ tipusd modellt £ tipustinak tekintve, megkapjuk a keresett £ modellt.

|

Kovetkezmény: Legyen A egy L tipust végtelen modell, és £ szdmossdga legyen 7.
Ekkor tetszdleges végtelen A = n szdmossdghoz van olyan B L-modell, hogy A = B,
és B alaphalmazdnak szdmossdga A. Specidlisan, ha £ megszamlélhatd, akkor barmely
végtelen szdmossaghoz van ilyen tulajdonsagu B.

Ugyanis alkalmazzuk a Lowenheim—Skolem—Tarski-tételt arra az esetre, amikor X
egy végtelen rogzitett A struktira elmélete (Th.A). A tétel biztositja olyan A szdmos-
sagi B modell 1étezését, amelyik modellje Th.4-nak, azaz A-val elemien ekvivalens.

Mar lattunk példat nemstandard modellekre. Lattuk, hogy egy struktira elmélete
nem feltétleniil determindlja magat a struktdrat. De a fenti Kovetkezmény szerint ennél
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tobb is igaz: végrelen struktira elmélete sohasem determindlhatja a struktirdt, azaz
sziikségszerii, hogy egy végtelen modell elméletének legyen nemstandard modell-
je. Tehat arra jutottunk, hogy egy struktirat altaldban nemcsak hogy axiomatikusan
nem lehet megragadni (hiszen az inkomplettségi tétel miatt dltaldban még a struktira
elméletét sem lehet megragadni), de a struktiirdt dltaldban egész elsérendii elméletével
(amely altaldban nem axiomatikus) sem lehet megragadni.

A matematika legtobb teriiletére tehdt sziikségszerlien igaz, hogy létezik egy olyan
vildg (nemstandard modell), hogy bdr itt ugyanazon (elsérendii) tételek igazak, mint a
szokdsos vildgban (standard modellen), mégis lényegesen kiilonbozik e vildg az erede-
titdl.

Ha egy elmélet a modelljeit nem hatdrozza is meg, de egy A szamossagot rogzitve,

esetleg meghatdrozza a A szdmossdgd modelljeit. KésGbb példat mutatunk arra, hogy
altaldban ez sem igaz (lasd majd példaul a ,,diszkrét rendezést”).

6. Definicio. Egy X elmélet A-kategorikus, ha A szamossagd modelljei izomorfak.

Ez igen er8s tulajdonsaga lesz egy elméletnek, csak specidlis elméletek rendelkez-
nek e tulajdonsédggal:

Példaul A-kategorikus a végtelen halmazok elmélete (azaz az egyenlGség elmélete,
kiegészitve a {p,: n=1,2,...} elsérend mondathalmazzal, ahol ¢, jelentése az, hogy
az alaphalmaz ,legaldbb n elem@”). Ugyanis, ha csak egyenl6ségrelacionk van, akkor
két struktira pontosan akkor izomorf, ha azonos a szdmossaguk.

Nyilvanval6é példa A-kategorikus elméletre barmely komplett elmélet, amelynek van
n elemd modellje valamely rogzitett n-re, ahol n természetes szam, és A =n. Hiszen
véges modellekre az elemi ekvivalenciabdl kdvetkezik az izomorfizmus. Ezért igazén
végtelen szamossagokra érdekes a A-kategoricitds fogalma. A-kategoricitdst bizonyitani
altalaban nem trivialis, a matematika kiilonbozd teriiletein mas-mas modszerek vezet-
nek célra. Erdekes fogalom a masodrendben kategoricitds fogalma is, erre az 5.1-ben
tériink ki.

4.2.2 Rendezések, komplettség ellenorzése

E részben példdkat mutatunk nemstandard modellekre, és példdkkal illusztraljuk a
Lowenheim—Skolem—Tarski-tételt. Mindez elsésorban a viszonylag egyszer(i elméle-
tek, a rendezések felhasznédldsaval torténik. El6szor ismertetjiik a rendezések néhany
alapfogalmat. E fogalmak 6nmagukban is érdekesek, valamint ismertek azon Olvasdk
szdmdra, akik jartasak a halmazelmélet alapjait illetSen.
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A rendezés fogalmat méar bevezettiik az el6z6 4.1-ben mint irreflexiv, tranzitiv és
trichotom reléciot, és < jellel jeloltiik. Rendezett halmaz egy olyan halmaz, amely el
van latva egy konkrét rendezési reldcidval.

El8szor felsorolunk néhédny fontos rendezett halmazt mint struktirét és a jeldlésiiket:
n: az elsé n természetes szdm rendezése,
w: a természetes szamok rendezése,
o™*: anegativ egész szamok rendezése,
B: az egész szdmok rendezése,
n: a racionalis szamok rendezése,
a valds szamok rendezése.

e

Akarcsak természetes szamokat, rendezéseket is tudunk 6sszeadni és szorozni. Legye-
nek A, illetve I3 rendezett halmazok A és B alaphalmazokkal, és jelolje e rendezéseket
e, illetve 0.

Az ¢ és 0 rendezések szorzata az a rendezés (jeldlje € -0), amelynek alaphal-
maza a C=A X B szorzathalmaz, a rendezés pedig a kovetkezd: ha (a,b) € C, és
(c,d) € C, akkor
b=d esetén {(a,b) < (c,d) pontosan akkor, ha a < c,

b < d esetén (a,b) < (c,d) a-tdl és c-tdl fiiggetleniil.

Tegyiik fel, hogy A és B diszjunktak. Az € és 0 rendezések dsszege az a rendezés
(jelolje € + 0), amelynek alaphalmaza A U B, a rendezési reldcié pedig a kovetkezs:
A-n, illetve B-n megtartjuk az eredeti rendezéseket, egyébként pedig, valamennyi A-
beli elem legyen kisebb valamennyi B-beli elemnél.

Ha a rendezéseket vertikalisan szemléltetjiilk, és a nagyobb elemek a kisebbek
felett helyezkednek el, akkor a rendezések Osszeaddsdnak szemléltetése az, hogy a
két rendezést ,,egymadsra helyezziik” ugy, hogy az els6 rendezés keriil alulra, a ma-
sodik feliilre. Rendezések szorzasdnak vertikdlis szemléltetése pedig az lehet, hogy
a mdsodik rendezés mindegyik eleme helyén az els6 rendezés egy-egy ,,példanyét”
képzeljiik el.

(
N
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Emlékeztetiink néhiny, a rendezésekkel kapcsolatos, halmazelméleti fogalomra.

A naiv megkozelitésben a rendezett halmazok kozotti izomorfia egy ekvivalenciarel4-
ci6 (mint altaldban az azonos tipusu strukturdk kozotti izomorfia). Tekinthetjiik ezért
ekvivalenciaosztilyait, azaz azonosithatunk két rendezett halmazt, ha izomorfak. Ezen
ekvivalenciaosztilyokat rendtipusoknak nevezziik. Megjegyezziik, hogy a széban for-
g6 ekvivalenciaosztalyok maguk is osztlyt alkotnak (mint azt 1atni fogjuk a 6.4-ben),
viszont a szokdsos axiomatikus halmazelméletben a reldciok, fiiggvények értelmezési
tartomdnya halmaz, ezért a rendtipus fogalmat masképpen vezetik be.

Egy adott A rendezett halmazhoz tartozé rendtipust jelolhetjiik Ap-val, tehat a fenti
w, o*, B, n rendezett halmazokhoz tartozé rendtipusokat rendre wg, @, Bo, 170-val
jelolhetjiik (szoktuk ugyanazt a jelolést haszndlni rendezett halmazra és a hozz4 tar-
toz6 rendtipusra, példaul n, w, 8, stb. jelolhetnek rendtipusokat is, ha félreértés nem
lehetséges).

A természetes szimok w rendezése rendelkezik azzal a tulajdonsdggal, hogy barmely
részhalmazdnak van legkisebb eleme. Az ilyen rendezések igen fontosak:

Egy rendezett halmaz jolrendezett, ha bdrmely részhalmazdnak van legkisebb eleme.

A jolrendezettség tulajdonsdg invaridns az izomorfidra, ezért értelmes a kovetkezd
definicio:

Egy rendtipus rendszdm, ha tetszoleges reprezentdns rendezése jolrendezett.

Megmutathatd, hogy a rendezések Osszeaddsidnak és szorzdsdnak definicidi szintén
invaridnsak az izomorfidra, ezért értelmes rendtipusok osszegérdl, illetve szorzatdrol
is beszélni (itt is szoktuk a rendezések jeloléseit rendtipusokra is alkalmazni, tehat,
példaul az v + w jelolésnél rendtipusok és rendezések Osszeaddsara is gondolhatunk).
S6t az is belathatd, hogy rendszdmok osszege és szorzata is rendszdm, tehét a rendsza-
mok Osszeaddsa és szorzdsa is értelmes miivelet.

Az is megmutathatd, hogy maguk a rendszdmok is rendezhet6k. E rendezés igy kez-
dédik: 0g, 1o, 20,...10,-..00, W+ 1, @+ 2,... stb., vagy egyszer(ibb jeloléssel:
0,1, 2,...n,...0, w +1, o +2,... stb. A rendszdmok és rendezéseik, mint az a
halmazelméletbdl ismert, a természetes szdmoknak és rendezésiiknek az dltalanositdsa
a ,,végtelenre”.

Megjegyezziik, hogy az aldbbiakban &ltaldban nem rendtipusokkal, hanem konkrét
rendezésekkel fogunk foglalkozni.

ook sk

A kovetkezbkben axiomatizdljuk bizonyos standard struktirdk elméleteit, majd példa-
kat mutatunk nemstandard struktirdkra. E standard struktirdk tehat specidlisak lesznek
annyiban, hogy a strukturak elméletei axiomatizalhaték (lasd Godel I. inkomplettsé-
gi tétele), s6t mint majd l4tjuk, végesen axiomatizdlhaték. Tehdt valamely véges X
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(X C Th.A) mondathalmazra teljesiil
ThA =Ded(Y). (D)

(1)-et adott X esetében tgy kaphatjuk, hogy Ded(X)-r6l igazoljuk, hogy komp-
lett (ugyanis (1)-ben Ded(X) C Th.A mindig igaz, és az egyenlGség akkor igaz, ha
Ded(X) komplett). Elméletek komplettségének igazoldsa a logika més teriiletein is
érdekes probléma. Ezért a komplettség bizonyitdsdnak technikdival kiilon is foglalko-
zunk e rész végén.

o Az egész szdmok rendezésének elmélete.

Tekintsiik az egész szamok rendezését, B-t. Kitlizott els feladatunk Thf axio-
matizdlasa. Thf nyilvan kielégiti a rendezés axiémadit. ,,Kisérletezniink” kell azonban
még tovabbi axiémadkkal is. Ilyen példaul a kovetkez6 (iv) tulajdonsag:

(1v) Vxdy(x < y) AVydx(x < y).

Ez a tulajdonsag a ,,végpont nélkiiliség”. Azonban még tovabbi axiémakra is sziik-
ség van, hiszen az eddigi (i)—(iv) axiomékat példdul a B-t6l 1ényegesen kiilonbozs n
rendezés is kielégiti. Tekintsiik a kovetkez6 (v) tulajdonsigot:

W) Vxdy(x <y A-Jz(x <z Az <yDAVyIx(x < yA—-Jz(x <z Az <Yy).

Ez a rendezés ,diszkrétr” tulajdonsdga, vagyis az, hogy barmely elemhez van kozvet-
leniil rakovetkezd, és van kozvetleniil 6t megel6z6 elem.

Megmutathat6, hogy az (i)—(v) axiémdk egyiittese, jelolje ezt Zﬂ, valéban axiomati-
zdlja ThB-t. Mint azt mér emlitettiik, ezt példdul gy lehet igazolni, hogy Ded (Xg)
komplettségét bizonyitjuk, ez utébbi bizonyitést itt azonban nem részletezziik.
Kénnyen ldthat6, hogy Yg-nak (ezért Thf3-nak) modellje § + 3, azaz 8 -2 is. Ebbol
mar megéllapithatd, hogy a  rendezés nem megszdmldlhato kategorikus, hiszen 8 és
f + f nem izomorfak (lasd majd az 1. Példat), ezért B + § nemstandard modellje Th
p -nak.

Altalaban Yg-nak (ezért Thp-nak) § -¢ is modellje, ahol ¢ tetszdleges rendezés
lehet. Ez a koriilmény jol illusztralja a Lowenheim—Skolem-Tarski-tételt, és azt,
hogy ,.fiijhaté fel” egy struktira, most nevezetesen 3. Hiszen egy f - ¢ tipusu ren-
dezés szamossaga akarmekkora lehet, ezért dltaldban nem izomorf B-val, de elmélete
megegyezik  elméletével.

o A raciondlis szdmok rendezésének elmélete.

E rész végén igazolni fogjuk, hogy a kovetkezd (i)—(iv) és (v) axiémak 3, -val
jelolhetd egyiittese dltal generdlt Ded(Xy,) elmélet komplert, ezért Ded(3y) pontosan
a raciondlis szdmok rendezésének elmélete.

Legyenek az (i)—(iv) axiémdk ugyanazok, mint az egész szdmok rendezésének

el6z6 (1)—(iv) axiémdi, tovabbd legyen az (v) axiéma:
V) VaVy(x <y—dz(x <z Az <y)).
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Ez a ,.siirii rendezés” tulajdonsdg, amely azt irja le, hogy barmely két elemhez taldlhat6
egy kozottiik elhelyezkedd elem.

Yg-hoz hasonl6an most is konnyen beldthato, hogy az #-¢ tipusi rendezések is
kielégitik az (i)-(v) axidmadkat, ahol e tetszbleges rendezés lehet. Tehat, ha & na-
gyobb megszamlalhaténdl, akkor nemstandard modellt kapunk. Ez is illusztralja a
Lowenheim—Skolem-Tarski-tételt és a modellek ,.felfijasat™.
Megmutathat6 azonban, hogy szemben Thf-val, a Thy elmélet w -kategorikus.
Felvetédik a kérdés, hogy ha az egy, illetve két végponttal rendelkezé (de a ma-
sik irdnyban nem korlatos) diszkrét rendezéseket vagy a siiri rendezéseket tekintjiik,
megmarad-e az axiomatizalhatésig? Erdekes eset példdul a természetes szamoknak
a szokdsos rendezése. Megmutathatd, hogy az axiomatizdlhat6sdg csak a felsd és
als6é végponttal is rendelkezd diszkrét rendezések esetében romlik el, az dsszes tobbi
esetben megmarad.

Nevezetes eredmény a végpont nélkiili diszkrét rendezések axiomatizalhatdsdga (a
fenti ()—(v) példaul egy alkalmas axiémarendszer).

Mar lattunk példat a természetes szdmok nemstandard modelljére, amelyben van
végtelen nagy elem (lasd 4. Tétel). Most a természetes szdmok egy korldtozott mo-
delljének elméletére mutatunk nemstandard modellt:

o A természetes szdmok egy sziikitett struktiirdjdnak elmélete.

Tekintsiik az £: S, 0, < nyelvet és a természetes szamok standard modell-
jét erre a nyelvre korldtozva: N ”=(N, SN,ON, <N > Igazolhatd, hogy a kovetke-
z6 (1)—(vii) axiomdk &ltal generdlt elmélet komplett. Mivel a természetes szdmok
standard modelljének korl4tozésa kielégiti az (i)—(vii) axiomadkat, ezért a széban for-
g6 elmélet pontosan a természetes szamok sziikitett standard modelljének elmélete

Th(N, SN, oV, <N>.

Az (1)—(iii) axiémdk legyenek a rendezés axiémdi, a tobbi axiéma pedig a kovet-
kez6:
(iv) VxVy(x < y — -y < x) (aszimmetria),
(v) Vy(y #0—dx(y=5x)),
(vi) VxVy(x < Sy x <yVx=y),
(vii) Vx—=(x < 0).

A természetes szamok fenti sziikitett struktirajanak elmélete még axiomatizal-
haté és komplett. Azonban az inkomplettségi tételbGl kovetkezGen, ha a nyelvet
kibévitjiik az + és - miiveletekkel, é€s az axidmakhoz hozzavessziik a Peano-axiémakat,
akkor az elmélet komplettsége mar ,.elromlik”.

Konnyen ellendrizhets, hogy ThAN” nemstandard modelljét adja a w + f3 - & rendezés,
ahol ¢ tetszOleges rendezés. A 0-nak jeloljiik ki e rendezés legkisebb elemét, az S

interpretacidja pedig legyen a szokdsos rakovetkezés.
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o A valds szdmok szokdsos struktirdjdnak elmélete.

Igazolhatd, hogy a valdsan zart testek elmélete komplett. A valds szamok standard
R=(R, +, -, —,0, 1) struktdrja kielégiti ezen axiémakat, igy a valésan zdrt testek
sz6ban forgd elmélete és Th’R egybeesik.

Nemstandard modell Th’'R-nek példdul az a modellje, amely végtelen nagy szdmot
(vagy végtelen kicsiny szdmot) is tartalmaz (lasd 6.3 rész).

o A komplex szdmok szokdsos struktirdjanak az elmélete.

Igazolhatd, hogy a O karakterisztikdju, algebrailag zdrt testek I' elmélete komp-
lett. A komplex szamok standard Z=(Z, +, -, —,0, 1) struktdrdja kielégiti ezen
axiomdkat, igy a O karakterisztikdju, algebrailag zart testek elmélete és Th Z valéban
egybeesnek.

I' komplettségének igazoldsa majd a Los—Vaught-tétel (8. Tétel) alkalmazdsaval
torténhet, kihasznalva Steinitz egy klasszikus tételét, miszerint barmely két, algebrailag
zart, ugyanazon p Karakterisztikdji és A szamossagui (A > ) test izomorf.

k) %k ok

A kovetkezSkben igazoljuk: a végpont nélkiili, stiri rendezés elmélete komplett. Két
modszert mutatunk arra, hogy hogyan lehet elméletek komplettségét bizonyitani. Az
egyik a kvantorelimindcié médszere, a masik a £oS—Vaught-tétel alkalmazisa.

A kvantorelimindcio médszerének 1ényege: bizonyos esetekben 1étezik formuldk-
nak, az dgynevezett alapformuldknak egy 3. halmaza, hogy a nyelv minden ¢ formu-
14j4dhoz taldlhaté vele ekvivalens olyan formula, amely »-beli formuldkbdl épiil fel a
-, V, A miiveletek segitségével. Ezt az ekvivalencia tulajdonsdgot formulaindukcidval
lehet ellendrizni.

7. Tétel. A végpont nélkiili, stirli rendezés elmélete komplett.

Bizonyitas. A nyelv legyen a rendezés nyelve. A fent emlitett 3 formulahalmaz legyen
a rendezés nyelvében az atomi formuldk halmaza, azaz az x < y és x =y alaki formuldk
Osszessége.

Igazoljuk a kovetkezd (A) allitast:

A nyelv bdarmely formuldja logikailag ekvivalens egy olyan diszjunktiv normdlfor-
mdji formuldval (tehdt egy specidlis kvantormentes formuldval), amelynek konjunkcios
tagjai atomi formuldk (X-beli formuldk), tovabbd szabad vdltozéinak dsszessége meg-
egyezik az eredeti formula szabad vdltozoinak osszességével.

Ebbdl a tétel dllitasa mar kdvetkezik. A nyelvben csak az egyik kvantort engedjiik meg,
példaul a 3-t. Példdul ha egy zart formula Ix0 alaku, és & egyetlen szabad véltozéja
x, valamint 8’ jeloli d-nak egy a fenti tulajdonsdgud diszjunktiv normdlforméjat, akkor
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a benne szereplé atomi formuldk x =x vagy x < x alakdak (tehat érvényesek, vagy
azonosan hamisak), igy 0’ és ezért 0 is érvényes, vagy azonosan hamis. A formulak
induktiv definici6jat hasznalva a tétel 4llitasa kovetkezik.

Az (A) allitast a formuldk definicidja szerinti indukcidval bizonyitjuk.

Atomi formuldkra az allitds 3 definicidja szerint igaz.

El6szor meggondoljuk, hogy (A) igaz atomi formulak tetszdleges Boole-kombinacié-
jéra.

Tekintsiik a diszjunktiv normadlalakjat, utébbi szabad véltozdi nyilvdn megegyez-
nek az eredeti formula szabad valtozéival. A diszjunktiv normdlalakban szerepl6 atomi
formuldk negdltjait a kovetkez8képpen alakithatjuk at: —x =y a rendezés trichotomia
tulajdonsdga miatt, a rendezések elméletében ekvivalens az x <y Vy < x formulaval,
—x <y pedig ekvivalens az y <xVx =y formuldval. Helyettesitve a negaltakat az
ekvivalensiikkel, és haszndlva A-nak V-ra vonatkozé disztributivitasat, elérhet, hogy
a kivéant (csak atomi formuldkat tartalmaz6) diszjunktiv normalform4ja alakot kapjuk.

Tegyiik fel, hogy az a formulara igaz az (A) allitds. Megmutatjuk, hogy Ixc-ra
is igaz.

Tehéat a ekvivalens egy olyan diszjunktiv normdlalakd formulaval, hogy benne a
konjunkcids tagok atomi formuldk. E normélforma legyen a; V...V a, alakd, ahol ¢;
tehdt atomi formuldk konjunkcidja. Ekkor dxa mindig ekvivalens dxa; V...V Ixay,-
nel. Tekintsiik a diszjunkcié valamely tagjat, példdul dxa;-t, elegendd erre meggon-
dolni az (A) allitast. Hirom eset van:

Ha q;-ben nem szerepel x, akkor dx-et elhagyhatjuk, és készen vagyunk. A szabad
valtozok halmaza most sem valtozott.

Ha a;-ben szerepel x valamely egyenléségben, tehét szerepel x =y vagy y=x
valamely y individuumvdltozéra, akkor a;-ben valamennyi x-et helyettesitsiik y-nal,
és dx-et szintén elhagyhatjuk. A szabad valtozok halmaza nem valtozott.

Ha szerepel az x individuumvdltozo a;-ben, de nem egyenldségben, akkor gyijtsiik
Ossze az x-et tartalmazé konjunkcis tagokat, tehdt alakitsuk at a;-t y; Af; alakiva,
ahol y; mdr nem tartalmazza x-et, 3; pedig

VI<KXAL AV <XAX<LZIN...AX<Zpy 2)

alaku, vagy
VI<XA...AY <X 3)

alaku, vagy
X<UN...AX < Zm 4

alakd valamely yy, ...y, 21, - .- 2, individuumvaltozokra.

dxa; nyilvan ekvivalens y; A 3xf3;-vel.

Ha f; pontosan (2) alakd, akkor Jxf;-t cseréljik ki a Aj<j<k,1<j<myi <z for-
mulaval. A ,,siiri” tulajdonsdg és a tranzitivitds miatt az utébbi formula ekvivalens
dxf;-vel, mint az oda-vissza meggondolhatd, és szabad valtozdinak halmaza is meg-

egyezik dxf;-ével. Ha ; (3) alakd, akkor pedig cseréljiik ki Ixf;-t példdul az
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y1=y1 A... Ayg =y formuldval, hiszen Jxf; a felsd végpont nélkiiliség miatt mindig
teljesiil. Hasonléan jarhatunk el a (4) alakd formula esetén is.
Ezzel az 4llitast igazoltuk.
|

A kvantoreliminicié médszerével igazolhat6 tobbek kozott az egyenldség elméletének
vagy a természetes szdmok fent definidlt korlatozott elméletének komplettsége.

A jelzett masik médszer komplettség bizonyitdsdra az, hogy, bizonyos feltételek
mellett, az elmélet A-kategoricitdsa elégséges feltétel a komplettségéhez:

8. Tétel. (L.os—Vaught-tétel.) Tegyiik fel, hogy a ¥ elmélet A-kategorikus, a nyelv
szamossdga legfeljebb A, tovabba Y-nak csak végtelen modelljei léteznek. Ekkor X
komplett.

Bizonyitas. Indirekt, tegyiik fel, hogy ¥ nem komplett, azaz van olyan a formula,
amelyre Y Fa és ¥ —a egyike sem teljesiil. Kihaszndlva a 3.1 rész 19. Tételt, ez
azt jelenti, hogy a ¥1=X U {-a} és a X, =X U {a} elméletek ellentmonddstalanok,
azaz a teljességi tétel értelmében van modelljiik, sét a feltétel értelmében végtelen
modelljiik is van. Igy alkalmazhatjuk ¥,-re és Y>-re a Lowenheim—Skolem—Tarski-
tételt, amelynek értelmében mindkét elméletnek van A szamossagi modellje. A A-
kategoricitds miatt ezen modellek izomorfak, ami viszont ellentmond annak, hogy az
egyik modellen ¢, a mésik modellen —¢ igaz. Ellentmonddshoz jutottunk, tehit 3
valéban komplett.

]

Igazolhatd, hogy a végpont nélkiili, stirti rendezés elmélete w -kategorikus, ezért a
Los—Vaught-tétel értelmében az elmélet valéban komplett.

A 8. Tétel alkalmazhat6 példdul a végtelen halmazok elméletének, a p karakte-
risztikdju algebrailag zdrt testek elméletének, az atommentes Boole-algebrdk elmélete
komplettségének igazoldsara. A tétel megforditdsa nem igaz, példaul a diszkrét vég-
pont nélkiili rendezések elméletének csak végtelen modelljei vannak, de nem katego-
rikus egyetlen A-ra sem.

k) ok ok

E rész végén az elemi ekvivalencia, illetve izomorfia fogalméval kapcsolatos néhany
példat mutatunk.
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Elemien ekvivalensek-e, illetve izomorfak-e a kovetkezd rendezések?

1. Példa. 3, illetve 3 - 2.

Elemien ekvivalensek, hiszen mindkett6 diszkrét, végpont nélkiili rendezés (ki-
elégitik az (i)—(v) axiomdkat), azaz egy komplett elmélet modellje. Azonban
nem izomorfak, hiszen 8 -2-ben van két olyan elem, amelyek kozott végtelen
sok elem taldlhaté (jeldlje ez utébbi tulajdonsagot T), mig $-ban ilyen elempér
nincs. A T tulajdonsag leirhaté egy a,(x,y) formulahalmazzal, ahol az o, (x,y)
formula jelentse azt, hogy x és y kozott legalabb n kiillonbdzé elem van (ez utébbi
konnyen formalizalhat6). Tehét az {a,(x,y): n=1,2,...} formulahalmaz f - 2-n
kielégithets, B-n pedig nem, ezért a két rendezés nem izomorf.

2. Példa. § - w, illetve w -f3.

Nem elemien ekvivalensek, mivel § - diszkrét, mig o - nem, hiszen nem minden

v e

elemnek van kozvetlen megel6zgje. Tehdt nem izomorfak.
3. Példa. i - B3, illetve B - 1.
Nem elemien ekvivalensek, mivel # -8 siird, mig f - nem.

4. Példa. w + 1, illetve 1 + w.

Nem elemien ekvivalensek, mivel w + 1-ben van olyan elem, amelyhez nincs 6t
kozvetlen megel6zo, tehiat w + 1 nem diszkrét, mig 1 + w diszkrét.

5. Példa. n, illetve i - 2.

Mindkettd sird, végpont nélkiili rendezés, igy egy komplett elmélet modelljei.
Tehat elemien ekvivalensek. Belathatd, az izomorfia definicidjat haszndlva, hogy
izomorfak is.
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4.3 Modellkonstrukciok

Fontos mddszer a matematikdban az, hogy egy struktirdbdl vagy struktirdkbol j
struktdrat vagy struktirdkat konstrudlunk. 2.4.2-ben mér definidltuk a részstruktirakép-
z€s fogalmat. Jelen részben a direkt szorzatot, az elemi rész képzést (elemi kiterjesztés
képzést), a homomorf struktira képzést, az ultrahatvanyt és ultraszorzatot ismertetjiik,
valamint az utébbi kettd egy-egy alkalmazdsat.

4.3.1 Néhany modellkonstrukcio

1. Definicié. A-nak egy B részstruktiraja elemi részstruktiira (B < A), ha barmely «
formulara és B feletti o értékelésre

BEa’ akkor és csak akkor, ha AFa®. (1)

A-1dl azt mondjuk, hogy elemi kiterjesztése 3-nek.

B C A-bdl nem kovetkezik B < A, hiszen példaul A= <{1, 2, 3}, <A> részstruktd-

rdja B= ({1, 2,3,...}, <B>—nek, de nem elemi része, mert példdul A feliilrSl korlatos
(IxVyx <y teljesiil).

A B= A definiciét zart formuldkra alkalmazva kapjuk, hogy B < .4-bdl kovetkezik
B = A. Azonban forditva, B C A és B = A-bél egyiittesen sem kovetkezik B < A.
Példiul B=({1,2,3,...}, <B) részsuruktirdja az A=({0,1,2,3,...}, <"}-nak,
B = A (s6t B~ A), mégsem teljesiil B < .A. Ugyanis példaul a —=3x(x <y)-t, a for-
mulat y =1 kielégiti B-ben, de .A-ban nem.

2. Tétel. (Tarski—Vaught-tétel.) Legyenek A és I3 azonos tipusu struktirdk, amelyekre
B C A. Ekkor B = A fenndll akkor és csak akkor, ha a nyelv barmely a formuldjara és
B feletti o értékelésre A F (Ixa)? akkor és csak akkor, ha BF a% valamely b € B-re.

Bizonyitas.

Tegyiik fel elGszor, hogy B < .A. (1) szerint AF (Ixa)’ tetszbleges B feletti o érté-
kelésre pontosan akkor, ha ugyanezen o értékelésre B (Ixa)?. Utébbi jelentése, az
értékelés definicidja szerint, BF a0 valamely b € B-re.
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Forditva, igazoljuk az (1) feltételt a formuldk definicidja szerinti indukcidval. Az
egyszeriiség kedvéért feltételezziik, hogy a nyelv csak a —, A és 3 logikai konstansokat
tartalmazza.
Atomi formuldkra (1) igaz a B C A feltétel miatt.
Konnyti meggondolni, hogy (1) a Boole-kombinacidkra is igaz. Péld4ul a konjunkcié
esete: ha (1) igaz a-ra és §-ra, akkor igaz a Af-ra is. Ugyanis BF (o AB)? valamely
B feletti o értékelésre pontosan akkor, ha BEa? és BEB?. AE(a AB)° is pontosan
akkor teljesiil valamely B feletti o értékelésre, ha AFa? és AFEBY. Azonban az
indukcids feltételt hasznélva, példdul AFa? és BFa? ekvivalensek. Hasonl6 igaz
p-ra is.
Tegyiik fel, hogy (1) igaz «c-ra. Megmutatjuk, hogy Ixc-ra is igaz. B (3xa)? fennéll
valamely B feletti o értékelésre pontosan akkor, ha B Faf% valamely b € B-re. Az
indukcids feltételt hasznalva utébbi pontosan akkor teljesiil, ha AEaf% . Ez viszont
azt jelenti, hogy AF (3xa)?, mint azt bizonyitani kellett.

|

Megjegyezziik, hogy a matematikdban haszndlatos permanenciaelv egyik lehetséges
értelmezése mogott az elemi kiterjesztés fogalma all.

A 4.2.1-ben madr érintettiik az elemi bedgyazds fogalmét, amely az izomorf beé-
gyazds és az elemi kiterjesztés tulajdonsdgok 6tvozete:

3. Definicio. Egy A struktira elemien bedgyazhaté egy C struktirdba, ha bedgyazhatd,
valamint a bedgyazds elemi része C-nek.

Maisképpen: A elemien bedgyazhaté egy C struktirdba, ha A izomorf C egy elemi
részével.

Legyenek A és BB azonos tipusi struktirdk. A kovetkezd definicidk specidlis esetei jol
ismertek az algebrabdl.

4. Definicio. Egy B struktira az A struktira homomorf képe, ha van olyan h: A— B
leképezés, amelyik reldcio- és mivelettartd, valamint raképezés (azaz sziirjektiv).

Az izomorfizmus- és homomorfizmus-képzés kozott tehat az a kiilonbség, hogy
utébbindl a leképezés nem feltétleniil invertdlhat6. Homomorfizmusra az egyik leg-
ismertebb példa, linedris algebrdbdl a linedris leképezés (linedris operitor) fogalma,
ilyen példaul a vetités.

5. Definicié. Akkor mondjuk, hogy egy ¢ (xy,...x,) formula igazsiga megdrzddik az
A és B struktirdk alaphalmazai kozotti h: A — B leképezésnél, ha AFp(ay,...a,)
teljesiilésébdl kovetkezik BF ¢ (hay,...hay) teljesiilése tetszbleges ay,...a, € A-ra.
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A 3.5-ben mar megfogalmaztuk normélformdra, mit jelent az, hogy egy mondat
pozitiv. Az aldbbiakban a kovetkez8, az ottanival ekvivalens meghatdrozast fogjuk
hasznélni: Egy mondat pozitiv, ha a logikai miiveletek koziil legfeljebb csak a NV, \ N
és 3 miiveleteket tartalmazza.

7 4z

A kovetkezd tétel a homomorfizmusok egy fontos tulajdonsdgira vonatkozik.

6. Tétel. Ha a B struktira az A struktira homomorf képe valamely h: A — B leképe-
zésre és ¢ pozitiv formula, akkor o igazsdga meg6rz6dik a h leképezésnél.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a nyelv nem tartalmaz fiiggvényszimbdlumot, ez nem
jelenti az 4ltalanossdg korlatozasét. A tételt formulaindukcidval igazoljuk.

1. Atomi formuldkra meg6rz6dik az igazsdg a homomorfizmus definici6jabol ko-
vetkez8en, tehat AE P(ay, . .. ay) teljesiilésébdl kovetkezik BF P(hay, ... hay,) teljesii-
Iése tetszbleges ay,...a, € A-ra.

2. Tegyiik fel, hogy az a(xy,...x,) és B(x1,...x,) formuldk igazsdga megbrzédik.
Igazolandd, hogy az a A formula igazsiga is megdrzédik.

Tegyiik fel, hogy AF (a AB)(ay,...a,) valamely ay,...a, € A elemekre. Ez azt je-
lenti, hogy AF a(ay,...ay) és AFP(ay,...ay) egyszerre teljesiil. Az indukcios felté-
tel miatt egyenként kovetkezik BEa(hay,...hay), illetve BEB(hay,...hay,). Utébbi
viszont ekvivalens azzal, hogy BF (@ AB)(hay,...hay).

Hasonl6an igazolhat6 a diszjunkcié esete is.

3. Tegyiik fel, hogy az a(xy,...x;) formula igazsiga meg6rzédik. Megmutatjuk,
hogy a Vxja(xy,...x,) formula igazsdga is megdrzddik.

Tegyiik fel, hogy AFVxia(x;, az,...a,) valamely ay,...a, € A tetszbleges, de rog-
zitett elemekre. Igazolandd, hogy BF Vxia(x, hay,...hay). AEVxia(x), az,...ay)
azt jelenti, hogy AFa(ay,...ay) tetszbleges a; € A-ra. Az indukcids feltételbsl ko-
vetkezik, hogy

BEa(hay,...hay) ()

tetszéleges a; € A-ra. BEVxja(xy, hay,...ha,) azt jelenti, hogy BFa(b,...hay)
tetszOleges b € B-re. Mivel h egy rdképezés B-re, ezért a ha; elemek befutjdk B-t,
azaz (2)-bdl kovetkezik az allitas.

Az univerzalishoz hasonléan igazolhat6 az egzisztencidlis kvantor esete is.
]

A matematikdbdl mar ismert konstrukcié a direkt szorzat képzése. Legyenek A és
B azonos tipust struktirdk. Az egyszerliség kedvéért tegyiik fel, hogy a nyelv csupan
egy kétvaltozos R relacidjelet és egy kétargumentumdi f fiiggvényjelet tartalmaz mint
nemlogikai jeleket.
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7. Definicidé. Az A és B strukturdk direkt szorzatdn értjik azt a C struktirat (jelolés:
A X B), amelynek alaphalmaza C=A X B, és az RC relaci6 és f€ fliggvény értelme-
zése a kovetkezd:

R€(a,b)(c,d) =1 akkor és csak akkor, ha R*\(a,c) =1 és RB(b,d) =1
(a,c€ A, b,d € B),

£%a,b)(c,d)=(e,g) akkor és csak akkor, ha fac=e és fBbd=g
(a,c,e€ Aés b,d,g € B).

Hasonl6an definidlhaté véges sok struktira direkt szorzata is. Ha A =18, akkor
a direkt szorzatot masodik direkt hatvdnynak nevezziik. Péld4dul a 3 dimenzids geo-
metrial tér, mint vektortér, direkt szorzata a siknak, mint 2 dimenzids vektortérnek;
és az egyenesnek, mint 1 dimenziés vektortérnek. Vagy harmadik direkt hatvanya az
egyenesnek, mint 1 dimenzids vektortérnek. A direkt szorzat, direkt hatvany képzés
konstrukciéja altaldnosithaté végtelen sok komponens esetére is. Az A; (i € I) struk-
tirdk direkt szorzatdnak jelslése [, A;, a direkt hatvanyé pedig T A.
A direkt szorzat konstrukcié ,hidnyossdga”, hogy nem feltétleniil 6rokli a kompo-
nensstruktdrdk tulajdonsdgait. Péld4ul a rendezett valds szdmok direkt hatvanya (a sik
rendezett szimpadrjai) nem orokli a rendezés szokasos tulajdonsdgait. Az alabb ismer-
tetendd konstrukcid, az ultrahatvdny (és az ultraszorzat) viszont 6rokli a ,,domindl6”
elsérendd tulajdonsdgokat. Ez az oka, hogy e konstrukcié viszonylagos djkeletlisége
ellenére a logika és az algebra egyik kozponti jelentSségii technikdjava valt. Erdekes,
hogy, mint latni fogjuk, szemben a hagyomanyos szorzatokkal, ez a konstrukcié igazdn
csak végtelen sok struktira szorzatara hatékony.

4.3.2 Ultrahatvany, ultraszorzat

1. Fogalmak, alaptételek. E részben a modellelmélet két igen fontos konstrukciéjat, az
ultrahatvanyt és az ultraszorzatot ismertetjiik. Az ultrahatvanyok specidlis ultraszor-
zatok. Az egyszeriibb kezelhet6ség miatt e részben csupdn az ultrahatvdny fogalmat
részletezziik, az ultraszorzatokra vonatkoz6 eredmények teljesen hasonléan igazolha-
tok.

A kovetkezd fogalom a matematika tobb teriiletén is fontos szerepet jatszik.

8. Definicio. (Ultrasziird.) Egy I halmaz részhalmazainak F rendszere ultrasziiré I-n,
ha F teljesiti az aldbbi (i)—(iv) tulajdonsdgokat.
i 1eF

(ii)) ha A€ Fés B€ F,akkor AN BE F
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(iii) ha A€ F és AC B, akkor BE€ F
(iv) tetszbleges AC I-re, A€ F vagy ~AE F.

Az ultrasziiré fogalmara tobb fontos motivdciot is lehet taldlni a matematikaban.

e A logika szempontjabdl az ultraszlir6 fogalmanak a komplett logikai elmélet fogal-
ma feleltetheté meg (lasd még 6.1.1-et). A-nak, illetve B-nek formuldk felelnek
meg, MN-nek, illetve ~-nak a A és a — miveletek, a C relacionak pedig a F
kovetkeztetésrelacio felel meg.

o A mértékelmélet (vagy a valdszinliségszamitas) fel6l kozelitve, az ultrasziird fo-
galménak, a hatvanyhalmaz-algebran értelmezett 0—1 mértékek esetén, az 1 mér-
tékd halmazok Osszessége felel meg. Emlékeztetiink arra, hogy egy 4 nemnega-
tiv, valés halmazfiiggvény mérték (valészintiségi mérték) egy H alaphalmazid H
(Boole)-halmazalgebran, ha a kovetkezé a), b) és c) tulajdonsagok teljesiilnek:

a) 0=<u(A) <1 minden A € H-ra,
b) u(I)=1, ahol I H-ban az egységhalmaz,
¢) u(AU B)=u(A) + u(B), feltéve, hogy AN B=(), A,B€E H.

Legyen I rogzitett halmaz, és jelolje P az I hatvdnyhalmaz algebrdjat (mint
specidlis Boole-halmaz algebrat). Legyen u 0-I1 mérték P-n, azaz csak 0 és 1
értékeket felvevé mérték P-n, és legyen F az I mértékii halmazok Osszessége,
tehat F={A: ACI, u(A)=1}.

Meggondoljuk, hogy az 1 valdsziniiségii halmazok F dsszessége ultrasziirdt alkot:
(i) kozvetleniil a mérték definiciéja szerint teljesiil, (iv) pedig azért, mert P
hatvanyhalmaz-algebra. Mivel az additivitas miatt igaz u (~ A)=1 — u (A), (ii)-hoz
ezért elég belatni, hogy u(~ (AN B))=0, azaz u(~ AU ~ B)=0. Azonban ez
igaz, mert 0 mértékd halmazok unidja is 0 mértékd (a c) tulajdonsdg miatt). (iii)
a 0-1 mérték tulajdonsdgbdl €s az additivitdsbol kovetkezik.

Igazolhaté a fentiek megforditdsa is: ha F egy ultrasziiré I-n, akkor u(A)=1,
ha AE F, és u(A)=0, ha ~ A€ F definicioji halmazfiiggvény 0—1 mérték 1
hatvdanyhalmaz-algebrdjdn.

Igaz a kovetkezd is: kolcsondsen egyértelmii a kapcsolat az I-n értelmezett ultra-
szlir6k és az I hatvanyhalmaz-algebrdjan értelmezett 0—1 mértékek kozott.

Ezutdn egy terminolGgidt vezetiink be. Legyen F ultrasztir§ I-n. Legyen {T;: i € [}
»tulajdonsdgoknak™ egy I-vel indexezett Osszessége (ahol 7; minden i-re igaz vagy
hamis). Amennyiben {i: T; igaz} € F, akkor azt mondjuk, hogy T; majdnem minden
i-re (roviditve: m. m i-re.) teljesiil.

E sz6haszndlat eredete is a mértékelméletben taldlhat6. Ugyanis, ha u rogzitett 0—1
mérték I hatvanyhalmaz-algebrdjan és az {i: T; igaz} halmaz 1 val6szintiségli halmaz,
akkor a mértékelméletben azt szoktdk mondani, hogy T; majdnem mindeniitt (réviden
m. m.) teljesiil, masképpen, 1 valdszintiséggel teljesiil.
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Legyen I rogzitett, de tetszSleges halmaz. Jelen alfejezetben az I elemeivel in-
dexezett sorozatokat jeloljiik (a;)-vel (i € I). Sorozaton e részben végig I elemeivel
indexezett sorozatokat értiink. Legyen L rogzitett elsérendli nyelv. Egyszer(iség ked-
véért tételezziik fel, hogy £ csupdn egy R kétargumentumi reldcidjelet és egy f két-
argumentumu fiiggvényjelet tartalmaz mint nemlogikai jeleket. Legyen F tetszSleges
ultraszlir6 I-n.

Az A struktira I-edik, F szerinti ultrahatvanyat (jelolés: [ A/F) két lépésben
definidljuk. El6szor definidljuk az A'=(A’, R',f’)-vel jelolt struktdrdt, majd ezutdn
TA) F-et.

Az A’ struktdra A’ alaphalmaza legyen az A-beli elemekbdl alkotott, I-vel indexe-
zett sorozatok (roviden az A-sorozatok) Osszessége. R'-re és f’-re legyenek igazak a
kovetkezdk:

R'(a;)(b;)=T A’-n akkor és csak akkor, ha Ra;b; =T A-n m. m. i € I-re, 3)
f'(a;)(b;)=(c;) A’-n akkor és csak akkor, ha fa;b; =c; A-n m. m. i € [-re. 4)

Meggondolhatd, hogy itt f' dltaldban még nem fliggvény, hanem egy altalanos
relacio, mivel tobbértékd is lehet. A definicié kovetkezd lé€pcsdjére tobbek kozott
azért is van sziikség, hogy f” helyett fiiggvényt kapjunk, és /. A/F ugyanolyan tipusi
struktdra legyen, mint A.

Két A-sorozatot, (a;)-t és (b;)-t, ezutdn akkor tekintsiink ~ ekvivalensnek, ha
a;=b; m. m. i € I-re.

Konnyti ellendrizni, hogy ~ valéban ekvivalenciareldcié (tehat maga egy (a;) soro-
zat reprezentdnsa az 6t tartalmazo ~-ra vett ekv1valen01aosztalynak) Jelolje az (a;)
sorozatot tartalmazoé osztalyt (a,) ezen osztalyok Osszességét pedig A.

Megmutathatd, hogy a (3) és (4)-beli definicidk kompatibilisek a ~ reldciéval, tehat ha
az (a;), (b;) és (c;) sorozatok helyett veliik ekvivalens sorozatokat valasztunk, akkor
R’ igazsdgértéke nem viltozik, f’ értéke pedig ekvivalens az eredetivel.

Példaul ha (a;)~ (d;) és (b;)~ (f;), akkor R'(a;)(b;)=T akkor és csak akkor, ha
R'(d;)(f;)=1. Hiszen ha a; =d; és b; =f; m. m., akkor a (ii) ultrasz{ir6 tulajdonsag
szerint a; =d; és b; =f; egyidejiileg is m. m. i € I-re fenndll. Tehat nyilvdn Ra;b; =
Rd;f; m. m. Ezért ha R'(a;)(b;)=1 A’-n, azaz Ra;b; =T m. m. I-n, akkor Ra;b; =
Rd;f; m. m. miatt Rd;f; =1 m. m. I-n, tehat R'(d;)(f;)=T A’-n valéban. Mindennek
megforditdsa is igaz. Hasonléan gondolhaté meg f’ definiciéjanak esete is.

Azt kaptuk, hogy R’ és f’ tekinthet ,Jényegében” az A-beli ekvivalenciaosztalyokon
definidltnak, és igy f’ mar fiiggvény.

Tehit az ultrahatvéany definiciéjanak mésodik és befejezs 1épése, azaz ! A/ F (struktd-
rajeloléssel az A= (2, ﬁ, f>) definicidja:
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9. Definicié. (Ultrahatvany.)
I A/F alaphalmaza legyen A,

R-re teljesiiljon

Te@@ =1 A-n akkor és csak akkor, ha R'(a;)(b;)=T A'-n, 5)
f—re teljesiiljon
F@@)®;)=(c;) A-n akkor és csak akkor, ha f'(a;)(b;)=(c;) A'-n. (6)

A fentiek értelmében a definicié nem fiigg az (a;), (b;) és (c;) reprezentdns soro-
zatok véalasztasatol.

A kovetkezdkben bizonyitjuk, hogy a (3) tulajdonsag L tetszdleges formuldjdra is igaz,
nemcsak atomi formulékra, s6t ennél dltalanosabban az A/F definici6jdban szerepld
(5) tulajdonsag is 6roklddik tetszdleges ¢ formuldra. Hasonl6an igazolhatd, hogy a (4)
és (6) tulajdonsdg oroklddik a nyelv tetszdleges termjére.

Legyen ¢ a nyelv egy tetszdleges, de rogzitett k szabad valtozés formuldja.

10. Tétel. <p(@, (b/,-\), .. ./(/&-\))/:Iﬁ-n akkor és csak akkor, ha ¢(a;,b;,... &)=t A-n
m. m. i € I-re, ahol az (a;), (b;),...(g;)-k rendre az (a;), (b;),...(g;) sorozatokhoz
tartozo6 ekvivalenciaosztilyok. (7)

Bizonyitas. Az ultrahatvany kétlépcsds definicidjanak megfelelGen, elGszor a kovetke-
70, a tételbeli (7)-nek megfeleld, (8) allitast igazoljuk:
o ((a;), (by),...(g)) =1 A-n akkor és csak akkor, ha ¢ (a;, b;,...,g;)=T .A-n m. m.
i € I-re, ahol (a;), (b;),...(g;) tetszbleges A-sorozatok. (8)
Feltehetjiik, hogy a nyelv csak a A, = és 3 logikai konstansokat tartalmazza.
Formulaindukciéval bizonyitunk.
Atomi formulédkra (8) a definici6 szerint igaz.
Tegyiik fel, hogy a és  csak egyetlen szabad véltozo6tdl fiiggd formuldk (ez nem
jelenti majd az dltaldnossdg korlatozdsat), és tegyiik fel, hogy az @ és f formuldkra
igaz (8).
Megmutatjuk, hogy az a A formuldra is igaz (8).
AE (o AB)(a;) m. m. i-re akkor és csak akkor, ha AFa(a;) és AEf(a;) egyidejlileg
teljesiil m. m. i-re. Az indukcids feltétel szerint A'Fa ((a;)) és A’ EB((a;)), tehat
A"E (@ AB)((a;)) valéban.
Megmutatjuk, hogy (8) —~a-ra is igaz. AE —a(a;) m. m., ha A¥a(a;) m. m., azaz az
indukcios feltétel szerint A’ ¥ a ((a;)), azaz A’ F —a ((a;)).
Tekintsiink ezutdn egy dxy alakd formulat, és az egyszeriliség kedvéért tételezziik fel,
hogy y-nak x-en kiviil csak egy szabad véltozdja van.
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Tegyiik fel, hogy a (8) allitas igaz y(x /(b;), (a;))-re valamely (a;) és (b;) A-soroza-
tokra, azaz A’ Fy((b;), (a;)) akkor és csak akkor, ha AFy(b;,a;) m. m. I-re.
Megmutatjuk, hogy ekkor (8) igaz Ixy(x, (a;))-re is.

Ugyanis AF Jxy(x,a;) m. m. I-re akkor és csak akkor, ha az el6bbi i-kre AFy(b;,a;)
valamely (b;) sorozatra, 3 definicidja miatt. Utdbbi az indukciés feltétel miatt akkor €s
csak akkor, ha A" Ey((b;), (a;)) az (a;) és (b;) A-sorozatokra. Ez ismét a 3 definiciéja
miatt viszont akkor és csak akkor, ha A’ F dxy(x, (a;)), mint azt igazolni kellett.

Végiil, ratérve a tételbeli (7) allitasra, vegyiik észre, hogy ¢-t tekinthetjiik A’ he-
lyett az A-sorozatok ~ ekvivalenciaosztdlyain értelmezettnek. ¢ igazsagértéke ugyanis
nem fiigg a reprezentans pontsorozat valasztasatél. Ha AF¢(a;, b;,...g;) m. m.
I-n, és egy T=(a;’, b;,...g;’) sorozat ~ ekvivalens (q;, b;,...g;)-vel, azaz m. m.
megegyezik vele, akkor nyilvan erre a t sorozatra is ¢% =1 A-n m. m. I-n, a (ii)

v 2

ultrasziird tulajdonsig miatt.
Tehat valéban allithatjuk, hogy ¢ ((a;), (b;), . ..(g;) =1 A-n.
m

Megjegyezziik, hogy a tételbdl kizvetleniil kovetkezik A = I A/F, hiszen zért for-
mula vagy minden i € I-re igaz, vagy egyetlen i € I-re sem. A kdvetkez6 fontos tétel
ennél tobbet allit:

11. Tétel.

A elemien bedgyazhaté T A/ F-be.

Bizonyitas.

Az egyszeriiség kedvéért el6szor azt gondoljuk meg, hogy ha A nem tartalmaz fiigg-
vényt, akkor A elemien bedgyazhat6 A’-be (az T A/F definici6jahoz bevezetett struk-
tiraba).

A h bedgyazis definicidja legyen a kovetkezé: ha =(a), ahol (a) az (a, a, a,...)
sorozatot jeloli, a € A. Ellendrizziik a bedgyazdsi tulajdonsagot.

h egy-egyértelmd, mert ha a # b, akkor nyilvdn ha # hb.

h relaciétart6: ugyanis, ha AFE Rab, akkor A’ E R'(a)(b) igaz R’ definicidja szerint.
Jelolje B’ A izomorf képét A’-ben h szerint, ahol nyilvan B’ C A'.

Az elemi bedgyazas tulajdonsag igazolasdhoz a Tarski—Vaught-kritériumot hasznaljuk
(2. Tétel).

Tegyiik fel, hogy A'F Ixa(x, (a)) (a € A) teljesiil, és azt, hogy o x-en kiviil csak
egyetlen szabad véltoz6t tartalmaz. Igazolandd, hogy az elébbi pontosan akkor teljesiil,
ha B'Fa (x/(b),(a)) valamely b € A-ra (azaz (b) € B'-re).

De A’ Fdxa(x, (a)) pontosan akkor, ha AF 3xa(x, a) teljesiil. Utébbi a 3 defini-
ciéja miatt ekvivalens AFa(x/b,a) (b € A) teljesiilésével. Utébbi viszont ekvivalens
B'Ea (x/(b),(a)) teljesiilésével, mint azt igazolni kellett.
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Attérve A'-r6l 1 A/F-re, nyilvan érvényes a fenti gondolatmenet, és a reldcidtartds
mellett igaz lesz a fiiggvénytartds is. Csupdn a leképezés egy-egyértelmiségét kell
meggondolni. De a # b valéban implikélja (a) = (b)-t, hiszen (a) és (b) minden kom-
ponense kiilonb6z46.

]

Legyen L az eddig hasznalt, rogzitett elsérendd nyelv, és legyen {A;: i € I'} L tipusd

struktirak egy dsszessége, ahol A; = <A,~, R4, f Ai > Legyen F rogzitett ultrasz{ir6 I-n.
Az ultrahatvany-konstrukcié a kovetkezSképpen altalanosithato:

12. Definici6. (Ultraszorzat.) Az {A;: i € I} struktirdk [];.A; /F ultraszorzata F-
re nézve (roviden <]_[,-e 14, ﬁ,f)) a kovetkez6:

A ]‘[,—;A,— alaphalmaz a [[; <y A;-beli sorozatok ~ ekvivalenciaosztdlyainak 0sszes-
sége, ahol

(a;) ~ (b;) akkor és csak akkor, ha a; =b; m. m. i € I-re (a;,b; € A;).

Te@@ =1 akkor és csak akkor, ha RAia,-b,- =t m. m. i € [-re,

f(a/,\)(/b\,) = (/c\,) akkor és csak akkor, ha fAi ajb;=c; m. m. i € I-re,

ahol (;), (b;) és (c;) [1; e Ai-beli sorozatok, (a;), (b;) és (c;) a nekik rendre megfelels
osztalyok a ~ reldciondl.

Az ultrahatvanyokhoz hasonléan beldthatd, hogy a definicid értelmes, tehat R és f

7 2

definicidja nem fiigg a reprezentdns sorozatok vélasztasatdl. A kovetkezd tétel a 10. Té-
telnek felel meg ultraszorzatokra, és bizonyitdsa is hasonlé.

13. Tétel. (Los.) ¢ ((a;), By),...(g) =1 [l;eAi/F-en akkor és csak akkor, ha
p(a;, bj,...g)=1 Aj-n m. m. i-re, ahol az (a;), (b;),...(g;) [, A;i-beli soro-

zatok, @, (/b\,-), e ,@ pedig a nekik rendre megfelel6 ekvivalenciaosztalyok.

Kovetkezmény: Ha ¢ zart formula, akkor

[T, Ai/F E @ akkor és csak akkor, ha A; E¢ m. m. i-re,
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e

2. Alkalmazdsokrol, az ultrasziirék tulajdonsdgairél. El6szor az ultrakonstrukciékndl

o

fontos szerepet jatsz6 ultrasziird fogalmat vizsgaljuk kozelebbrdl. Az egyszertibb 4lli-
tdsok igazoldsat az Olvasoéra bizzuk.

Felvet6dik a kérdés: hogyan lehet egy I halmazon ultrasz{rét nyerni, vagy ami ezzel
ekvivalens, az I halmazhoz tartozé hatvanyhalmaz-algebran hogyan konstrualhatunk
0-1 mértéket.

A legegyszeriibb ultrasziir6 egy I halmazon az egyetlen, rogzitett a elem daltal ge-

e o 2

nerdlt dgynevezett fGsziirs: {S: a € S, S CI}. Ha egy ultraszlird végtelen halmazon
nem f6szlir6, akkor nem tartalmazhat egyelemti halmazt, s6t véges halmazt sem, ez

2~ 27

konnyen beldthaté indirekt, kihaszndlva az ultrasz{irét definidlé négy tulajdonsigot.

2 2~ 2 2~ 27

Megmutathatd, ha I véges, akkor minden ultrasz(ir6 f6szlir6. Ha egy ultrasz{ir6 nem

2

f6sziird, akkor nem-fésziirének hivjuk.

Legyen I tetsz6leges halmaz.

2~ 2

14. Definicié. (Sztir6.) Egy I halmaz részhalmazainak rendszere sziird, ha a 8. Defi-
niciébeli (i), (i) és (iii) tulajdonsigok teljesiilnek ra.

Ha I végtelen, akkor nevezetes sz{ir6 az tgynevezett ko-véges halmazok Osszessége:
{S: I~ S véges, SCI}.

%

A nem-f6sziir6k fontos tulajdonsaga, hogy tartalmazzak a ko-véges halmazokat (mivel

2

nem tartalmaznak véges halmazokat). Ne tévessziik 6ssze a nem-f6szliréket a nemf6-

e 2

szlir6kkel, mivel az el6bbiek ultrasziirdk, mig az utébbiak csak sz{ir6k.

IS

Ahogyan a logika szempontjabdl az ultraszlir6k a komplett elméleteknek feleltethet6k
meg, Ugy a szlir6k a logikai elméleteknek. Mértékelméleti megkozelitésben, ha egy u
0-1 mérték egy I-n vett tetszoleges halmazalgebran értelmezett, akkor az 1 mértéki
halmazok sziirét alkotnak. Ennek megforditdsa is igaz: minden I-n vett szlir6 tekinthe-
t6, mint valamely I egységgel rendelkez6 halmazalgebran vett 0—1 mérték 1 mértéki

halmazainak 6sszessége.

Fontos halmaztulajdonsig a kovetkez6:

Egy I halmazon értelmezett {S, : S, C I'} halmazrendszer véges metszet tulajdon-
sdgii, ha bdrmely véges sok tagjdinak a metszete nem iires.

A véges metszet tulajdonsdgbol nem kovetkezik, hogy az dsszes S, metszete sem

tires. Szirdk generdldsdval kapcsolatos a kovetkezd 4llitds, mely 4llitds tulajdonkép-
pen egy mértékkiterjesztési tétel:
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15. Tétel. Tetsz6leges I halmazon értelmezett véges metszet tulajdonsdgi H halmaz-

2~ 2

rendszer kiterjeszthetd szlir6vé I-n.

Bizonyitas. Ha H =(), akkor legyen F a trividlis sztir6: {I}.
Tegyiik fel, hogy H = (). Azt dllitjuk, hogy egy megfeleld tulajdonsdgd F sziiré a
kovetkez6 halmazrendszer:

F={Y: YCI X;N...N X, CY valamely n-re és X,... X, € H-ra}.
Nyilvdn H C F, valamint (i) teljesiil a H # () feltétel miatt. (iii) szintén nyilvdnvalo.
Tovabba,ha XiN...N X, C Y, é Z N...N~Z, CY,, akkor

XiN.NX,NZN..0NZy CYIN Yo (Xy,...Xn EH, 24, ... Zy EH),
ezért a (ii) tulajdonsag is teljesiil.

|

Tehat a véges metszet tulajdonsig és a sziird tulajdonsdg igen kozel dllnak egymdéshoz.
A sziir6k nyilvan véges metszet tulajdonsagi halmazrendszerek.

e

A kovetkezd tétel mar sziirdk kiterjesztésére vonatkozik:

2 2~ 2

16. Tétel. Tetszbleges sziird kiterjeszthetd ultrasziir6vé.

Az éllitast nem bizonyitjuk, de megjegyezziik, hogy Lindenbaum tételével allitha-
t6 parhuzamba, miszerint tetsz6leges ellentmondastalan elmélet kiterjeszthetd komplett
elméletté.

A 15. és 16. Tétel kovetkezménye a kovetkezd: Tetszdleges 1 halmazon vett véges
metszet tulajdonsdgii H halmazrendszer kiterjeszthetd 1-n értelmezett ultrasziirévé.

k) %k ok

Az ultrahatvdny- és ultraszorzat-konstrukciéknak sok fontos alkalmazdsa van. llyen
alkalmazdsok taldlhatdk példdul a kovetkezd részben targyaland6 karakterizdcids téte-
leknél. M4sik alkalmazds a nemstandard aritmetika vagy a nemstandard analizis, ez
utébbit a 6.3-ban fogjuk targyalni.

El6szor az ultrahatvdny fogalmanak emlitjiik meg egy alkalmazésat. Igazolhato,

o

hogy ha a 11. (bedgyazdsi) Tételben F f6sziir6, akkor specidlisan
A~TAIF )
Ha I megszdmlélhatd, és A is végtelen, akkor a megforditds is igaz, azaz, ha F nem-

[fOszilird, akkor a (9) izomorfia nem teljesiil, vagyis az ultrahatvdny valodi kiterjesztése
A-nak.

Ugyanis példaul, ha a bedgyazds a természetes bedgyazds, tehit az alaphalmaz
egy elemének a konstanssorozat ekvivalenciaosztilya felel meg, akkor konny belétni,

hogy egy nem-f6sziirére vonatkoz6 ultrahatvany valodi kiterjesztés. Tekintsiink ugyan-
is egy olyan A-sorozatot, amely csupa kiilonbozé A-elembdl 4ll, ilyen 1étezik, mivel 1
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megszdmlélhatd, és A végtelen. E sorozat nem lehet ~-ra nézve ekvivalens a konstans-
sorozattal (utébbiak ekvivalenciaosztilyai alkotjdk A izomorf képének alaphalmazit),
mert vele legfeljebb 1 helyen egyezhet meg. Egyelem{i halmazt nem-{&szir§ viszont
nem tartalmazhat.

Mindezen meggondolasok kovetkezményeként kapjuk a kovetkez6t:
17. Tétel. Végtelen alaphalmazi struktdranak 1étezik valddi elemi bovitése.

Az ultraszorzat-fogalom érdekes alkalmazdsa, hogy segitségével a logikdban cent-
rélis szerepet jatszo kompaktsdgi tételre olyan bizonyitds adhatd, amelyik nem hasz-
ndlja a teljességi tételt. Ezért azok a tételek, amelyek kompaktsagi tétel segitségével
igazolhatdak, igazolhatdak ultraszorzat segitségével is, azaz a teljességi tétel felhaszna-
lasa nélkiil is (sokszor ez forditva is igaz: ultraszorzattal igazolhaté tételek kompaktsagi
tétel segitségével is igazolhatok).

Most bebizonyitjuk a kompaktsigi tétel egyik véltozatit (2.4-beli 1. Tétel Kovetkez-
ménye) elsérendii esetre, ultraszorzat segitségével is. Legyen X zart els6rendii formu-
ldknak tetszbleges halmaza.

18. Tétel. (Kompaktsagi.) Zart formuldk egy ¥ halmazdnak van modellje akkor és
csak akkor, ha 3 barmely véges részének van modellje.

Bizonyitas. Ha Y-nak van modellje, akkor nyilvdn barmely véges részének is van
modellje. Tekintsiik a forditott allitast.

Legyen I={0O: © véges részhalmaza ¥-nak}. Egy ultraszorzatot fogunk képezni I
indexhalmazzal, bizonyos modellekbdl, adott ultrasz(ir6 szerint. A széban forgd ult-
rasz(ir6 definicidja a kovetkezd:

Jelolje © X egy tetszbleges rogzitett véges részhalmazat.

Tekintsiik az Mg ={Q2 € I: © C Q} halmazokat, tehit Mg a ©O-t tartalmazé véges (§2-
val jelolt), 3-beli részhalmazok sszessége. O-t I-n futtatva, (Mg: © € I) definicié
szerint egy véges metszet tulajdonsdgi halmazrendszer I-n. Ezért a fentiek szerint e
halmazrendszer kiterjeszthetd egy F ultrasziir6vé. Ezen F szerint képezziik majd az
ultraszorzatot.

A tétel feltétele szerint, ha © € I, akkor van ©-nak legaldbb egy .4g modellje.
Rogzitsiink minden ©-hoz egy ilyen Ag modellt, és tekintsiik a kovetkez6 B ultra-
szorzatot: B=[|geAe/F. Azt dllitjuk, hogy B modellje X-nak.

Tekintve ugyanis tetszbleges ¢ € £-t, a {©: O € I, Ag F ¢ } halmaz bvebb az
M,y ={0: ©€ I, {p} C O} halmaznil. Mivel {p} véges, utdbbit definicié szerint
tartalmazza F, tehat a (ii) ultraszlir6 tulajdonsdg szerint, tartalmazza az el6bbit is.
Ezért a 13. Tétel kovetkezménye szerint az 4llitdsunk bizonyitott.

]
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4.4 Karakterizacios tételek

A cimben foglalt tételek egymadstdl latszolag tavol esd fogalmakat, tulajdonsdgokat
kapcsolnak 0Ossze, sz€p példaként arra, hogy a matematika tavolinak tind teriiletei
hogyan keriilhetnek egyméassal szoros kapcsolatba.

Ezen alfejezetben gyakran szerepelnek osztdlyok. Szdmos, halmazokra bevezetett fo-
galmat, jelolést osztilyokra is alkalmazunk (ennek jogossidgira nézve lasd a 6.4 alfe-
jezetet). E részben végig feltessziik, hogy az dltalunk vizsgdlt modellosztdlyok zdrtak
az izomorfizmusra. Tovabba csak zart formuldkkal (mondatokkal) fogunk foglalkozni.

Legyen ¥ az £ nyelven mondatok egy tetszdleges halmaza, és IC £ tipusi model-
lek egy tetszSleges osztalya.
Emlékeztetiink arra, hogy ¥ modelljeinek {A: AF X} sszességét Mod X-val jeloltiik.
A K modellisszesség ThKC elméletén értettiik a {¢ : AF ¢ minden A € K-ra} mondat-
halmazt.

Egy modell elmélete, mint tudjuk, 4ltaldban nem hatdrozza meg izomorfia erejéig a
modellt. Ervényben marad-e ez a tulajdonsag tetszGleges modellosszességre is, azaz
felvetédik az a probléma, hogy:

Ha K modellek egy adott tipusii dsszessége, akkor Th IC mikor hatdrozza meg a
IC dsszességet izomorfia erejéig, tehdt mely K-kra igaz, hogy

JC=Mod ThK? (1)

A K modellosztilyra vonatkozé maésik probléma:

A K modellosztdaly mikor jellemezhetd bizonyos adott tulajdonsdgii Yo mondathal-
mazzal (példaul csak univerzélis mondatokkal, vagy csak azonossdgokkal stb.)? Azaz
teljesiil-e

K=ModX (2)

valamely Yo mondathalmazra?

A fenti problémakkal kapcsolatos tételeket karakterizdcios tételeknek nevezziik. E
tételek koziil csak néhanyat tudunk itt ismertetni. Legyen K modellek egy adott tipusi
osztélya.

1. Definicié. (Néhany nevezetes modellosztaly.)

K elemi osztdly (K € EC), ha van olyan ¢ mondat, hogy KX=Mod {o'}.

K A-elemi osztaly (K € ECa), ha K=();e Mod {0; } mondatok valamely
Y ={0;: i € I} halmazdra (azaz K =ModX).
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K X-elemi osztdily (K € ECyy), ha K=J;c/Mod{o;} mondatok valamely I'=
={0;:i € I} halmazdra. Vigydzzunk, ECs;-ban ¥ nem formulahalmazt jelol!

Példaul a véges halmazok 0sszessége Y-elemi osztdly, mig a végtelen halmazoké
A-elemi osztdly. Hiszen, ha £ az egyenl&ség nyelve, és o; jeloli annak formalizaldsat,
hogy legfeljebb i elemii egy halmaz, akkor rendre éppen az |J;e,,Mod {o;}, illetve
NieoMod {—0;} modellosszességekrdl van sz6. A-elemi osztdly példdul a zérd ka-
rakterisztikdju, kommutativ testek vagy az algebrailag zdrt testek osztdlya. Ugyanakkor
megmutathat6 (1asd a példdknal), hogy mindezen osztalyok nem elemi osztalyok.

Felhivjuk a figyelmet a fenti fogalmak topoldgiai vonatkozasara. Tekintsiik az £
tipusd modellek Osszességét. Konnyi ellendrizni (1asd majd 6.1-et), hogy az elemi
osztidlyok egy halmazalgebrat alkotnak. Ez az algebra, mint bazis, egy topoldgiat
definidl, az Ggynevezett elemi topologidt. Az elemi osztdlyok tehdt a nyilt-zdrt hal-
mazok ebben a topoldgidban. Mivel az ECx osztilyok pontosan az elemi osztilyok
lehetséges metszetei, ezért pontosan az ECa osztilyok képezik az elemi topoldgidban
a zdrt halmazokat. Kénny( beldtni, hogy a logika kompaktsdgi tétele éppen az elemi
topologia kompaktsdgdt dllitja.

A kovetkez6 két tétel az 1. Definicidbeli osztdlyok néhdny fontos tulajdonsdgét irja le:

2. Tétel.
a) KL € EC akkor és csak akkor, ha ~K € EC
b) KL € ECx akkor és csak akkor, ha X=Mod ThK
c) K € ECx akkor és csak akkor, ha ~ K € ECy,,
ahol ~ az Gsszes adott tipusi modellek Osszességére vonatkozé komplementerképzés.

Bizonyitas.

a) Legyen K =Mod {0} valamely o-ra. Ekkor ~ K=Mod {—0o}, és forditva.

b) Ha X=Mod Th/C, akkor K € ECx, ahol X =ThK. Forditva, ha I EECAa,
akkor egyrészt K =ModX. valamely Y-ra, masrészt Th/C definici6jabol ad6dik, hogy
tetszdleges X-ra

Mod Th(ModX¥)=Mod ¥ 3)

Ezért Mod ThK =Mod Th(ModY) =Mod X = I, valéban.
c) K € ECp, azaz K=ModX valamely X-ra pontosan akkor, ha
~K=~ModX=~;eMod{0;} =U;er~Mod {o; } =U;e Mod {-0;},
ahol a ~ komplementerképzés az 6sszes adott tipusi modellek osztilyara vonatkozik.

Tehat az ECx-ban szerepl$ formulahalmaz A’'={-o0;: i € I}.
|

Vegyiik észre, hogy az (1) problémdra vdlaszt ad a b) dllitdas: pontosan az ECa
osztdlyok jellemezhetdek elméletiikkel.
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3. Tétel. EC=EC\ N EC..

Bizonyitas. EC C ECA N ECy: nyilvanvalg.
A forditott tartalmazds igazolasdhoz tegyiik fel, hogy K€ ECA N ECy,. KE€ECA
miatt

K=Nie Mod{o;}, (4)
tovabba az el6z6 tétel c) allitdsa miatt ~ JC € ECp, vagyis
~K=(jeMod |7;] (5)

valamely I-vel, illetve J-vel indexezett formulahalmazokra.
Tehdt KN ~ K= Mod {o;} N Mod [r; } = 0.
Ezért a {0;: i € I} U iTj JEJ } formulahalmaznak nincs modellje. A kompaktsagi
tétel miatt 1éteznek olyan Iy, Jy véges halmazok, hogy
Nie,Mod {o;} NN Mod [z; ] =0 (6)
szintén.
Legyen 0 = A;e 1,0;. Ekkor Mod{o} =; ¢ ;Mod {0; }.
Allitas: K =Mod {0}.
K CMod{o} definici6 szerint nyilvanval6. Forditva, egyrészt (6)-bol

Mod {0} €~ ;e ,Mod 7; ], (7)
masrészt (5)-bol
~KC ﬂjEJOMod {rj },
azaz a komplementerre ttérve
~NjexMod fr;} C K. 8)

(7)-et és (8)-at és KL CMod {o}-t osszevetve kapjuk, hogy Mod{o} =K, és készen
vagyunk.
]

A kovetkezd fogalmak jol ismertek az univerzalis algebrabdl.

4. Definicio. (Modellosztalyok lezarasai.)
Egy KC modellosztily lezarasa az elemi ekvivalencia képzésre nézve azon modellekbdl
allo osztily (EK), amelynek tagjai valamely X-beli modellel elemien ekvivalensek,
azaz

EK={A: A = B, valamely B € K-ra}.
Egy K modellosztily lezdrdsa a részstruktiiraképzésre nézve, azon modellekbdl all6
osztaly (SK), amelynek tagjai valamely K-beli modell részstruktirdi, azaz

SK={A: ACB, valamely B € K-ra}.
Egy K modellosztaly lezardsa a homomorfizmus-képzésre nézve azon modellekbdl all6
osztily (HK), amelynek tagjai valamely K-beli modell homomorf képei (lasd 4.3.1
4. Definicid), azaz

HK={A: A homomorf képe valamely K-beli modellnek}.
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Egy K modellosztily lezdrdsa az ultraszorzatképzésre nézve azon modellekbdl allo
osztaly (UpK), amelynek tagjai valamely K-beli modelleknek ultraszorzatai, azaz
UpK={A: A ultraszorzata valamely /C-beli modelleknek}.

UpK-hoz hasonléan definidlhat6 /C lezarasa a direkt szorzat képzésére is (PK).
A kovetkezd tételben az ECa osztélyt jellemezziik.

5. Tétel.

IC EECA akkor és csak akkor, ha a kovetkez6 két feltétel egyiittesen
teljesiil:

(i) K zart az ultraszorzatképzésre (= UpK),

(i) K zart az elemi ekvivalencia képzésre (JC= EK).

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy K € ECA. Tehiat K=Mod¥ valamely ¥ formulahal-
mazra. K =ModX. miatt K zart az elemi ekvivalencia képzésre, és a 4.3.2-beli 13. Tétel
(Los-ultraszorzattétel) kovetkezménye szerint az ultraszorzatképzésre is zart.
A forditott irdnyu allit4s igazoldsdhoz a 2. Tétel b) allitasat hasznaljuk.
K CModThK mindig igaz, azaz elég megmutatni, hogy ha 4 € Mod ThKC, akkor
A€ K.
Tekintsiik Th.A-t, és indexezziik formuldit, tehdt legyen Th.A={d;: i € I'}.
Ha 9; € ThA, akkor van olyan B; € K, hogy B; F9;. Ugyanis, ha ez nem teljesiilne,
akkor —d; € ThK, és igy A & Mod ThK kovetkezne.
Egyrészt rogzitsiink minden i € I-re egy B; FJ; tulajdonsdgi B; € K struktdrat. Mas-
részt adott 9;-hez tekintsiik az dsszes ilyen rogzitett B; struktdrdt, tehdt rogzitett j-re
legyen

Jj={iEI: B,lchJ}
Megmutatjuk, hogy a J; halmazokra teljesiil /-n a véges metszet tulajdonsag (lasd
4.3.2). Ugyanis J;, N J;,...N J;, # 0, hiszen tekintsiik a oy =0;, Adj, A... A9, for-

Jn n

muldt. 0p € ThA, igy By F oy, ezért B Foj, i=1,2,...n,tehitk € J; N J;,...N J; .

Ezért a J; halmazok kiterjeszthetdek valamely / ultraszlir6vé I-n.
Tekintsiik a B=[];c;B;/F ultraszorzatot. B € K, mivel I zért az ultraszorzatkép-
zésre. A = B, hiszen pontosan tgy definidltuk a J; halmazokat, hogy ha d; € ThA,
akkor Jj € F, ezért a LosS-ultraszorzattétel Kovetkezménye szerint 5 F O -
Mivel K zart az elemi ekvivalencidra, ezért A € K, és ezt kellett igazolni.

|

A fenti tétel Gjabb jellemzést szolgaltat az (1)-beli problémdban szereplé K modell-
osztalyra. Felhaszndlva ugyanis a 2. Tétel b) feltételét, azt kapjuk, hogy a megfeleld
KC modellosztdalyok pontosan azok, amelyek zdrtak az ultraszorzatra és az elemi ekvi-
valencidra.
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7 4z

A kovetkezd tételben az elemi osztdlyokat jellemezziik.

6. Tétel.

K elemi osztdly (K € EC) akkor és csak akkor, ha a kovetkez6 két
tulajdonsag egyidejtileg teljesiil:

(i) K és ~ K is zart az ultraszorzatképzésre,

(ii) IC zart az elemi ekvivalencidra (K = EKX).

Bizonyitas. Ha IC elemi osztdly, akkor ~ K is elemi osztdly, és az el6z6 tételbdl
kovetkezik, hogy K és ~ K is zart az elemi ekvivalencidra és az ultraszorzatképzésre.

Forditva nyilvanvald, hogy ha KC zart az elemi ekvivalenciara, akkor ~ K is zart.
Ezért az (i) feltételt és az el6z0 tételt hasznalva kovetkezik K € ECp €s ~IC € ECa.
Ut6bbibdl a 2 Tétel c) része szerint ~ (~ K)=K € ECx. Ezért a 3. Tételben allitott
EC=ECA N ECy, miatt K € EC valéban.

|

Ezutan példdkat mutatunk a fenti tételek alkalmazasara.

1. Példa. Igazoljuk, hogy a 0 karakterisztikdjii testek T osztdlya nem elemi osztdly.

Tudjuk, hogy a széban forgé osztily E Ca-beli. Megmutatjuk, hogy ~ 7 nem zart
az ultraszorzatra (ezért nem elemi osztély).

Vegyiik fel a testek nyelvén azt a ¢, formuldt, amelynek jelentése az, hogy
egy test p karakterisztikdjd (ahol p tetszdleges, de rogzitett prim), e tulajdonsdg
konnyen formalizélhat6. Rogzitsiink minden p primre egy A, p karakterisztikdjd
testet. Vegylink fel a primek P halmazidn egy nem-{&sziir6t, F-et. Tekintsiik az
A=[],epAp/F ultraszorzatot.

Rogzitett p-re a ¢, formula csak A,-re igaz, tehdt csak p € P-re. Mivel az egy-
eleml {p} halmaz nem tartozik F-hez (mivel F nem-f&sziir6), ezért ¢, hamis
A-n. Ez a gondolatmenet igaz minden p € P-re, ezért definicié szerint A valéban
0 karakterisztikdjd, vagyis A € T. Tehat az ultraszorzat valdban kivezet ~ T -bdl,
igy a 6. Tétel értelmében 7 nem lehet elemi osztdly.

2. Példa. Igazoljuk, hogy a véges halmazok dsszessége nem ECa-beli osztdly.

2.4.1-ben mér igazoltuk az 4llitast a kompaktsadgi tétel segitségével. Most ultra-
szorzat segitségével bizonyitjuk azzal, hogy megmutatjuk, a véges halmazok V
osztdlya nem zdart az ultraszorzatra. (Megjegyezziik, hogy e témakorre is igaz,
hogy ami ultraszorzatokkal igazolhat6, az dltaldban kompaktsagi tétellel is igazol-
hatd, és forditva.)
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Legyen ugyanis az o, formula jelentése az, hogy egy halmaz n elemd. Adott n-re
legyen A, egy pontosan n elemd struktira. Rogzitsiink w -n egy F nem-fosziir6t.
Képezziik a B=[], e, An/F ultraszorzatot. Barmely rogzitett n-re a,, csak Ajy-
en teljesiil, azaz csak az {n} egyelemi halmazra, ezért @, hamis B-n. Mivel ez
minden n € w-ra igaz, ezért B végtelen struktira, vagyis az ultraszorzat valéban

kivezet V-bol, igy az 5. tétel értelmében V nem E C -beli.

Mint azt e rész elején emlitettiik, a véges halmazok 6sszessége ECx-beli osztily
(mivel alakja (J,, Mod ,legfeljebb n elem(”). A végtelen halmazok pedig ECA o0sz-

taly, mivel a kovetkez6 alakban 4ll el6: (1), Mod (,,legaldbb n elem(”). A pontosan n
elemi halmazok osztilya pedig nyilvan elemi osztily.

3. Példa. Igazoljuk, hogy a véges csoportok nem alkotnak ECa osztdlyt.

Az allitas tobb modszerrel is meggondolhato:

A véges csoportok nem zartak az ultraszozatra. Ugyanis tekintsiik példdul az
n-ed rendd ciklikus csoportokat. Mindegyikiik véges. Tekintsiik valamely nem-
f6sziirére vett ultraszorzatukat. Ez nem véges, hiszen az a formula, amelynek
jelentése: ,legaldbb n elem(” (rogzitett n-re), véges sok kivétellel mindegyik
ciklikus csoportra igaz. Tehét tetsz6leges n mellett igaz, hogy az ultraszorzat
legaldbb n elemt, vagyis az ultraszorzat végtelen. Az 5. Tétel értelmében a véges

csoportok tehat nem E C -beli osztaly.

Visszavezethet6 a feladat arra is, hogy mint azt igazoltuk mér, a véges halmazok
osztalya nem ECa-beli. Mivel a csoportok elemi osztdlyt alkotnak, ezért a két
osztily metszete sem lehet valddi ECa -beli. S6t mivel tudjuk, a véges halmazok
ECx-beliek, ezért ugyanez igaz a véges csoportokra is.

Konnyli meggondolni, hogy a feladat igazolhaté kozvetleniil a kompaktsagi tétel
segitségével is.

4. Példa. Igazoljuk, hogy a korgrdfok osztdlya nem ECa-beli.

Tekintsiik a 2, 3, 4,... hosszisidgi korok egy ultraszorzatiat. Legyen ¢, annak
formalizaldsa, hogy ,,van pontosan n hosszisigu kor”. Ez majdnem minden kom-
ponensre hamis, ezért az ultraszorzaton is hamis, azaz az ultraszorzat kdrmentes.
Az 5. Tétel miatt tehét teljesiil az 4llitas.

k ok ok

7 2

A kovetkez6 tételek a rész elején felvetett (2) problémdhoz kapcsolodnak, azaz ahhoz,
hogy adott tipusi modellek adott I osztdlya leirhat6-e ModXy-ként valamely adott
Yo-ra.
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Akkor mondjuk, hogy egy mondat univerzdlis, ha valamely prenex alakjdaban a kvan-
torblokk csak univerzdlis kvantorokbdl dll (az ilyen mondatokat az el6z6ekben Skolem-
normalforméjiaknak is hivtuk).

7. Definicio. Egy K modellosztily univerzdlis, ha univerzalis mondatok egy Y 0sszes-
ségével axiomatizdlhat6 (tehat =ModXy). Egy K modellosztily pozitiv, ha pozitiv
mondatok egy Osszességével axiomatizalhatd.

8. Tétel. (Los-tétel.) Egy K modellosztaly univerzdlis akkor és csak akkor, ha K
egyidejtileg zart a részstruktiraképzésre (K = SK) és az ultraszorzatképzésre
(K=UpK).

Bizonyitas. Mivel K axiomatizdlhatd, ezért a 4.3.2-beli 13. Tétel kovetkezménye sze-
rint zart az ultraszorzatképzésre, tovibba SK =/C, hiszen az univerzalis mondatok
igazsdga a részstruktiran meg6rzddik.

Forditva, legyen K zart a részstruktira- és ultraszorzatképzésre. Tekintsiik a ko-
vetkezd Y formulahalmazt:

Y ={¢: ¢ univerzilis mondat, és minden A € K-ra AF¢p}.

K CModY¥ igaz ¥ definicidja szerint. Azt éllitjuk, hogy K D ModY, azaz ha tetsz6le-
ges A € ModX rogzitett, akkor A € K. K=SK és K= UpK miatt elég beldtni, hogy
A€ SUpK.

Tekintsiik A diagramjat, legyen ez a A mondathalmaz, és legyen £’ a diagram
szerint kibdvitett nyelv.

Legyen I ={0O: O véges részhalmaza A-nak}. Egy ultraszorzatot fogunk képezni
1 indexhalmazzal bizonyos K-beli modellekbdl.
Az ultrasz(ir: Jelolje © A egy tetszbleges rogzitett véges részhalmazat. Tekintsiik
az Mg ={Q € I: © CQ} halmazokat, tehit Mg a ©-t tartalmazé véges, A-beli rész-
halmazok Osszessége. Ez nyilvan egy véges metszet tulajdonsdgd halmazrendszer
I-n, mivel véges sok Mg metszete tartalmazza az egyes ©-k uni6halmazit. Ezért a
halmazrendszer kiterjeszthetd egy F ultraszlir6vé. Rogzitsiik F-et, e szerint képezziik
majd az ultraszorzatot.
Egy © € I-hez a kovetkezbképpen rendeliink egy Bg € K modellt:
Rogzitsik A alaphalmazdnak, A-nak egy r jdlrendezését, és az A-beli elemeknek
L'-ben megfeleld konstansok ugyanezen jolrendezését. Jelolje az A-beli b elemnek
megfelelé £'-beli nyelvi konstanst b’.
Tekintsiik a ©-beli individuumkonstansok mg darab r szerint rendezett 6sszességéhez
(tehat ez mg darab, A-beli elemnek megfeleld vj konstans £’-ben) az £-beli individu-
umvaltozdék sorozataban az els6 mg darabot, tehat a vy, ... Vmg individuumvaltozdkat.
Legyen B az a nyilt £-beli formula, amelyet tigy nyeriink a ©-beli formulak konjunk-
ci6jabol, hogy a ©-beli konstansokat rendre, az r szerint nekik el6bb megfeleltetett
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Vi,...Vmg individuumvaltozokkal cseréljiik ki. Tekintsiik Po-hoz a kovetkezb ¢g
univerzalis formulat: Vv, ...va@ﬂ Po-

A és a diagram definiciéja miatt pg hamis A-n, azaz AF -pg. AE ModX
miatt pg & 3. Mivel pg univerzélis formula, ¥ definicidja miatt oo & X, ezért ©-
hoz van olyan Bg € K is, amelyre BF ¢pg, azaz Bg F —pg, azaz van a vy, v,...
individuumvaltozoknak egy 0®= (c1, €2, ...) értékelése Bg-n (tehat Oi@ =c;), amelyre
Bo igaz Bg-n. Rogzitsiink ilyen tulajdonsigii 0© értékeléseket.

Képezziik a kovetkez§ ultraszorzatot: [[ge Be/F. Jelolje e szorzatot C. Mivel
C €UpK, ezért elég belatni, hogy A bedgyazhat6 C-be.

Definialjuk A-nak egy bedgyazasat. ElGszor definidljuk az A alaphalmazbdl a
[loe 1 Bo-ba képezd g fiiggvényt.

Legyen tetszdleges b € A-ra
(gho=0,
ha a b-nek megfelelS b’ konstans szerepel ©-ban, és a ©-beli konstansok koziil b’ az r
jolrendezés szerint az i-edik, és 0© értékelés a fenti rogzitett értékelés Bg-n, és legyen
(gb)e =07,
ha a b-nek megfelel§ b’ konstans nem szerepel ©-ban.
Ezutin A-nak f bedgyazédsa legyen C-be a kovetkezd: f b:ﬁ), ahol ﬁ) a gb-nek
megfeleld ekvivalenciaosztdly F szerint.
Igazolandé tehdt f miivelet- és relacidtartdsa, valamint egy-egyértelmiisége.
Tegyiik fel példaul, hogy h specidlisan egy kétvaltozds miivelet (hasonl6an kezelhet6
majd az altaldnos eset).
Legyen példdul hA(by,by)=d A-n, (by, b és d € A).
Igazoland6, hogy f(hA(b1, b2))=hC(fby,fb»), azaz

(b, f2)=fd. ©)
El§szor azt gondoljuk meg, hogy hC(ghi,ghy)=gd igaz, ha ©={h(b!, bs)=d'},
vagy ezt tartalmazé véges €. Alljon tehdt a ) (é C A) formulahalmaz az egyetlen
h(b}, b})=d’ formulabol.
Tegyiik fel, hogy by, by és d rendre az iy, iy és i-edik elemek az r rendezés szerint. A
©-t tartalmaz6 véges 2-khoz tekintsiik a fent bevezetett fq-t, Bo-t és a o*? értékelést.
ot definicidja szerint, mivel a S, konjunkcié igaz Bg-n, ezért az egyik tagjara is
P2 (o, ofh =0} (10)
fennall Bg-n.
hC(fby,fby)=fd valéban igaz. Ugyanis g definicidja szerint, a fenti O-t tartalma-
z6 véges (2-kal (a fenti Mg elemeivel) indexezett struktirdkon, tehat koordinatiként,
biztosan igaz (10) miatt. Tovabba Mg € F teljesiil definicio szerint, igy az Mg-nal

esetleg bévebb i@: Bo E hB (ai(?, oi(;)) =0i®} halmaz is benne van F-ben.
f relécidtartdsa ugyanigy igazolhatd, mint a miivelettartds.
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f egy-egyértelmiségének igazoldsdhoz legyen by # b, (b1, by € A). Igazolni kell, hogy
fb1 # fby. Vilasszuk a A-beli ©-nak a b} # b; formulit. Ezutdn az allitds teljesen
hasonl6an igazolhat6, mint a miivelettartas.

|

o A tétel segitségével példdul megmutathatd, hogy az algebrailag zart testek nem
alkotnak univerzélis osztilyt.

o A tételt Osszevetve az 5. Tétellel, azt kapjuk, hogy egy K € ECa osztaly univer-
zdlis akkor és csak akkor, ha K= SK.

o A tételhez hasonlé tétel fogalmazhaté meg egzisztencidlis modellosztalyok és eg-
zisztencidlis formuldk esetére is: részstruktiraképzés helyett itt struktirdk bsvitése
segitségével lehet alkalmas feltételt megadni.

Legyenek t és s egy tetszSleges £ nyelv tetszSleges termjei.

9. Definicié. A t=s formula univerzélis lezartjat azonossdgnak nevezziik. Egy IC,
L tipusi modellosztaly varietds, ha azonossdgok egy Y Osszességével axiomatizal-
hatd, azaz ha K=ModX,. Egy K modellosztily kvdzivarietds, ha Horn-klézok uni-
verzalis lezartjainak egy Yy Osszességével (Horn-formuldkkal) axiomatizalhat6, azaz
K =Mod Eo.

Példdul a Vx(x?=x —x =0) tulajdonsdgi kommutativ gy(riik kvazivarietdst al-
kotnak, de nem alkotnak varietast.

A kovetkezd tétel az (univerzalis) algebra és a modellelmélet egyik alaptétele.

10. Tétel. (Birkhoft-tétel.)

KC varietds akkor és csak akkor, ha C=HSPK

A tétel a 8. Tételhez hasonldan bizonyithat6.

7 4z

A kovetkezd tétel a kvazivarietdsok jellemzését adja.

11. Tétel. Egy K modellosztily kvdzivarietds akkor és csak akkor, ha X univerzilis
osztaly, és zart a direkt szorzatra (I = PK), az ultraszorzatra (C = UpK) és a részstruk-
tiraképzésre (K= SK).

A tételt nem bizonyitjuk.

Tegyiik fel, hogy K € ECa, tehit . =ModX valamely > mondathalmazra. A kovet-
kezd tétel a Mod X osztdly pozitivitdsara ad feltételt:
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12. Tétel. (Lyndon-tétel.) A L =Mod¥ osztédly pozitiv akkor és csak akkor, ha IC zart
a homomorfizmusra (X =HK).

A tétel egyik irdnyu allitdsa a 4.3.1-beli 6. Tételnek kovetkezménye. A mdsik
irdnyd 4allitdst nem bizonyitjuk.

A karakterizacios tételek alkalmazdsa kétiranyi. Ha az a probléma, hogy egy K
osztaly zart-e bizonyos algebrai operacidkra, akkor erre kdvetkeztetni tudunk a modell-
osztalyt leiré formuldk szerkezetébdl. Forditva, ha ismerjiik K viselkedését bizonyos
algebrai operacidkra, akkor kovetkeztetni tudunk K lehetséges axidmainak felépitésére.



5. FEJEZET

KLASSZIKUS LOGIKAK,
MODALIS LOGIKA

Az ugynevezett ,klasszikus logikdk™ szorosan kapcsolédnak az elsérendd (vagy alli-
tds-) logikdhoz. E logikdkat nagyjabdl az elsérendd logikdval parhuzamosan vizsgal-
tdk, egyuttal az elsérendii logika korl4tait és lehetdségeit is jobban megismerték. E lo-
gikdkon kiviil nagy szdmban jottek 1étre 4j logikak a szdmitdstudomanyi, a nyelvészeti
€s a mesterséges intelligencia kutatdsok sordn, bar ezek koziil tobbre mar kordbban
felfigyeltek a filoz6fiai logikai kutatdsok sordn is. E logikdk alkotjdk az dgynevezett
,hemklasszikus logikdkat” (példdul dinamikus logika, nemmonoton logika, nyillogika
stb.).

Jelen részben el6szor két klasszikus logikét targyalunk. A mdsodrendii logika kdzvet-
len éltaldnositdsa az els6rendlinek, matematikai alkalmazdsa lényeges. A tobbfajtdjii
logikdnak az els6rendli logika formailag specidlis esete (mint ,.egyfajtaji” logika)
azonban igazolhatd, hogy a tobbfajtaju és az elsérendii logikdk maradéktalanul vissza-
vezethetSk egymadsra, ezért a tobbfajtaji logika az els6rendd logika egy véltozatdnak
tekinthetd. A harmadik részben targyalandé logika, a moddlis logika (és fontos valto-
zatai, mint példaul a multimodalis logikdk, a temporalis vagy a dinamikus logika) mar
nemklasszikus logikdnak szdmit, egyes specidlis eseteitdl eltekintve (példaul S5). A
moddlis logikdkon beliil els6sorban a modélis éllitdslogikdval foglalkozunk. Ez 4ltala-
nositasa a klasszikus dllitaslogikdnak, és 1ényegesen 4j szemléletet igényel. A modalis
logika alapjainak megismerése jo kiinduldpont a nemklasszikus logikdk elsajatitdsahoz.
A nemklasszikus logikdk atfogé targyaldsa jelen konyv folytatdsdnak lehet feladata.



246 5. FEJEZET: KLASSZIKUS LOGIKAK, MODALIS LOGIKA

5.1 Masodrendii logika

Az uUgynevezett ,,magasabb rendi” (n-ed rendd, n > 1) logikak koziil jelen részben a
matematikdban alkalmazott legfontosabbat, a masodrendiit targyaljuk.

Maisodrend( logikat akkor hasznalunk, amikor arra van sziikség, hogy reldcidkat,
illetve fiiggvényeket kvantdljunk. Az els6rend(i logikdban a struktirdk alaphalmazdnak
elemeire kétféleképpen tudunk a nyelvben utalni, egyrészt individuumkonstansként,
masrészt individuumvdltozoként. Utdbbiakat kvantalni is tudjuk. Reldcidkra és fliggvé-
nyekre azonban csak konstansként tudunk utalni. A masodrendi logika Iényege tehat
az, hogy megjelennek a fiiggvény-, illetve reldciovdltozok is, amelyeket mar kvantal-
ni is tudunk. Példdul egy 1 argumentumu reldciévédltoz6 a modell alaphalmazédnak
részhalmazain, masképpen az A alaphalmaz PA hatvanyhalmazan fut. Harmadrendi
logikdban mar olyan viltozékkal béviil a nyelv, amelyek P A hatvanyhalmazan futnak,
ilyen véltozdkra lehet sziikség példdul a ,,szlir8” formélis definiciéjandl stb. A formali-
z4las szintjén, a matematikai gyakorlatban, azonban legfeljebb masodrendt formulakat
szoktak haszndlni. A masodrendd logika kifejezbereje nagyobb, mint az elsérendi
logik4é, de latni fogjuk, hogy szdmos korléttal rendelkezik az elsdrendd logikdhoz
képest. Jelen részben nem épitjiik fel elolrd]l a masodrendd logikét, csupdn a lényeges
kiilonbségeket emlitjiik az elsérendi logikdhoz képest.

1. A mdsodrendii logika nyelve. Az elsérendil logika ,,abc”-jét kibovitjik fiiggvény-
vdltozok, illetve reldciovdltozok egy X1, Xa,. .., illetve U;, Ua,... sorozatdval. Tovéb-
b4 e sorozatokhoz megadunk egy-egy sorozatot, amelyek rendre leirjak a fliggvényval-
tozok és relaciévaltozok argumentumainak szdmdt. Az eredeti individuumvaltozék O
valtozos fiiggvényvaltozdknak tekinthetdk.

A masodrendd nyelveknél médositjuk az elsérendd nyelv termjeinek és formuldinak
definicigjat igy, hogy mindeniitt, ahol fiiggvény- és reldciokonstans el6fordul, most a
fiiggvény- és reldciovdltozo is megengedett. Az egyetlen 1ényeges kiilonbség a kvan-
talas definici6jdndl van, a kvantélas kiterjesztésénél individuumvaltozokrol tetszdleges
véaltozokra. Itt a formula induktiv definicidjdnak kovetkezd kiegészitésére van sziikség:

Ha o formula, és Z tetszdleges fiiggvény- vagy reldciovdltozo, akkor VZa és 3Za
is formula.

A véltoz6k szabad és kotott eléforduldsa, a nyilt és zart formula fogalma stb. hasonléan
értelmezhetd, mint elsérendd logik4ban.
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2. Mdsodrendii formuldk igazsdgértékelése struktiirdn, logikai kovetkezmény fogalma,
bizonyitdsi rendszer. Az els6-, illetve masodrend( struktiira fogalma egybeesik, hiszen
az els6- és mdsodrendii logika konstansai megegyeznek.

Formulédk igazsdgértékelésénél, ahogyan az els6rendl esetben az individuumvdltozok a
struktira alaphalmazan ,.futnak”, gy méasodrendii esetben az adott argumentumszamu
fiiggvény-, illetve reldciovdltozok értékei a struktira alaphalmazédn értelmezett meg-
felel6 argumentumszdmu osszes lehetséges konkrét fiiggvényeken, illetve reldciékon
futnak. Az igazsagértékelés induktiv definicidjanal ki kell egésziteni a kvantorokkal
kapcsolatos részeket. Példaul:

Ha Z n vdltozos reldciovdltozo, és az a formula egyetlen szabad vdltozoja Z,
akkor NZa igaz az A struktiirdn akkor és csak akkor, ha minden lehetséges modon
rogzitve Z-t mint A-n értelmezett konkrét n vdltozos reldciot, o ,,igaz” A-n.

Hasonléan értelmezhet6 VZa akkor is, amikor Z fiiggvényvaltozé. Hasonl6an
definidlhaté 3Za is.

A logikai kovetkezmény fogalma megegyezik az elsérendii esettel.

Igazolhat6, hogy masodrendii logik4ban is igaz a prenex normalforma tétel. S6t az is
igaz, hogy olyan normélforma is létezik, ahol a masodrendli kvantorok megeldzik az
Osszes elsérendd kvantort.

Bizonyitdsi rendszert masodrendd logikdban a kovetkez6képpen nyerhetiink. Tekint-
siik példaul a Hilbert-féle axiémarendszert. Ezt igy moédositjuk, hogy az eléforduld
formuldk a mdsodrendii nyelv formulai lehetnek, a kvantifikdcidkat pedig kiterjesztjiik
rel4cid-, illetve fliggvényvéltozdkra. Az =-re vonatkozé axiémadkat elejthetjiik, mert
masodrendl logikdban definidlhaté az =. Tovdbb4a minden n-re felvessziikk még a
kovetkez6 axidmasémat:
AXVx . V(X (g, .o xn) < a(xg, ... Xn)),

ahol ¢ els6rend( formula. E séma jelentése az, hogy barmely a elsérendi nyilt formula
igazsdghalmaza megegyezik valamely predikdtumvdltozo értékének igazsidghalmaza-
val.

Példdkat adunk néhdny a matematikdban el6fordulé mésodrenddi formuléra:
1. Példa. ,,Bdrmely nem iires korldtos valds szdmhalmaznak van legkisebb felsd kor-
ldtja”.
A formalizélas a kovetkezd:
VX 3y Ky ANz Xz — Iv(Kv AVu(Ku —v < u))), (D)

ahol Ks jeloli a Vz(Xz —z < s) formulat, és y < z roviditi az y < zVy =z for-
mulat.

2. Példa. A teljes indukcid mdsodrendii axiomdja:

VX(X0AVY(Xy — X Sy) — Yy Xy) 2)
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Megjegyezziik, hogy a teljes indukciés mdsodrenddi axiéma nyilvan erésebb feltétel,
mint az eredeti elsérendi indukcids séma. Ugyanis, mig az elsérendii sémandl a relci-
Okonstans a nyelv altal definidlhaté részhalmazokon ,,fut”, addig mdsodrendd formula
esetén a kvantor fetszdleges részhalmazokon futhat.

3. Példa. A jolrendezési tulajdonsdg:

Elégitse ki a < relaci6 a rendezési relacié ismert harom tulajdonsigan feliil (14sd
4.1) a kovetkezd tulajdonsdgot:

VX3yXy — Iy( Xy AVz(Xz =y <2)), 3)
ahol y < z roviditi y < zVy =z-t.

3. A mdsodrendii logika korldtairél. Megmutatjuk, hogy a masodrendd logika Iénye-
gesen masképpen viselkedik, mint az elsérendii logika. Mdsodrend(i logikdban ugyanis
nem igaz az elsdrendi logika szdmos fontos tétele: példaul a Godel-teljességi tétel, a
kompaktsdgi tétel és a Lowenheim—Skolem—Tarski-tétel.

El6szor példat mutatunk arra, hogy a kompaktsdgi tétel nem igaz. Tudjuk, hogy a
»végtelennek lenni” nem elsérendi tulajdonsidg. Konnyi meggondolni, hogy egy hal-
maz végtelen akkor és csak akkor, ha értelmezhet6 rajta fels6é korlat nélkiili rendezés,
jelolje e rendezési relaciét most X. E tulajdonsdg a kovetkezdképpen fejezhetd ki a
masodrendi logikdban:

IXVy - XyyAVyVzVw (XyzAXzw = Xyw)AVyVz(XyzVXzyVy=2)AJzVy Xyz)
Jelolje o ezt a formuldt. -~ jelentése tehdt az, hogy egy halmaz véges. Jelentse 3,
azt az elsérendd formulét, hogy egy halmaz legaldbb n elemd.

Ekkor a ¥={f,: n €Ew }U {-a} formulahalmaz barmely véges része kielégithets,
azonban X nyilvdn nem kielégithets, tehdt a kompaktsigi tétel valéban nem igaz.
Nem igaz a Lowenheim—Skolem—Tarski-tétel sem. Ennek illusztrdldsdra azt az ismert
tényt hasznalhatjuk fel, hogy a rendezett testek véges elsdrendli axiémarendszerét
kiegészitve a fenti (1) supremumaxiémadval, az igy nyert ¥ axiémarendszer modelljei
izomorfak a valés szdmok standard modelljével. ¥-nak tehdt nem lehet kontinuum
szdmossagundl nagyobb modellje, ellentétben a Lowenheim—Skolem—Tarski-tétel alli-
tasaval.

Nem igaz a teljességi tétel sem. Tekintsiik példdul az ugynevezett mdsodrendii Peano-
aritmetikdt. Ebben az axiémarendszerben az els6rendd teljes indukcids séma helyett
(lasd 3.1.1) egy mésodrendd axiomdt, a (2)-beli masodrendd indukcids axidmat tessziik
fel.

Egyrészt igazolhatd, hogy a masodrendli Peano-aritmetika, szemben az els6rendiivel,
kategorikus, azaz barmely két modellje izomorf. Madsrészt megmutathatd, hogy a
mdsodrendli Peano-aritmetikdra is igaz Godel inkomplettségi tétele, tehat 1étezik a
masodrendli Peano-aritmetikétdl fiiggetlen ¢ formula. Viszont a szemantikdban, a
kategoricitds miatt, igaz X F¢ és X F ¢ valamelyike, ezért a masodrendd Hilbert-
kalkulus nem lehet teljes.
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Vagyis a mésodrenddi logikdban az elsérendii logikdndl megszokott értelemben nem
tudunk bizonyitdselmélet és szemantika kapcsolatdrol beszélni. Altaldnosabban, az is
megmutathat6, hogy a masodrendli aritmetika szemantikdjahoz nem is létezik teljes
kalkulus.

4. A mdsodrendii logika haszndlatdrol és dltaldnositdsairol. A masodrendii logika fenti
»gyengéi” miatt egyrészt 1étezik olyan torekvés, hogy lehetSleg elkeriiljiik a médsod-
rendi logika hasznélatét, illetve egy-egy jol viselked6 szeletére vagy mddositdsira
szoritkozunk. Példaul meggondolhatd, hogy az (1)—(3) formuldk kielégithetGsége a
szdndékolt interpretdcion ekvivalens egy alkalmas végtelen elsérendii formulahalmaz
kielégithet6ségével.

Mdsrészt a masodrend( logika, gyenge oldalai ellenére, fontos eszk6ze a matematiké-
nak, helyenként igen természetes, hogy hasznaljuk nyelvét és szemantikajat. Erdekesek
a mdsodrendii kategorikus elméletek (bar ezen elméleteknek, a fentiek szerint, nincs a
szokdsos szemantikat tiikr6zd bizonyitdselméletiik). Ilyen a fent emlitett masodrendd
Peano-aritmetika, vagy a valds szdmok testének mdsodrendii elmélete. Tehat a termé-
szetes szamok €s a valos szdmok is, elsérendben nem, de mdsodrendben kategorikusan
axiomatizdlhatok. A valés szdmokndl az (1) tulajdonsdgnak hasonld a szerepe, mint
a mdsodrendi indukcids axiémédnak a természetes szamok axiomatizaldsakor, tehit a
tobbi testaxiomdval egylitt biztositja a kategoricitast.

Fontos szerepet jdtszanak a masodrendd logika bizonyos szeletei. Ezt a 6.2 (bo-
nyolultsagelméleti) részben tudjuk majd illusztralni. Ilyen példaul az dgynevezett md-
sodrendii, egzisztencidlis formuldk 6sszessége.

A madsodrendli logikdhoz hasonl6éan definidlhaté a harmad-, negyed- stb. n-ed
rendii logika. A matematikai gyakorlatban csak helyenként taldlkozhatunk méisodren-
dtinél magasabb rend{ logikat igényl6 4llitdsokkal. A mésodrendd logikéndl felmeriilt
nehézségek természetesen érvényben maradnak minden magasabb rendii logikdra.

Lehetséges az 0sszes magasabb renddi logikét egyszerre, egyetlen logika keretén
beliil is targyalni. Tobbek kozott ez torténik a Russell altal megalapozott tipusel-
méletben, az tdgynevezett tipuslogika esetén. A tipuslogika hidnyossdgai nagyjabol
ugyanazok, mint a mdsodrend( logikaé.

A magasabb rendd logikdknal felmertilt nehézségeket tobbféleképpen kezelhetjiik.
Az egyik lehet8ség, hogy csak a szemantikdval vagy csak a bizonyitaselmélettel dol-
gozunk, tudomdsul véve, hogy nincs teljességi tétel.

A madsik lehetséges utat Henkin mutatta meg tipuslogikdra. A modell fogalmat
ugy definidlta, hogy redukalta a modellben fellép6 halmazok Gsszességét, azaz redu-
kalta azon halmazok Osszességét, amelyeken a megfeleld rendd valtozék futhatnak.
Megmutatta, hogy elegendd itt csak azokat a konkrét lehetséges reldcidkat és fiigg-
vényeket megengedni, amelyek az igazsagértékelés definicidjaban , feltétleniil sziik-
ségesek” (ilyenek példaul a nyelven definidlhaté halmazok). Az ilyen modelleket
»gyenge modelleknek” (masképpen Henkin modelleknek vagy szekunder modelleknek)
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nevezziik, az ezen modellfogalomra épiil6 szemantikat pedig dltaldnositott szemantika-
nak. Igazolhat6, hogy az éltaldnositott szemantikdra mar megadhat6 olyan bizonyitasi
rendszer, amelyik feljes e szemantikdra nézve, tovibba igaz a kompaktsagi tétel és a
Lowenheim—Skolem—Tarski-tétel. Ezen elényos tulajdonsdgoknak az az édra, hogy a
formuldk olvasata nem a hagyomanyos, a kvantorok korldtozott kvantorok bizonyos
szemantikai értelemben. Példdul, a mar mondottak szerint, az egyvéltozos relacio-
valtozok kvantildsdndl a valtozok értékei nem lehetnek az alaphalmaz tetszdleges
részhalmazai, hanem e részhalmazok egy el6re rogzitett dsszességébdl keriilnek ki.
Hasonlé torténik az n-ed rendd valtozok esetén is (n = 1). Ezt a tulajdonsagot jol
kiemeli az a felépités, amely a Henkin-féle dltaldnositott szemantikat mint tobbfajtdjii
logikdt mutatja be (14sd még az 5.2-t). A tipuslogika Henkin-féle felépitését reguldris
tipuslogikanak is nevezik, e logika egyik fontos alkalmazdsa példaul a nemstandard
analizis.

Vizsgaltdk mar ezen logikdk algebraizicidit is, a szemantikdnak dgynevezett re-
lativizdlt halmazalgebrdk felelnek meg.
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5.2 Tobbfajtaja logika

A tobbfajtaju logika bizonyos esetekben természetesebb és kényelmesebb, mint az
els6rendd logika, és mint latni fogjuk, ekvivalens az elsérenddi logikaval. Tobbfaj-
taju logikat akkor hasznalunk, ha a vizsgalt objektumok ,,nemhomogének”. Péld4ul a
vektorterek nemhomogén struktirdk, mas-mds kezelést igényelnek a skalarok, illetve
vektorok. Vagy nemhomogének a valds szdmok, ha a valés szdmokon beliil kiilon
kivanunk a természetes szdmokrol is beszélni. A matematikai logika szinte minden
alkalmazasi teriiletén haszndlunk tobbfajtaju logikdkat, igy példaul a programspecifi-
kacidnal, az adatbazis-elméletben, a nemstandard analizisben.

Legyen adott egy tetszdleges I halmaz, a fajtdk halmaza.

1. A tobbfajtdjii logika nyelve.
a) Az ,,abc”.
Az elsérendd logika logikai konstansai koziil szerepel —, A, V, —, <+, 3 és V.

Az individuumvdltozokat és az =-et ,,megsokszorozzuk™ az I halmaz elemeivel, tehat
legyen adott individuumvaltozok egy x;, x;, X3, ... Osszessége (i € I) és egyenlGségek
egy =; Osszessége (i € I).

Mint nemlogikai konstansokat, tartalmazza a nyelv az elsérendd logikdahoz hasonl6an
fliggvényjelek egy fi, f2, f3, ... sorozatat és

rel4cidjelek egy Py, P>, Ps,... sorozatit.

A fiiggvény-, illetve reldcidjelek argumentumszamai helyett a fiiggvény-, illetve reldci-
Ojelek Ggynevezett fajtdit adjuk meg. A fajta nemcsak arra utal, hogy hidny argumentu-
mu a fiiggvény, illetve relacid, hanem arra is, hogy az egyes argumentumokat, illetve
a fliggvények értékeit, rendre, milyen indexl halmazokon kivanjuk majd interpretalni.

Tehat megadunk minden konkrét fiiggvényjel esetén egy (i1, iz, ... in, in+1) véges
indexsorozatot (i1, i2,...in, in+1 € 1), n=0, 1, 2,..., ahol n az argumentumszam, és
in+1 a fiiggvényérték fajtaja, minden konkrét reldciGjel esetén pedig egy (ii, i2,...in)
véges indexsorozatot (i, is,...i, € I), ahol n a relacié argumentumszdma. Az =;-hez
is rendeliink fajtat, legyen (i, i).

Mint az els6rend{ esetben, most is feltessziik, hogy a nyelv szimbd6lumai valamennyien
kiilonbozsk.
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b) Termek és formuldk.

Termek.

(i) Az individuumvéltozok és a konstansszimbélumok termek, értékeik fajtdja azonos
fajtajukkal.
(i) Ha 1, tp,.. .1, termek és értékeik fajtdi rendre iy, iy, ...i,, valamint az f fliggvény-
szimb6lum fajtdja (iy, iz, ...in, in+1), akkor ft1ty...1, is term, és értékének fajtdja
in +1-
A termek a fenti két szabdly véges sokszori alkalmazdsdval nyert kifejezések.
Formuldk.
(i) Ha Pegy (iy, ia, ..., ) fajtajareldcidjel, és ty, 2, . . . t, olyan termek, hogy értékeik
fajtdja rendre iy, iy, ..., akkor Ptit;...t, atomi formula.
(ii) Ha 1, és 1, értékeinek fajtdja i, és =; egy (i, i) fajtdju egyenl6ség, akkor t =; 1,
atomi formula.
(iii) Ha ¢ és § formuldk, akkor a, —a, Aaf3, Vaf, — af, <> af mindegyike formula.
(iv) Ha a formula, x/ individuumvaltozé, akkor Vx/c és Ix/c is formula.

A formuldk a fenti négy szabdly véges sokszori alkalmazdsaval nyert kifejezések.

2. Tobbfajtdji struktirdk, igazsdagértékelés struktiirdn, bizonyitdsi rendszer.

Egy tobbfajtiju A struktira alaphalmaza az I-vel indexezett A; (i € I) halmazok egy
Osszessége.

Az f, (i1, i2y... in, in+1) fajtdji fiiggvényszimbolum interpretdcidja A-n, azaz f*,
egy fA: A X Ay X XA, — A, rogzitett fiiggvény. Specidlisan az i fajtdjd
konstans interpreticidja egy A;-beli elem.

A P, (i1, ia,... in) fajtajd reldciészimbolum interpretdcidja A-n, azaz PA:

az A; X Aj, X ... X A; halmaz egy rogzitett részhalmaza.

Formuldk igazsdgértékelése egy A struktiran értelemszertien torténik, hasonléan az
elsérendd definicidhoz, figyelembe véve, hogy az x,i i fajtaju individuumvaltozok A;-n
futnak.

A logikai kovetkezmény fogalmdnak definicidja teljesen hasonl6 az els6érendii esethez.
Bizonyitdsi rendszer is megadhatd a tobbfajtdju logikdra, és igazolhatd, hogy létezik
teljes rendszer is.

3. Tobbfajtdjii logika forditdsa elsérendii logikdra. Az nyilvdnvald, hogy a hagyoma-
nyos elsdrendii logika tekinthetd 1 fajtaja logikdnak. Forditva, induljunk ki egy adott
tobbfajtaju nyelvbdl. A kovetkezSkben azzal foglalkozunk, hogy a tobbfajtaju logika
hogyan fordithat6 le elsdrend logikéra.

Vegylink fel a tobbfajtiju nyelvhez egy Q; (i € I) hagyomédnyos 1 argumentumu
relaciészimbolum Osszességet és individuumvaltozok egy yi, y», ... sorozatat.

A formuldk konvertdldsa a kdvetkez8képpen torténik:



5.2 TOBBFAJTAJU LOGIKA 253

A formuldk fenti, induktiv definicidjit kovetve, az (1)—(iii) 1épéseknél nincs sziik-
ség konverzidra (az =;-ket relacidjeleknek tekintjiik). A (iv) 1épésnél a kovetkez6kép-
pen jarunk el:

Vx,ia(. . .x,f;, .
szerkezet(i formulat a

Vy(Qiy —al...xy/y,...)) ()
szerkezetl elsérendd formuldra cseréljiik (feltételezziik, hogy y nem fordul eld a for-
mulédban). Tehat az x,i fajtaja V-nel kvantalt valtozot, a Q; premissza (1)-beli beiktatdsa
mellett, kicseréljiik a kozonséges y individuumvéltozora.

Hasonl6 eljaras kovethetd az egzisztencidlis kvantorok esetén is: a
i i
Ixal...x,,...)
szerkezetli formuldt a

¥y (Qiy AG(.xp/ys..) 2)
szerkezetl elsérendii formuléra cseréljiik.

Egy tobbfajtaju A struktirdt a kovetkez6képpen konvertdlunk egy hagyomanyos
A* struktirdvd, felhaszndlva a formuldk fenti konverziéjat:
A* alaphalmaza legyen A* =J; e (A,
A reldciok definicidja legyen ugyanaz, mint tobbfajtaji esetben, ezért tekinthetjiik ket
A*-on értelmezettnek.
A fiiggvények értelmezési tartomanyat terjessziik ki A*-ra tetsz6legesen, véltozatlanul
hagyva a korabbi értékeket.

A tobbfajt4jubdl egyfajtdjiba a mar ismertetett médon konvertalt formuldk inter-
pretdcidja A*-on a szokdsos modon értelmezhetd. Q; interpretdcidja legyen A;.

Tegyiik fel, hogy ezen értelmezés mellett a tobbfajtaju B mondatnak az elsérendl
p* mondat felel meg. Konnyen meggondolhat6 a kovetkez§ allités:

B igaz A-n akkor és csak akkor, ha B* igaz A*-on.

Az allitas segitségével igazolhatd, hogy az elsérendi logika tételeinek igazsidga 6rok-
16dik a tobbfajtiju logikara (teljességi tétel, kompaktsagi tétel stb.).

4. A mdsodrendii logika mint tobbfajtdjii logika. Mint azt a fejezet elején emlitettiik,
a masodrend( logika kezelhet6 egy specidlis tobbfajtaji logikaként. Az alapgondolat
az, hogy az individuumvaltozdknak, valamint minden konkrét természetes n > 0 ar-
gumentumra az n argumentumu reldciévéltozéknak és filiggvényvaltozéknak feleljen
meg egy-egy fajta. A tobbfajtdjui nyelvek definici6janak megfeleléen igy minden faj-
tara adott valtozok egy végtelen sorozata, tovdbbd minden fajtira legyen adott egy a
fajtdra vonatkoz6 egyenldség. A konstrukciét nem részletezziik, de a nyelv bizonyos
bovitésével (jelolje ezt S) és bizonyos ¥ axiémak felvételével elérhetS, hogy minden
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kozonséges masodrendd a formulahoz és 6t kielégité modellhez talalhat6 olyan S-beli
a’ formula és a ¥ axiomakat kielégit6 tobbfajtdji S tipusi modell, hogy itt o és a’
egyszerre igazak vagy hamisak. Nemcsak a masodrendii logikdt, hanem minden n-ed
rendd logikat, valamint a tipuslogikét is lehet tobbfajtdji logikaként kezelni.

1. Példa. Formalizdljuk a vektorterek axiomdit kétfajtdju logikdban!

Az 1. fajta vonatkozzon a vektor tulajdonsagra, a 2. fajta vonatkozzon a testelem
tulajdonsagaira. x és y legyen 1. fajtaju, A és u pedig 2. fajtdji véltozok.
Tovébba példdul a kétviltozéds, (2, 1, 1) fajtaju p fiiggvény legyen a skaldrral
szorzds (értékének fajtija tehat 1).
Ekkor példaul a belsé kommutativitas formalizalasa:
VxVy(x +'y=y +'x),

ahol +jeloli a vektorok Gsszeaddsat, azaz az +' fajtaja (1, 1, 1) (értékének fajtdja
tehat 1).
Példdul a skaldrral szorzds Osszeaddsra vonatkozé disztributivitdsdnak formaliza-
lasa:

VxVyVA(p@, x +'y)=p@, x) +'p@A, y)).

A masik disztributiv tulajdonsag:

VAYUYx (p(A +"w, x)=p@, x) +'pu, x)),
ahol +” az Osszeadds a testben és fajtdja (2, 2, 2).

A tobbi axiéoma formalizalasa hasonléan torténhet.

2. Példa. Formalizdljuk tobbfajtdji logikdban a kovetkezdt: ,,Van olyan nd, akinek
minden férfi tetszik, és van olyan férfi, aki minden nének tetszik.

Az 1. fajta vonatkozzon arra, hogy valaki férfi, a 2. fajta pedig vonatkozzon arra,
hogy valaki n6. Legyen n 2. tipust, f pedig 1. tipusd individuumvéltozé. A Txy
kétargumentumd, (1, 2) fajtajd reldcié pedig jelentse azt, hogy egy y nének tetszik
egy x férfi. Ekkor az 4llitds formalizalasa:

InvVfTfn AIfVnTfn

3. Példa. Formalizdljuk tobbfajtdji logikdban a Cauchy-konvergenciakritériumot!

A megoldds: Ve(e >0— INVRVm(n> NAm > N — |a(n) —a(m)|<e).

Az 1. fajta vonatkozzon a valds szdm tulajdonsigra, a 2. fajta pedig a természe-
tes szdm tulajdonsigra. ¢ legyen 1. fajtdjd véltozd, N, n és m pedig 2. fajtaju
valtozok. 0 legyen 1. fajtdju konstans, az a fiiggvény fajtdja legyen (2, 1), az ||
abszolutérték-fiiggvény fajtdja (1, 1), a — kivonds fajtdja (1, 1, 1), és a < és >
reldcié fajtdja (1, 1).



5.2 TOBBFAJTAJU LOGIKA 255

Megjegyezziik, hogy ha a szokdsos elsdrendii logikdban kivénjuk formalizdlni a
Cauchy-kritériumot, akkor a megolddsban példaul jelezni kell, hogy az N, n és m
valtozok természetes szdmok, tehét ekkor a megoldés:

Ve(e >0—INVAVM(TNATn ATm An>NAm>N— l|a(n)—-a(m)|<e),
ahol T jelentése ,.természetes szdm”.
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5.3 Modalis logika

A modalitds vizsgdlata a logikdban az 6korra nytlik vissza, de az elsd atfogd modalis
rendszer kidolgozdsa Lewis-t6l ered (20. szdzad eleje). A modalis logika elsGsor-
ban a szamitégépek, a mesterséges intelligencia (tudasreprezenticid) kutatdsaval valt
fontossd az alkalmazdsok szempontjabdl. A modalis logika fejlédésében is lezajlott
az a folyamat, amely a logika egész fejlédésére is jellemzd, nevezetesen bizonyos
filozéfiai-logikai vizsgalatok 1ij értelmezést nyertek a szamitastudomdnyban, és kibs-
viiltek szdmos 1j kutatasi irdnnyal. A kutatds sok tekintetben gyakorlativa és alkalma-
zott jellegtivé valt. A klasszikus modalis logikabdl néttek ki a nemklasszikus logikdk
olyan fontos fejezetei, mint a tempordlis (id6-) logika vagy a dinamikus logika.

A modilis logika eredetileg a klasszikus logika olyan bdvitése, amely a ,,sziikség-
szeri” és a ,lehetséges” (masképpen, ,,sziikségszerli, hogy igaz”, ,lehetséges, hogy
igaz”) kifejezésére szolgalt, e kifejezéseket rendre a [1 (box, doboz, nec), illetve a
& (kard, posz) egyargumentumui miveletekkel modellezték. A ,sziikségszerd”-t itt
egy erls értelemben értjiik, tehat gy, hogy valamely torvény (példdul fizikai térvény)
alapjan sziikségszerti, és nem a véletlen folytdn sziikségszerd (példaul sziikségszerd,
hogy az éjszakdk és nappalok véltsak egymadst, de erds értelemben nem sziikségszert,
hogy a zongordnak hdrom ldba van). Hasonl6an, erds értelemben hasznéljuk a ,,le-
hetséges” kifejezést. Tagadasa, a ,,nem lehetséges, hogy igaz” azzal ekvivalens, hogy
,»szlkségszerl, hogy nem igaz”. Késébb majd ratériink arra, hogy milyen értelemben
haszndlhatjuk még a [ és <> modalis operdtorokat. A modalis logika 1ényege, hogy a
hasznalt moddlis operdtorok mddositani képesek az éllitdsok eredeti jelentését.

Jelen részben els6sorban a modélis dllitdslogika rendszerével fogunk foglalkozni. Egy
hagyoményos £’ allitaslogikai nyelvbdl indulunk ki. Bovitjiik a nyelvet a O és <
egyargumentumu mitiveletekkel. Jelolje az igy kapott nyelvet £. A formula ismert
induktiv definiciéjat kiegészitjiikk azzal, hogy ha ¢ formula, akkor O, illetve $¢ is
formula.

5.3.1 Szemantika

A modalis logika szemantikaja dltaldnositdsa a klasszikus allitaslogika szemantikdja-
nak. Definidljuk a modalis allitdslogika modelljeit.
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1. Definicio. Egy L tipusi interpretdcion (L-frame vagy frame) értjiik a
C=(W, S, {Cp):pE W})

sorozatot, ahol
W egy tetszbleges nem lires halmaz, a lehetséges p vilagok (vagy a lehetséges
vilagok cimkéinek, p € W) halmaza.
S egy kétviltozés relacié W-n, az alternativareldcio (masképpen elérhetdségi
relacio),
C(p) minden p € W-re az atomi formuldk egy klasszikus igazsdgértékelése, tehat
ha A atomi formula, akkor A igaz vagy hamis C(p)-n.

A kovetkezd egy fontos segédfogalom a frame-en definidland6 igazsidg fogalmahoz.
Torténeti okokbdl a bindris reldcidkra, a konyv egyéb helyein hasznilt Swp jelolés
helyett a w Sp infix jelolést fogjuk haszndlni.

2. Definicio. Az o formula igazsdgértékelése rogzitett C frame-re aw (w € W) vildg-
C

ban (jelolése: w IFa vagy w I a) a kovetkez6: a igaz a C frame w vildgaban,
(i) ha o atomi formula, akkor
w lFa akkor és csak akkor, ha a igaz a C(w) értékelésre,
(i1) w IF—«a akkor és csak akkor, ha w ¥,
(iii) w IFa AP akkor és csak akkor, ha wlFa és wlFf,
(iv) wlFa VB akkor és csak akkor, ha w IFa vagy w IFf,
(v) wl¥a —p akkor és csak akkor, ha wlFa és w ¥,
(vi) w - Oa akkor és csak akkor, ha minden p € W-re, amelyre w Sp, p IFa,
(vii)w IF $a akkor és csak akkor, ha van olyan p € W, amelyre wSp és p l-a.

Intuitiv szinten W elemei a lehetséges vildgok, az S rel4cid pedig azt irja le, hogy az
egyes vilagoknak mely vildgok lehetnek alternativdi. A [ és <> miiveletek értelmezése,
mint sziikségszerii és lehetséges, a definicié (vi) és (vii) pontjai segitségével adott.
Példaul ezek szerint Ll akkor igaz, azaz a akkor igaz sziikségszeriien a w vilagban
(w € W), haigaz minden olyan p vilagban (p € W), amely elérhet6 w-bdl (tehat w Sp
és plFa teljesiil).

A fenti szemantikai definicidkat 1ényegében Carnap vezette be, majd altalano-
sitottdk, pontositottdk &ket. A legelterjedtebb valtozat Kripkétsl szarmazik, ezért a
fent definidlt szemantika elnevezése Kripke-szemantika. A definicié6 mutatja, hogy o
igazsdga egy vilagban nem hatdrozza meg Oa és {a igazsagat e vilagban, ezért azt
mondjuk, hogy e logika (és a [J és {» miivelet) nem extenziondlis, hanem intenziondlis.

Ezutdn definidljuk az igazsdg fogalmat modalis allitdslogikéra.
3. Definicio. Akkor mondjuk, hogy az o formula igaz a

C=(W, S, {Cp):pe W}
L-interpretacién (L-frame-en, jelolés: CFa), ha minden w € W-re w ..
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4. Definicié. Akkor mondjuk, hogy az a formula érvényes, ha minden L-interpreta-
cidra igaz.

A Kripke-szemantika 1ényeges dltaldnositdsa a klasszikus dllitdsszemantikdnak,
hiszen ez utdbbinak a modellje olyan specidlis frame-nek tekinthet6, amelynél W
egyelemi.

Legyen ¥ formuldk egy tetszSleges halmaza, o pedig tetszéleges formula.

5. Definicio. « logikai kivetkezménye S-nak (jelolésben: Y E ), ha minden olyan
L-interpretaciéra, amelyen ¥ valamennyi formuldja igaz, « is igaz.

6. Tétel.
(i) Ervényes modalis formulasémék tobbek kozott a kovetkezok:
Oa « —|<>—|O£
O(a —p)— (Da —0Op)
Ola —=p)— (Oa — )
Qla V) < (Ga Vv Eop)
la AB) = (Qa AOB)
O(a AB) < (Oa A0OP)
(OavOp)—= O VP)

(i1) Nem érvényes modalis formulasémadk tobbek kozott a kdvetkezk:
a— Oa
Ua —a
O(a V) — (Oa v OP)
Oa — $a
(Qa VOp) = SlaAB)
a— oa
Sa —a

Bizonyitas. Tekintsiink egy tetszbleges C=(W, S, {C(p): p € W}) frame-et, és p €
W legyen tetsz8leges.

(i) Megmutatjuk, hogy Oa <+ ={$—a érvényes.
El6szor azt igazoljuk, hogy p IF Oa — —~{—a. Indirekt, tegyiik fel, hogy p IF Oa, de
pW¥ —={$—a. Ez utébbi ekvivalens azzal, hogy p Ik $—a, azaz valamely g € W-re,
amelyre pSq fenndll, g IF —a. De p I Oa implikdlja, hogy minden g-ra, amelyre pSq
fennall, g IFa. Ez ellentmondas.
Forditva, igazoljuk, hogy p IF ={—a — Oa. Indirekt tegyiik fel, hogy p IF =$—a, de
pW¥ Oa. plF—-O—a ekvivalens azzal, hogy p ¥ $—a, azaz nincs olyan g, amelyre
qglF—a (azaz gW¥a) és pSq fenndll. p¥ Oa azt jelenti, hogy van olyan ¢, hogy
g ¥ a és pSq fenndll. Ez ellentmondis.
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Megmutatjuk, hogy (O vV Of) — O(a V) érvényes.
Tegyiik fel, hogy pl-Oa vV OB. Ekkor pl-UOa vagy plF0OB. Ha pl-Oa, akkor
minden olyan g-ra, amelyre pSq fenndll, teljesiil ¢ IF . Ekkor ¢ I-a V 8 is kovetkezik,
igy, definici6 szerint p I O(a V ). Hasonléan kovetkeztethetiink a p - CJf esetben is.

(ii) Megmutatjuk, hogy a O(a V) — (Qa vV OB) formulaséma nem érvényes.

Megmutatjuk, hogy lehetséges az, hogy valamely p € W-re p I O(a V ), azaz minden
olyan g-ra, amelyre pSq fenndll, g lFa V3, de p¥ Oa v OB, azaz p ¥ Oa és p ¥ 0.
Ez utébbi azt jelenti, hogy van olyan g és go, amelyre pSq; és pSq, fenndll, és
teljesiil, hogy g1 W a és g2 ¥ .
Konstrualunk egy ilyen frame-et. Legyen W 3 elemii: W ={p,qi1,q>}, és S legyen
olyan, hogy pSq; és pSq, fenndll, pSp pedig nem. Az ¢ és a f formuldk legyenek
olyanok, hogy ¢g;-ben legyen « igaz, B pedig hamis, g>-ben pedig legyen 8 igaz, és a
hamis. Ez a szituici6 p-re teljesiti az el6z6 kivanalmakat.

Megmutatjuk, hogy a Oa — a formulaséma nem érvényes.

Megmutatjuk, hogy van olyan frame, amelyben van olyan p € W, hogy p IF Oa, de
p¥ a. Ugyanis legyen S olyan, hogy pSp nem teljesiil, de p # g-ra pSq teljesiil.
legyen olyan formula, hogy hamis p-ben, és igaz minden mds g-ban.

Megmutatjuk, hogy az ¢ — Oa formulaséma sem érvényes.

Megmutatjuk, hogy van olyan frame, amelyben van olyan p € W, hogy plFa, de
p¥ Oa. Legyen W 2 elemli: W ={p, q}. Legyen S olyan, hogy pSq fenndll. a
legyen olyan formula, hogy igaz p-ben, és hamis g-ban. Ekkor p-ben « igaz, Oa
hamis, tehat @ — La hamis. Ez a szituacié megfeleld.

A tétel tobbi 4llitasai hasonléan igazolhatdk.
]

e Modailis logikdban teljes altaldnossagban nem igaz a Dedukcio tétel (abban a
forméban, ahogyan azt 2.2-ben kimondtuk).

Lattuk, hogy @ — Oa nem érvényes. Viszont a F Uea teljesiil, ugyanis legyen
(W, S, {C(p): p € W}) tetsz6leges olyan frame, ahol a igaz, azaz p I a, minden
p € W-re. Ekkor, definici6 szerint, U« is igaz ezen a frame-en. Tehat a Dedukci6
tétel valoban nem teljesil.

e Megjegyezziik, hogy nyilvanvald, hogy a [ és <> operatorok 2. Definicidbeli
szemantikai értelmezése kvantorokat rejt, ahol a ,,kvantifikdciés tartomany” az egy
adott frame-hez tartoz6 lehetséges vildgok halmaza: W.

e A [ és < operdtorok modellezhetSk a klasszikus elsérendd logikdban. Ugyanis
bévitsiik a modadlis éllitasnyelvet elsdrendd nyelvvé, és ha P’ egy allitasjel, akkor
rendeljiink P’-hoz egy P egyviltozds relacidjelet. S’ legyen a nyelvben egy az
S reldciénak megfeleld kétvéltozos relacidszimbolum. Ekkor minden rogzitett
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(W, S, {C(p): p € W}) frame-re igaz, hogy
pIF OP akkor és csak akkor, ha Vx(pSx — Px) igaz,
p - P akkor és csak akkor, ha Jx(pSx A Px) igaz.
Ilyen médon a modalis allitaslogika frame-jeihez hozzarendeltiink ket leird spe-

cialis els6rendd modelleket. Sok esetben azonban e visszavezetés nehézkes, és
természetesebb mod4lis nyelvet haszndlni.

5.3.2 Bizonyitasi rendszer

A legtobb klasszikus bizonyitasi rendszer (példdul analitikus fak) altaldnosithaté a
modalis esetre. Ratériink a modalis allitaslogika egyik bizonyitdsi rendszerének, a K
rendszernek az ismertetésére. A K rendszer egy Hilbert-tipust bizonyitdsi rendszer.

A klasszikus éllitaslogika szokdsos axiémadin tal (3.1-beli 1. Definicié (i)-(iii)) a
kovetkez8 axiomdt tételezziik fel:
O(a —p)— (Oa —0p) (K tulajdonsag).

A modus ponensen kiviil a kdvetkez8 levezetési szabdlyt tessziik fel:
a-bol kovetkezik Oa . (sziikségességi szabdly)
Jelolése: o x Oa. Az a formuldnak a ¥ formulahalmazbdl torténd levezetésének
definicidja teljesen hasonld a levezetés klasszikus dllitdslogikai definicidjdhoz (jelolése
is hasonlé: X g a vagy egyszertien csak X - ¢). Ha X iires halmaz, azaz -t csak az

axiomdk segitségével vezetjiik le, akkor -t levezethetének mondjuk (jelolése: Fx a
vagy egyszer(ien csak -a).

Y legyen modalis formuldk egy tetsz6leges halmaza.
7. Tétel. Xy a akkor és csak akkor, ha ¥ Fa teljesiil.

A tétel dllitasa az, hogy a K rendszer az el6z6 részben definidlt szemantikara nézve
helyes és teljes. A tételt nem bizonyitjuk.

Ezutdn azzal az érdekes kapcsolattal foglalkozunk, amely reldciok bizonyos tulaj-
donsdgai és bizonyos moddlis tulajdonsdgok kozott dll fenn.

El6szor felsorolunk néhiany fontos reldcidtulajdonsdgot, koziiliik néhdny méar jol
ismert (zdrdjelbe tessziik az elnevezéseket).

1. Vt(tSt) (reflexivitas),
2. VtVs(tSs — s St) (szimmetria),
3. Vtds(tSs) (sorozat),
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4. VtVsVu(tSs AsSu — t Su) (tranzitivitas),

5. VtVsVu(tSs ANt Su — sSu) (euklideszi tulajdonsag),
6. VtVsVu(tSs NtSu — s =u) (parcidlis fiiggvény),

7. Vt3!s(tSs) (figgvény),

8. VtVs(tSs — Ju(tSuNuSs)) (gyengén sird).

Tekintsiik ezutan a kovetkezé modalis formulasémakat:

(1) Oa —a ((T) tulajdonsag)
2) a — OOa

3) Oa — Sa

(4) Oa — 00«

5) Sa — Oda

6) SCa — Oa

(7) $a + Oa

8) Do — Oa

Legyen W tetszbleges, de rogzitett halmaz, és S konkrét reldcié W -n.

8. Tétel. Az S reléci6 rendelkezik az (1)—(8) tulajdonsagok koziil a j-edikkel akkor
és csak akkor (j =1, 2,... 8), ha minden az S reldciéval és W alaphalmazzal rendel-
kezd frame olyan, hogy teljesiil rd a (j) modalis séma (azaz itt igaz e séma minden
példanya).

Bizonyitas. A j =4 esetre bizonyitjuk a tételt, a tobbi eset igazoldsa hasonld. Tegyiik
fel, hogy S tranzitiv. Igazolandd, hogy Ua — U0« igaz barmely frame-ben, amely
a W halmazzal és az S reldcidval rendelkezik. Indirekt bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy
valamely p € W-re és egy C(p) értékelésre p I Oa, de p ¥ O0c. p I Oa értelmében

minden olyan g-ra, amelyre pSq fenndll, g I-c. (1)
p¥ OOa, ezért valamely s-re, amelyre pSs teljesiil, fenndll, hogy s # Oa. Utébbi
azt jelenti, hogy valamely 7-re, amelyre s.St fenndll, teljesiil r ¥ .
Azonban a tranzitivitds miatt pSs és sSt implikdlja pSt-t. Ezért (1) miatt 7 lFa. Ez
ellentmondas.
Forditva, tegyiik fel, hogy Ua — OUOa teljesiil valamely frame-ben, amely a W
halmazzal és az S reldcioval rendelkezik. Igazolandd, hogy S tranzitiv.
Indirekt tegyiik fel, hogy valamely p, g, t € W elemekre pSq és ¢ St fenndll, de p St
nem 4all fenn.
Legyen « olyan atomi formula, amely pontosan a t € W vildgban hamis. Ekkor
p¥ OOa, mivel t ¥ a, de pSt nem all fenn, ezért p - Oca. Ez ellentmond o —
OO« igazsaganak.

|
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A fenti modilis tulajdonsdgok koziil egyesek onmagukban is érdekesek, masok az
alkalmazdsok miatt fontosak. E tulajdonsagokat nemcsak egyenként, hanem bizonyos
csoportokban is vizsgaljuk. A kovetkez&kben a moddlis logika hdrom véltozatit emel-
jiik ki (és ezzel harom modalis tulajdonsdgot mutatunk be). Ezek a modalis véltozatok
az alkalmazdsok szempontjabdl is jelentGsek, tovabba szépen jellemezhetk szeman-
tikailag a fenti ,reldci6-modalis” tulajdonsagkapcsolatokat tekintve, megszoritasokat
téve az elérhetdségi reldcidra nézve. E hdrom logikat rendre egy-egy bdvitéssel kapjuk
a K modailis rendszerbdl kiindulva. Ezen rendszerekben a 6. Tétel (ii)-beli formuldk
némelyike mar érvényes formula. Az alabbi tételek kovetkezményei a 7. és 8. Téte-
leknek.

A T logikdt agy kapjuk, hogy a (T)
Ua —a
tulajdonsaggal bovitjiik a K rendszert. Konnyen l4that6, hogy (7)) ekvivalens az ~a —
- tulajdonsdggal.

9. Tétel. Egy a formula levezethetd T-ben akkor és csak akkor, ha a igaz minden
olyan frame-en, ahol az S alternativarelacid reflexiv.

Az §4 logikdt 4gy kapjuk, ha a T rendszert a (4)
Ua — Oa

Py

tulajdonsaggal bovitjiik.

10. Tétel. Egy o formula levezetheté S4-ben akkor és csak akkor, ha ¢ igaz minden
olyan frame-ben, ahol az S alternativarelacio reflexiv és tranzitiv.

S4-ben, T-bdl kovetkez6en, La és [Ila logikailag ekvivalens. Ugyancsak
ekvivalens Qo és $Oa. Ezért S4-ben a |, megkettézott” moddlis operdtorok redukdl-
hatok egyetlen moddlis operdtor alkalmazdsdra. Tovabbi szabdlyok is 1éteznek S4-ben
modélis operatorok sorozatdnak redukciéjira, erre most nem tériink ki.

Az S5 logikdr 4gy kapjuk S4-bdl, hogy az axiémakhoz hozzdvessziik az (5)
Sa — OOa
tulajdonsigot.
(5)-6t ki tudjuk fejezni csak [I-szal is: -Jf — O—0p, ahol B jeloli —a-t.

11. Tétel. Egy o formula levezetheté S5-ben akkor és csak akkor, ha ¢ igaz minden
olyan frame-en, ahol az S alternativarelacié reflexiv, tranzitiv és euklideszi.

Konnyt beldtni, hogy a reflexiv, tranzitiv és euklideszi reladciék pontosan az ek-
vivalenciarelacidk. Az is megmutathatd, hogy ha a lehetséges vildgoknak ezen ekvi-
valencidrelacié W' osztdlyait tekintjiik, akkor nincs sziikség az S reldciéra a [ és
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definiciéjandl, mert a szimmetria, reflexivitds és tranzitivitds miatt Ggy tekinthetjiik,
hogy W’ minden eleme minden elemmel reldcidban all. Ekkor az igazsagértékelés
definiciéjanak (vi), illetve (vii) pontjai a kdvetkezSképpen mddosulnak:

(vi) wlFOa akkor és csak akkor, ha minden p € W'-re plka,

(vii) w IF $a akkor és csak akkor, ha van olyan p € W', amelyre p I a.

S5-ben (T) miatt $a és O<Oa ekvivalensek, és hasonléan Ca és SOa is ekviva-
lensek. Ez azt jelenti, hogy S5-ben nemcsak a ,,megkett6z6tt” modalis operatorok
helyettesithetdk egyetlen operatorral, hanem bdrmely moddlis operdtorsorozat helyet-
tesithetd a legbelsd operdtorral. Példaul a O0Ga és a Ga vagy a SO0 és a
Oa formuldk ekvivalensek stb.

5.3.3 A modailis logika alkalmazasairol és altalanositasairol

1. A O operdtor néhdny lehetséges értelmezése.

Csak a [ operétorrdl lesz most sz6, mert tudjuk, hogy < kifejezhetd O-szal.
Felsoroljuk [J néhdny fontos értelmezését. Konnyt ellendrizni, hogy az alaprendszer,
azaz a K rendszer axiémadi igaznak tekinthetSk ezen értelmezések mellett. Elsésorban
a (7), (4) és (5) tulajdonsdgok viselkedésére tériink ki.

a) Mdr érintettiik a [ operdtor klasszikus jelentését:
O« igaz, ha ,,a sziikségszertien igaz”.
A (T) tulajdonsag nyilvan igaznak tekinthetd ilyen értelmezés mellett, hiszen ha o
sziikségszerlien igaz, akkor igaz is. Meggondolhaté viszont, hogy példdul a (4) vagy
az (5) tulajdonsagok mar nem tekinthet6k igaznak. Példaul (5) jelentése: ,,ha lehetsé-
ges, hogy « igaz, akkor sziikségszerd az, hogy lehetséges, hogy a igaz”. Tehat a T
rendszerrel még modellezhetd [ fenti értelmezése, de S5-tel mér nem.

b) Oa kovetkezd lehetséges jelentése:
O« igaz, ha ,,tudom, hogy a igaz”,
vagy ennek egy valtozata:
O« igaz, ha ,ismeretes, hogy o igaz”.

Ilyen értelmezés mellett (7T') jelentése: ,ha ismeretes, hogy a igaz, akkor igaz is”.
(4) jelentése: ,ha ismeretes, hogy « igaz, akkor ismeretes az, hogy ismeretes, hogy o
igaz”. A (T) és (4) séma ilyen értelmezése igaznak tekinthetd, viszont meggondolhatd,
hogy (5) mar nem.

S5-nél tehat tdgabb logikai rendszerre van sziikség [J mostani jelentésének modelle-
z€sére. Az S4 rendszer viszont tul dltaldnos e célra, meggondolhatd, hogy az alkalmas
logikai rendszer a ,kett6 kozott” taldlhat6 (ezek az dgynevezett S42 és S43 rendsze-
rek).
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¢) Ua kovetkezd lehetséges jelentése:
Oa igaz, ha ,hiszem, hogy « igaz”.

Ekkor (T) jelentése: ,ha hiszem azt, hogy a igaz, akkor igaz”. (4) jelentése: ,.ha
hiszem, hogy « igaz, akkor hiszek abban, hogy hiszem, hogy « igaz”. (5) jelentése:
»ha nem hiszek abban, hogy —« igaz, akkor hiszem, hogy nem hiszek abban, hogy
-« igaz”. (T) nem, (4) és (5) értelmezései viszont igaznak tekinthetSk.

d) Oa kovetkez6 lehetséges jelentése:
Oea igaz, ha ,, igaz most, és mindig igaz lesz a jévGben”.

(T) trividlisan igaz ezen értelmezés mellett. Igaznak tekinthet6 (4) is, azonban (5)
mar nem. Beldthatd, hogy az ezen értelmezéshez adekvét rendszer, csakigy, mint a
masodik esetben, S4 és S5 ,kozott” van (ez az ugynevezett S3 rendszer).

A mostani értelmezés mar kezdeménye a modalis logika egy fontos dltalanositdsianak,
a temporélis (id6-) logikdnak. Hidnyossdga, hogy segitségével csak a jovérdl tudunk
besz€lni, a miltrél nem.

e) Tekintslink egy nemdeterminisztikus szamitégépes programot, ['-t. Legyen a a
programfutds valamely tulajdonsdga. [l egy kovetkezd lehetséges jelentése:
O« igaz, ha .« igaz a I" program minden futdsa utan”.
Ekkor <> értelmezése:
$a igaz, ha ,«a igaz a I' program valamely futdsa utan”.

Ez az értelmezés jelentSs a szdmitdstudomdnyban, a dinamikus logika, valamint mas
altalanositasok alapjat képezi.

Kozelitsiik meg ezt az értelmezést a szemantika oldalardl:
Egy frame-ben a lehetséges vildgok legyenek a gép lehetséges dllapotai. Az S alterna-
tivarelacié értelmezése: s Sp legyen igaz, ha a I programnak van olyan futdsa, amely
s allapotban kezd6dott el, és a p allapotban fejezddik be.
Ilyen értelmezés mellett O« igaz az s 4llapotban, ha ¢ igaz minden olyan p dllapotban,
amelyben az s-ben kezd6d6 program befejezddik.

2. A moddlis logika dltaldnositdsairol.
o Multimodalis logikdk

E logikdkndl megengedett tobb [ operdtor felvétele a nyelvben, jelolésiik: [1;, i € 1.
Ezeknek megfelel tobb <> operator, jelolésiik: &;, i € I. [; és<; kozott a kapcsolat
most is ;a0 <> ~;—~a érvényessége.

E logikdk szemantikdja hasonl6an definidlhatd, mint a kozonséges moddlis logika
szemantikdja, annak figyelembe vételével, hogy egy-egy frame-en minden i-re az S;
alternativarelaciok kiilon kiilon adottak.

Fontos multimodalis logika a tempordlis logika. Itt két [ tipusd operator 1étezik, az
F (future vagy jov6) operdtor és a P (past vagy mdlt) operdtor.
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Masik fontos multimodalis logika a dinamikus logika, ahol programok egy I'; (i € I)
Osszességére definidljuk a [; (illetve <{»;) operdtorokat, amelyek, rendre az i-edik
programra, I';-re vonatkoznak. Ekkor példdul [J;a jelentése: ,,& igaz a I'; program
futdsa utan”.

A multimodaélis logikdk egyik alkalmazasa a tudédsreprezentacié. Adott a ,,szerepl6k”
egy I halmaza. [J; lehetséges jelentése: ,,az i-edik szerepl6 tudomasa szerint @ igaz”,
vagy ennek egy valtozata: ,,az i-edik szerepld azt hiszi, hogy a igaz”.

o FElsérendii moddlis logikdk

Az alabbiakban csupan rdmutatunk azokra a lehet&ségekre, amelyek szerint a modalis
allitaslogika modalis els6rendd logikdva bSvithets.

Az els6rendd logika nyelvét bovitjik a [0 és <> jelekkel. Az egyszeriliség kedvéért
kikotjiik, hogy a nyelv nem tartalmaz fiiggvényszimbdlumot, de tartalmaz legalabb
egy individuumkonstanst.

A frame fogalmat tgy mddosithatjuk, hogy C(p) egy els6rendl klasszikus struktiira
minden p € W-re, jelolje C(p) a C(p) struktira alaphalmazat.

Modalis elsérendl esetben tobb megkozelités is 1étezik a formuldk és termek inter-
pretacidjara az egyes vildgokban, ezért a frame-en vett igazsag definicidjara is. Féleg
a termek interpreticiéjanak definiciéja kritikus: kikothetjiik, hogy a termek (példdul a
véltozok, konstansok stb.) interpreticidi essenek egybe az olyan vildgokban, amelyek
egymdsbol elérhetdk. Ezért ha pSq fennall, akkor a nyelvi konstansok interpretacidja
a p-hez és g-hoz tartozé univerzumokon megegyezik, tovabba szokds feltenni azt,
hogy C(p) C C(q) teljesiiljon. A kvantorok értelmezése nyilvin szorosan Osszefligg
az individuumvaltozok interpreticidjaval.

A modalis elsérendi levezetési rendszer definicidjandl egy klasszikus elsdrendi leveze-
tési rendszerbdl kell kiindulni, ezt egészitjiik ki a K axiomasémadval és a sziikségességi
levezetési szabdllyal. Megfelel6en bovitve a rendszert, eljutunk a (7)), (54), (S5) stb.
rendszerek elsérendd véltozataihoz. E logikdkra ugyanigy léteznek teljességi tételek,
mint a kiilonféle modalis allitdslogikdkra (1asd az el6z6 részt).






6. FEJEZET

LOGIKA ESA MATEMATIKA
EGYEB TERULETEI

E fejezetben a matematikai logika és a matematika egyéb teriileteinek kapcsolataival
foglalkozunk.

Hagyomdnyosnak tekinthetd a logika kapcsolata az algebrdval és a halmazelmélettel.
A modern logika tulajdonképpen algebrai formaban jott létre, és éllithatjuk, hogy az
algebra-logika kapcsolat egy igen mély és fontos vonulat a matematikdban, mindkét
diszciplina megtermékenyitSen hatott egymasra. Halmazelmélet és logika mindig szo-
rosan Osszefonddtak. Féleg azzal foglalkozunk majd, hogy milyen szerepet tolt be a
logika a halmazelmélet alapjainal.

A logika djabb keletii alkalmazésait taldljuk meg a bonyolultsigelméletben és az ana-
lizisben. A bonyolultsdgelmélet szdmos kérdése lefordithaté logikdra, és vizsgdlhat6
mint logikai probléma. Ilyen példdul szdmos probléma besoroldsa a nevezetes bonyo-
lultsagi osztalyokba. Az analizisben a logikai szemlélet és a pontos fogalomalkotds
tette lehet6vé, hogy preciz alapok johessenek létre az infinitezimdlis mennyiségek
kezelésére. Az ezen alapokra épiils elméletet nemstandard analizisnek nevezziik.
Hely hidnydban nem tudunk egyéb olyan matematikai kapcsolatokat részletezni, ame-
lyeknél a logika szerepet jatszik, ilyenek példdul a kapcsolatok a kombinatorikdval
vagy a val6szinliségszamitassal.
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6.1 Algebrailogika

Az elsd jelent8s l1épéseket a logika matematizdldsaban a 19. szdzadban Boole, de
Morgan, Peirce tették meg azzal, hogy algebrai fogalmakkal modelleztek logikai fo-
galmakat, a logikai miveleteket (V, A, —) algebrai miiveletekkel (+, -, —), a logikai
szemantikat halmazalgebriakkal modellezték (tudjuk, hogy szigoru értelemben matema-
tikai logikdrdl csak a 19. szdzad végétdl, Frege, majd Hilbert és mdsok tevékenysége
ota beszélhetiink). Az algebra és logika kapcsolatdnak kutatdsa az 1930-as években
ismét lendiiletet kapott Tarski, Henkin és kovetdik hatdsara, ez a lendiilet napjainkig
is tart. A matematikdnak az a teriilete, amelyik az algebra és logika kapcsolatdnak
kutatasaval, kiaknazasaval foglalkozik, az algebrai logika. Mér a 4.4 rész témakore, a
karakterizacios tételek, is tekinthetd e témakorhoz tartozénak.

Jelen részben tehdt az algebra-logika kapcsolatrendszert kivdnjuk tanulmanyozni
(részletesebben az éllitaslogika és a Boole-algebrdk kapcsolatdn keresztiil). Targyala-
sunk sordn elsgsorban a kovetkezd szempontok érvényesiilnek:

o El&szor csak a logikai szemantikdt tekintjiik, és keressiik ,,algebraizédcidit”, tehat
a szemantikdra jellemzd algebrai konstrukcidkat. Majd ugyanezt végiggondoljuk
a bizonyitdselmélet esetére is. Ezt kovetSen vizsgdljuk a kétfajta, a szemantikdra,
illetve a bizonyitadselméletre épit6 algebraizacidk kapcsolatdt.

e Vizsgalni fogjuk, hogy a széban forgé ,,algebraizaciok™ hogyan irhaték le logikai
eszkozokkel, illetve csak algebrai eszkozokkel.

e Forditva, a logika helyett kiindulhatunk az algebrdbdl is, azaz tisztan olyan al-
gebrai fogalmakbdl, amelyekhez egy logika rendelhetd (azonban a ,,logikatdl az
algebrdig” irdnnyal foglalkozunk elsGsorban, és csak kitekintiink e forditott irdny-
ra).

Hasznaljuk majd helyenként a szabad algebra, hdanyadosalgebra fogalmakat azok ked-
véért, akik ismerik e fogalmakat. Azonban jelen rész e fogalmak ismerete nélkiil is
szinte hidnytalanul feldolgozhato.
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6.1.1 Az allitaslogika és az algebra kapcsolatarol

Definidljuk a halmazalgebra fogalmét. Legyen V tetsz6leges halmaz.

1. Definicié. Egy

H=(H, U, N, ~y,0, V)
alaku struktira halmazalgebra V egységgel és H alaphalmazzal, amennyiben H a V
halmaz részhalmazainak olyan rendszere, amelyik zart az U, N és ~y miveletekre, és
tartalmazza az iires halmazt és V-t. H tipusa tehét: (2,2,1,0,0;) (jelolje e tipust u).

A halmazalgebrak specidlis Boole-algebrdk (ldsd 4.1). Ha a definiciéban megen-
gedjiik, hogy a V egység osztdly is lehessen, akkor osztdlyalgebrdrol beszéliink.

Az dllitaslogika ,,algebraizaciéjanak” kérdését el6szor a logikai szemantika felSl
kozelitjiik. Rogzitsiink egy L allitasnyelvet, amely a VvV, A, — miveleteket €s tet-
szbleges sok allitdskonstanst tartalmaz. Vegyiink fel egy tetszbleges, de rogzitett X
elméletet L-en, ahol -t a szemantikdn Keresztill tekintjiik definidltnak (lasd 2.2 rész
4. Definicid), és legyen az L tipusi X-modellek osszessége K.

Jelolje || || a ¢ formuldt kielégité S-modellek osztélyat, tehdt legyen

lpl|={A: AES U {p}}. (1
A || |-k tehdt ECa-beliek (l4sd 4.4). Tekintsiik a u tipusd algebrakat.

2. Tétel. A ||| osztilyok osztdlyalgebrdt alkotnak K egységgel (az algebra jelo-
lése EX).

Bizonyitas. Konny( ellendrizni a kovetkezd, (2) tulajdonsagokat, felhasznélva a logi-
kai miiveletek definici6it:

el Ul ll=lle Vel
el Nk ll=lle Awll

~x llell=1-ell (2)
D=llp A—pll
K=llpV-pl

Ezen tulajdonsagokbdl és az (dllitds-) formula definici6jabol kovetkezik, hogy a [|p||
modellosszességek zértak az U, N, ~y miiveletekre, és tartalmazzédk a () és K oszté-
lyokat, tehdt a ||¢||-k valéban osztdlyalgebrat alkotnak.

|

3. Definicid. Az adott £ nyelv és a szemantikdn keresztiil definidlt X elmélethez tartozo
dllitdslogika szemantikdjdnak algebraizdcidjdn értjik az I(€ ) algebraosztalyt (ahol
izomorf lezardst jelol).
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Nyilvan mds-mas algebraosztalyt kapunk att6] fiiggéen, hogy hogyan valasztjuk az £
nyelvet (azaz llitiskonstansainak halmazat), és L-en a X elméletet.

4. Definicié. Az dllitdslogika szemantikdjdnak algebraizdciojdn értjik a lehetséges
I(E®) osztdlyok uniéjat, minden lehetséges mdédon megvalasztva az L allitdsnyelvet
és a X elméletet.

A kovetkezd egy masik fontos megkozelitése a szemantika algebraizicidjanak.
Tekintsiik az £ nyelv formuldin a kdvetkez6 ekvivalenciarelaciot:
¢ = akkor és csak akkor, ha ||¢| =|ly], 3)
ahol ||p]| jelentése ugyanaz, mint (1)-ben. Nyilvdnvald, hogy = valdéban ekvivalenci-
arelacio.
A +, -, — miveletek és a 0 és 1 konstansok definici6i a =-re vett ¢ / = ekviva-
lenciaosztilyokon legyenek a kovetkezdk:
p/=+@/==lpVvy/=|
/=) -@/==lpryp/=|

—(p/=2=|—¢/=| 4)
0=llp A-p/=||
I=llpV-p/=|

Konnyti meggondolni, hogy e miiveletek definiciéi nem fiiggenek az osztdlyokat de-
finidlé formuldktdl. Hiszen ha ¢ ekvivalens ¢’-vel, és ¢ a y’-vel = ra nézve, akkor
e VY, @ Ay, - is ekvivalens rendre ¢’ V', o’ Ayp’, —p'-vel.

Jellje az igy nyert u tipusd algebrat £2. Nyilvanvald, hogy az i(p/=)=||p| egy
izomorf leképezés, tehdt £ és £Z izomorfak, igy

E¥ s 5)

kovetkezésképpen EZ is egy Boole-algebra, mivel az £~ Boole-algebra izomorf képe.
Ha ¥ =0, az 52 algebra egy ugynevezett szabad Boole-algebra (jelolje Fr), 52 pedig
éppen Fr hdnyadosalgebrdja a Y-hoz tartoz6 = ekvivalenciareldcidra nézve.

A kovetkez6kben az 4llitaslogika formuldi igazsdgértékelésének fogalmat kozelit-
jiikk meg az algebra szempontjidbdl. Jelolje By a kételemi Boole-algebrit. Legyen J
egy rogzitett, de tetsz6leges allitasinterpretdcid (modell) és X =).

5. Tétel. Minden konkrét J interpreticiéhoz tartozé igazsdgértékelésre a

_v_J 1, ha¢y igaz J-nél
hp/=)= { 0, ha ¢ hamis J-nél

leképezés Boole-homomorfizmus Fr-bdl By-ba.
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Bizonyitas.
h definiciéja egyértelmd, mivel nem fiigg a ¢ /= osztlyt reprezentdlé osztalytol.
Hiszen ha ¢ =1, akkor igazsagértékeik az adott igazsagértékelésre megegyeznek.
Igazoland6 a miivelettartas.
Igazoljuk példaul, hogy h((p/=)+ (@ /=) =h(p/ =)+ h@ /=), ahol +’ jeldli az
Osszeadast By-ban.
Az Fr-beli + definicidja szerint h((p /=) + (¥ / =))=h(p VY / =). Azonban tudjuk,
hogy a jobb oldal, tehdt ¢ Vi igazsdgértéke csak ¢ és y igazsdgértékeitdl fiigg,
mégpedig ugyanigy, ahogyan azt a V igazsdgtablja definidlja.
Vegyiik észre, hogy ugyanez igaz a h(p /=) +'h(y /=) értékre is, hiszen +' defini-
cidja lényegében egybeesik az igazsagértékek (igaz, hamis) k6zotti V mivelet defini-
cidjaval.
A miivelettartds igazoldsa a tobbi esetben hasonl6 az el§bbihez.

|

A tétel értelmében tehidt egy adott interpretdcidéhoz tartozé igazsagértékelés fel-
foghat6 dgy is, mint a formuldkon (ekvivalenciaosztdlyaikon) értelmezett, a By
kételemid Boole-algebrdba torténd mivelettartd leképezés. A tételben foglaltak
alkalmasak arra is, hogy magdra az igazsdgértékelés fogalmdra egy ij, elegdns
definiciot adhassunk:

Az igazsagértékelés egy olyan h leképezésként definidlhaté az allitdsformuldk
(ekvivalenciaosztdlyainak) halmazabol By-ba, amelyre a kovetkez6 igaz:

(i) Az atomi formuldkon £ értéke aszerint legyen 1 vagy 0, hogy az illetd inter-
pretacio altal definidlt igazsdgérték igaz vagy hamis,
(ii) Ha az a és B formuldk ha és hf3 igazsdagértékei mar definidltak, akkor a —«,
aAB,aVp,a—p formuldk igazsagértékei rendre legyenek a

~'ha, ha ' hB, ha +'hB, ="ha +'hp
értékek, ahol -/, -/, +' rendre a By-beli Boole-miiveleteket jelolik.

Ezutan vazoljuk, hogy az allitaslogika algebraizici6ja hogyan épithetd fel a bizo-
nyitaselmélet fel6l kozelitve. Az £ allitdsnyelv legyen ugyanaz, mint eddig. Tételez-
ziink fel egy rogzitett bizonyitasi rendszert (péld4ul a Hilbert-félét) és egy rogzitett 3
elméletet, amelyet ezen bizonyitdsi rendszeren keresztiil definidlunk (lasd 3.1).

Jelolje |¢| az £ nyelv azon formuldit, amelyek ekvivalensek ¢-vel 3-ra nézve a
felvett bizonyitasi rendszer szerint, tehat:
pl={p: ke oy} (6)
Belathat6, hogy X+ ¢ <y ekvivalenciarelaciot hataroz meg a formuldk Osszességén.
Hasonl6an (4)-hez, definidljuk a |¢| osztdlyokon a +, -, — miiveleteket és a 0 és 1
konstansokat a kovetkezdképpen:
ol +l=lp vyl

lpl-lwl=lp Al
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= lp|=|—p] 7
0=[p A—p]
I=[pV-p|

Most is konnyli meggondolni, hogy e definicidk, a Hilbert-kalkulus tulajdonsigaibdl
kovetkez8en, nem fiiggenek a reprezentdcids formuldk vélasztdsatol. Példaul a + defi-
nici6jandl, ha S ¢ <> ¢’ és Ly <>y’ akkor S (p Vy) <> (p’ Vy'), tehat (p V)
és (p’ V') egy osztilyban vannak.

6. Tétel. A |p| ekvivalenciaosztilyok u tipusi algebrdt alkotnak a fenti +, -, — mi-
veletekre és a 0 és 1 konstansokra nézve, és ez az algebra Boole-algebra (elnevezése:
a X elmélethez tartozé Lindenbaum—Tarski-algebra, jelolése: B>).

A tétel egyszerii kovetkezménye lesz a 7. Tétel (ii)-nek. Vegyiik észre, hogy B>,
csakigy, mint 5;, bizonyos formulaosztilyok algebrdi, roviden formulaalgebrdk. To-
vabba B>, csakiigy, mint 52, a formulédkon értelmezett valamely ekvivalenciarel4cion
keresztiil definidlt.

Az adott £ nyelv és az adott bizonyitdsi rendszeren keresztiil definidlt 3 elmélet-
hez tartozo dllitdslogika bizonyitdselméletének algebraizdcioja hasonléan definidlhato,
mint a szemantikdn keresztiil definidlt algebraizicid, jelen esetben mint az [ (B>)
algebraosztdly. Hasonléan a szemantika algebraizicidjdhoz, itt is mds-mds konkrét
algebraosztdlyt kapunk attdl fiiggben, hogy hogyan vdlasztjuk az £ nyelvet (azaz
allitaskonstansainak halmazat), és £ formuldin a ¥ elméletet. Most is definidlhatjuk az
dllitaslogika bizonyitdselmélete algebraizdcidjdnak fogalmdt, mint a lehetséges 1 (B>)
algebraosztdlyok unidjdt.

7 .2

A kovetkezd tétel az allitaslogika szemantikai és bizonyitaselméleti algebraizdcidinak
kapcsolatara vonatkozik:

7. Tétel.
(i) E¥~pB=
(i) EZ=pB%

Bizonyitas. (i) kovetkezménye (ii)-nek és (5)-nek.

(i) A (3)-ban és (6)-ban értelmezett ekvivalenciarelacidk a Godel-teljességi tétel
miatt egybeesnek, ezért az 52 és B algebrdk alaphalmaza megegyezik. Igazolando,
hogy a miiveletek és a konstansok is egybeesnek. Példaul az osszeaddsra igazolando,
hogy | |+|y|=(p/ =)+ @/ =).

Egyrészt |p |+ |y |=|p V| (7) szerint. Mésrészt (p/ =)+ (@ /=) =pVy /=
Azonban |pVy|=¢Vy /=, mivel, mint lattuk, B> és £Z alaphalmazai megegyeznek.
A tobbi miivelet és a konstansok egybeesése teljesen hasonléan igazolhat6.

|
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A tétel (i) része azt allitja, hogy rogzitett L nyelv és ¥ elmélet esetén az éllitaslogika
szemantikai és bizonyitaselméleti Gton definidlt algebraizacidi izomorfak. Ez az allitas
az allitaslogika teljességének felel meg. De nemcsak azt jelenti, hogy az allitdslogikéra
van teljes kalkulus, hanem azt is, hogy egy adott bizonyitdsi rendszer, nevezetesen a
B*-t definidlé Hilbert-rendszer teljes az allitaslogika szemantikdjdra nézve.

A tételbdl kovetkezik, hogy a szemantika és a bizonyitaselmélet ttjan definialt
algebraizaciok egybeesnek, ezért beszélhetiink az allitaslogika algebraizacijarol.
Ez utébbinak tovabbi jellemzését tartalmazza a kovetkezé tétel:

8. Tétel. Az illitaslogika szemantikdjanak algebraizicidjira igazak a kovetkezd jel-
lemzések:

az algebraizici6 izomorfia erejéig egybeesik

(i) a Boole halmazalgebrdak osztilyaval,

(i1) a Boole-algebrdk osztélyéval,

(iii) a szabad Boole-algebrik lehetséges hdnyadosalgebrdinak osztalyaval.

A tételt nem bizonyitjuk. Az 4llitas két nevezetes algebrai tételt is magdban foglal: az
(1) és (iii) allitdsok ekvivalencidja a Boole-algebrdk elméletének nevezetes tételébdl, a
Stone-tételbdl kovetkezik (Stone-tétele szerint minden Boole-algebra izomorf valamely
halmazalgebraval), (iii) és (iv) ekvivalencidja pedig szintén ismert algebrai tétel. (ii)
nyilvan kovetkezménye (iii)-nak.
Megmutathatd, hogy az (i) jellemzés egy valtozatdnak tekinthetd a kovetkezd: az
dllitdslogika algebraizdcidja izomorfia erejéig egybeesik kételemii Boole-algebrdk va-
lamely direkt szorzatdnak valamely részalgebrdjdval.
(i1) tulajdonképpen az 4llitdslogika teljességének felel meg, hiszen azt dllitja, hogy a
szemantika algebraizacidjat le tudjuk {rni véges sok azonossiggal, a Boole-axiémakkal.
Belathat6, hogy az utébbiak mar ,lefordithatok™ egy teljes allitdskalkulussa.

Tehat absztraktabban és tisztan algebrailag, az allitaslogika teljességének egy al-
gebrai reprezentacio tétel, a Stone tétel felel meg, tehat az, hogy a halmazalgebrak
osztalyanak izomorf lezarja pontosan a Boole algebrak osztalya.

Ezutdn néhdny fontos dltaldnos kiegészitést tesziink az dllitaslogika algebraizdci-
ojdhoz:
Az eddigi algebraizacidkat osszefoglalva, az adott dllitdslogikdhoz szemantikai, illetve
bizonyitaselméleti titon rendelhetd algebraizacidk az £ 2 illetve B> algebrék, illetve
attételesen, az ezekhez rendelhetd ‘H Boole halmazalgebrik és a szabad Boole-algebrik
B hanyadosalgebrdi. E széban forgé algebrdk kolcsonodsen izomorfak, tehat

EX & BE

I I
H + B

A 8. Tétel 4llit4sa szerint ezen algebrdk osztdlya éppen a Boole-algebrdk osztilya.



274 6. FEJEZET: LOGIKA ES A MATEMATIKA EGYEB TERULETEI

A logika és az algebra szoros kapcsolatit bizonyitja, hogy az 4llitdslogika sz4-
mos fogalmat, tételét lefordithatjuk algebrai fogalmakra, tételekre. Ezt illusztrilja a
kovetkezd (nem teljes) ,,szOtar’:

ALLITASLOGIKA BOOLE-ALGEBRAK

V, A\, = +, -, -

<> =

H <

levezethet6ség, illetve cafolhatésag 1, illetve O

elmélet (komplett elmélet) Boole-sziird (ultraszird)

relativizalds egy X elméletre Fr egy hanyadosalgebrajanak képzése
teljességi tétel Stone reprezentécid tétel

formuldk egy igazsdgértékelése Fr egy homomorf leképezése
modellen a kételemi algebriba

A tablazat kiegészithet lenne egy Boole ,,halmazalgebra” oszloppal is, ahol példdul a
V, A, = miiveleteknek rendre az U, N, ~ miiveletek felelnének meg stb.

A Boole-algebrék alkalmazhatoak tobbek kozott az éllitdslogika kovetkezményfo-
galmdnak vizsgdlatdra. Ehhez el6szor a szerepld allitdsokat Boole-algebrai kifejezé-
sekkel formalizdljuk, kihasznalva az allitismiiveletek é€s a Boole-miiveletek kozotti,
a tibldzatban is szerepld kapcsolatokat. Ezutdn alkalmazzuk a céfolati rendszerek
alapelvét, amelynek most az felel meg, hogy a premisszdkhoz tartozé kifejezésekhez
hozzévessziik a konkliziénak megfelel$ kifejezés ellentettjét, és vizsgaljuk, hogy az
utébbi €s az el6bbi kifejezések szorzata kiadja-e a O-t. Ha igen, akkor ez azt jelenti a
logikaban, hogy a kdvetkezmény helyes, ha pedig nem nulla, akkor helytelen. Ezeket
a vizsgélatokat elvégezhetjilk halmazalgebrdk, a halmazreprezentici6 felhasznaldsa-
val is.

Forditva, a logika is alkalmazhaté Boole-algebrai dllitdasok bizonyitdsdra. Példaul
Boole-algebrai azonossdgokat lefordithatunk 4llitaslogikai ekvivalencidkra, és ut6bbi-
akat bizonyithatjuk a logikdban. Mdésik mddszer, hogy a széban forgé azonossagot
elegendd csak kételeml Boole-algebrdkra igazolni, hiszen egy, a 8. Tételt kovetd
megjegyzés értelmében minden Boole-algebra izomorf kételem{i Boole-algebrék direkt
szorzatdnak valamely részalgebrdjdval.

Példa. Alkosson Boole-algebrai modellt a 3.3.1 pontbeli 4. Példdban foglalt feladatra,
és oldja meg e modell felhaszndldsdval a feladatot!

Modellezzék az a, b, ¢ és d Boole-algebrai elemek rendre az ,,A’ biinds”, ,,B’
biinos”, ,,C’ blinds” és ,,D’ blinds” allitdsokat. Formalizdljuk Boole-algebrai kife-
jezésekkel eldszor a premisszdkat. Ezek:
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(-a)+b

—b+ (=c) + (=d)

~(=d) + (a(-0)) ®
—-d+a

A konklizié formalizaldsa pedig: ab(—c).
Ezut4n indirekt tegyiik fel, hogy a premisszdk igazak, de a konklizié hamis, azaz
vegylik az (8)-beli kifejezések szorzatit —(ab(—c))-vel. Megmutatjuk, hogy e
szorzat 0, tehat

[(=a) +b][-b+ (=¢) + (=d)][-(=d) + (a(=c)][-d + al[-(ab(-c))]=0. (9)
A harmadik tényez6t a disztributivitds segitségével igy alakithatjuk at:
—(=d) + (a(-c))=(d + a)(d + (-c)), az utolsé tényezot pedig szintén dtalakithat-
juk: —a + (-b) +c.
Figyelembe véve az el6bbi atalakitasokat, a (9)-beli tényezdket ezutdn szorozzuk
Ossze a kovetkezd sorrendben:
[(d + a)l[-d+ all(-a) +bl[-a+ (=b) + c][-D+ (=c) + (=d)][d + (=c)]
Szorozzuk Ossze a tényezdket balrdl jobbra, rendre paronként:
[(d+ a)][-d+ al=a,
al(-a)+bl=ba,
ba|-a + (-b) + c]=bac,
bac[-b+ (-c) + (=d)]=bac(-d),
bac(-d)[d + (-c)]=0 valdban.

A feladatot megoldhatjuk gy is, hogy halmazreprezentdciét hasznilunk. Ekkor
(9) helyett a kovetkez6t kell igazolnunk:
[(~A)UBIN[(~B)U(~O)U(~D)IN[~(~D)U AN (~ )N

N[~DUAIN[~(ANBN (~C))]=0

6.1.2 Az algebra és az elsorendii logika kapcsolatarol,
kitekintés

1. Az elsdrendii logika és az algebra kapcsolatdrol. Els6sorban a kiilonbségeket sze-
retnénk kiemelni az allitaslogika algebraizaci6jahoz képest. Olyan struktirdkkal dol-
gozunk (cilindrikus algebrdk), amelyeknek tipusa b6vitése a Boole-algebrak tipusdnak:
tartalmazzak dj undris miiveletek egy megszamlalhat6 sorozatat is (jelolésiik c;, illetve
Ci, i € w) és konstansok kettSsen indexezett megszdmlalhaté sorozatét (jeldlésiik d;;,
illetve D;;, i,j € w). A cilindrikus algebrak specidlis esetei az tigynevezett ,,operatoros
Boole-algebraknak™. Jeloljiik a cilindrikus algebrik tipusat v-vel.

El6szor a halmazalgebra (osztilyalgebra) fogalmanak megfeleld ,,cilindrikus al-
gebrai” fogalmat, az ugynevezett dltaldnositott cilindrikus halmazalgebrdkat fogjuk

definidlni, ezeken beliil is el6szor specidlis esetiiket, a cilindrikus halmazalgebrdkat.
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Legyen egy H halmazalgebra egységeleme V = U? alaki (ahol U® az U halmaz
onmagéval vett w -szoros direkt szorzata).
Legyen
Dj=lo€ V:o;=0;} (10)
(az ij-edik diagonadlis elem), ahol o; jeldli a 0 € V sorozat i-edik tagjat.
Definidljunk V részhalmazain egy egyvéltozds C; miveletet (az i-edik cilindrifikdciot)
a kovetkez6 médon:
C’,-E=ia€ V: ob’;EEvalamelqu U—ra}, (11

ahol E tetszbleges részhalmaza V-nek és o) -t gy kapjuk o-bél, hogy o i-edik tagjat
u-ra cseréljik.

9. Definicio. A V =U" egységgel rendelkezd

H=(H, U, 0, ~v, 0, V, G, Dy) (12)
struktdra egy cilindrikus halmazalgebra, ha a (H, U, N, ~y , (), V) reduktum hal-
mazalgebra, tovabba H tartalmazza a D;; diagondlis elemeket minden i,j € w-ra, és

H zéart a G cilindrifikdciékra minden i € w -ra.

A cilindrikus halmazalgebrdk alaphalmazdnak elemei tehat sorozathalmazok an-
nak megfelelGen, hogy V egysége U alaki (e halmazok tekinthetSek gy, mint
véges vagy végtelen argumentumdu reldcidk; tehdt a cilindrikus halmazalgebrak
»reldcidk algebrdi”, de nem azonosak az irodalombdl ismert reldcio halmazalgeb-
rakkal).

Szemléletesen, cilindrikus halmazalgebrak esetén a D;; halmazok szogfelez6 hi-
persikokat (x; =x;) jelentenek az U® szorzathalmazon, mig egy E halmazra al-
kalmazott C; opericid az i tengellyel parhuzamos ,,hengerhalmazképzést” jelent
(,,cilinderhalmaz-képzést”). Tehat a C; mivelet egybeesik a halmazelméletbdl,
topoldgidbdl, analizisbdl ismert cilindrifikdcio miveletével. Elérebocséjtjuk, hogy
a logika szempontjabdl a C; miivelet egy x;, i-edik individuumvaltozéra vonatko-
z6 egzisztencidlis kvantifikdcioval, a D;; konstans pedig az x; =x; egyenlGséggel
kapcsolatos.

Ezutdn az 4ltaldnositott cilindrikus halmazalgebrakat definidljuk.
Legyen egy H halmazalgebra egységeleme V = e g U alaki, ahol az Uy halma-
zok tetszbleges, nem iires diszjunkt halmazok, azaz U; N UJ =0, hai=#j,és U,f’ az
Uk halmaz 6nmagaval vett w -szoros direkt szorzatt jeloli (tehat Uy elemei az Uy -bol
vett végtelen elemii sorozatok).

Az dltaldnositott cilindrikus halmazalgebrdkat a cilindrikus halmazalgebrdk defi-
nicidjanak olyan médositdsaval kapjuk, hogy a V egység V = e g U alaki. Ekkor,
értelemszeriien, a C; operdtor mddositdsa a kdvetkezd:

GE= {o € V:0l € E valamely u € U, k € K-ra} :
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Az 4ltalanositott cilindrikus halmazalgebrédk osztilyat Gsy, , a cilindrikus halmazalgeb-
rak osztalyét pedig Csy jeloli.

Ezutan a Boole-algebrdkat altalanosité absztrakt ,.cilindrikus” algebra osztalyt, a
cilindrikus algebrdk osztalyét definidljuk.

10. Definicié. Cilindrikus algebra (masképpen megszamlalhat6 dimenzidju cilindrikus
algebra) egy olyan v tipusd
.A=<A, +,-, -,0,1,c, dij>iJ cow

struktira, ahol
az (A, +, -, —,0, 1) reduktumrdl feltessziik, hogy Boole-algebra,
a (c;: I € w)-k, rogzitett i-re egyvdltozos miiveletek (az i-edik cilindrifikdciok),
a <a’,— i, ] € w}k, rogzitett i-re és j-re konstansok (az ij-edik diagondlisok),
és feltessziik, hogy A zart a ¢;-kre is, tartalmazza a d;j-ket, valamint a kovetkez6
axiomadk teljesiilnek minden i,j,k € w-ra, minden x € A-ra:

i) ¢0=0

(1) x=<cx

(iii) ¢;(x-ciy)=cix ey

(iv) cicjx=cjeix

V) dii=1

(vi) dik =Cj(dij djk) j #i,k

(vii) ¢;(d;j -x)-ci(d;j - (=x))=0 i #].

Tetszbleges a € A-ra azon -k halmazit, amelyekre a c; ,hat” a-ra, a dimenziéhal-
mazdnak hivjuk, és Aa-val jeloljiik, tehat Aa={i: c;ja # a}. Egy cilindrikus algebra
lokdlisan véges dimenzios, ha barmely a elemére Aa véges, tehit c;a=a véges sok
i € w kivételével (azaz a-ra csak véges sok cilindrifikdci6 ,,hat™).

A cilindrikus algebrdk osztdlydt C A -val, a lokdlisan véges dimenzids cilindrikus
algebrak osztalyat pedig Lf;,-val jeloljiik.

A cilindrikus algebrdk osztilya, hasonléan a Boole-algebrdkhoz, tehat valéban
egy axiomdkkal definidlt absztrakt osztily, szemben példdul a 9. Definicidbeli
cilindrikus halmazalgebrakkal, amelyek ,,konkrér” algebrak. Szemben a Boole-
algebrakkal, a cilindrikus algebrak tipusa és axiOmarendszere is végtelen. Bar a
cilindrikus axiémarendszer egy véges sémdval adott, e sémdnak megszdmldlhato
sok példdnya van. Konny( beldtni, hogy a mér targyalt Gs, és Cs, osztilyok
részei C Ay -nak, tehét az dltalanositott cilindrikus halmazalgebrék, és a cilindrikus
halmazalgebrik cilindrikus algebrak.

Vizsgédljuk ezutan, hogyan algebraizalhaté az elsSrendd logika a szemantika-
bél kiindulva. Legyen S egy szokdsos elsdrendli nyelv, amely tartalmazza =-et, az
egyszertiség kedvéért pedig feltessziik, hogy fiiggvényjeleket nem tartalmaz (ez nem
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jelenti majd az 4ltaldnossig korldtozdsat). ¥ legyen egy elmélet, amelyet tekintsiink
szemantikailag definidltnak.

El6szor azt mutatjuk meg, hogy ha A egy konkrét S tipusi ¥-modell, akkor az A-n
tekintett igazsdghalmazok (1asd 2.1.3) cilindrikus halmazalgebrdt alkotnak.
Emlékeztetiink a [¢] igazsighalmazokra vonatkozé kovetkezd, (13) osszefiiggésekre
(lasd 2.1.3 rész):

~[e]=[¢]
[p]N [w]=[p Ay] (13)
[p]VUp]=[p vy],

ahol ¢ és ¢ az S nyelv tetsz6leges formulai.

Ezen 0sszefiiggések kiegészithetok a kovetkezbkkel. Legyen U a X formulahal-
maz A modelljének alaphalmaza, és V = U®.

Ekkor
Dij = [x,- =xj] 5
és (14)
Glel=[3xp]  (.jEw),
ahol D;; és C; értelmezése ugyanaz, mint (10)-ben, illetve (11)-ben, [a] pedig .A-beli
igazsaghalmazt jelol.

D;; = [x,— =xj] azonnal kovetkezik D;; definici6jabol. C;[p]=[3x;p], azaz kissé rész-
letesebb jeldléssel Ci[p (x;)] =[Ix;p (x;)] igazoldsa: 0 € Ci[p(x;)] akkor és csak akkor,
ha 0}, € [p(x;)] valamely u € U-ra akkor és csak akkor, ha 0 € [3x;p(x;)].

11. Tétel. A nyelv ¢ formuldinak tetsz8leges A modellre vonatkozo [p] igazsdghal-
mazai egy A cilindrikus halmazalgebrdt alkotnak, amelyik lokdlisan véges dimenzids,
és amelynek V = U? az egysége, ahol U az A modell univerzuma.

Bizonyitas.
Az igazsdghalmazok részhalmazai az U” halmaznak, tovdbba az igazsdghalmazok
rendszere zart az U, N, ~vy, 0, G, D; j (i, j € w) miiveletekre, illetve konstansokra
(13) és (14) miatt. Ezért az igazsaghalmazok valéban egy;l cilindrikus halmazalgeb-
rat alkotnak. (14)-b6l és a formula fogalmdbdl kovetkezik, hogy,Z lokdlisan véges
dimenzids.

|

Tekintsiik ezutdn az S tipusd els6érendli ¥-modellek egy olyan K' halmazdt, hogy
a IC'-beli modellek alaphalmazai, az U, (k € K') halmazok péaronként diszjunktak
legyenek, és minden S tipusi X-modellhez szerepeljen legaldbb egy vele elemien
ekvivalens (reprezentans) modell a kivalasztott modellek koziil. Meggondolhatd, hogy
ez megtehets.
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Jelolje most [¢ ] « ¢-nek az Uy (k € K') alaphalmazi modellen tekintett igazsdg-
halmazét. Jelslje [¢]" a [p], -k uni6jat k € K'-re (¢ dltaldnositott igazsdghalmaza),
tehat legyen

[p]' =Ukex [Pl -
Jelolje az Uy g/ Uy’ halmazt V. Konnydl meggondolni, hogy az dltaldnositott igaz-
sdghalmazok is kielégitik a (13) és (14) osszefiiggéseket.

12. Tétel. A [p] dltaldnositott igazsdghalmazok dltaldnositott cilindrikus halma-
zalgebrdt alkotnak, amely lokdlisan véges dimenzids, és amelynek egysége V =
=Ukek' U (jeldlje ezen algebrit D).

A bizonyitds hasonlé a 11. Tétel bizonyitdsahoz.

Szoritkozzunk ezutdn olyan £ algebrakra, amelyeket olyan paronként diszjunkt
alaphalmazi K’ modellosszességbdl szarmaztatunk, amelyre igaz, hogy minden S ti-
pusi Y-modellhez 1étezik K'-ben vele elemien ekvivalens (reprezentins) modell. Az
allitdsesethez hasonl6an, definidlhatjuk az els6rendd logikdhoz, az S nyelvhez és X
elmélethez szemantikai iiton hozzdrendelhetd algebraizdciot, mint az 1(E Z) osztalyt, és
dltaldban, a szemantikai Gton az elsdrendii logikdhoz hozzdrendelhetd algebraizdciot,
mint az 1(E%) osztalyok unidjat, minden lehetséges médon véltoztatva S-et, Y-t és a
fenti tulajdonsagii £ algebrat.

Mivel ¢ =y akkor és csak akkor, ha ¢ és y A&ltaldnositott igazsdghalmazai
megegyeznek, az illitasesethez hasonléan definidlhaté az ottani £Z-nak megfelels
formulaalgebra, illetve a ¥ =) esetre az Fr szabad cilindrikus algebra. Az els6rendi
esetben is igaz, hogy £ ~ .

Legyen ¥ elsSrendl formuldk egy halmaza. Legyen A egy adott els6rendd X-modell,
és A e modellnek a 11. Tétel szerint megfeleld cilindrikus halmazalgebra. Ekkor igaz

7 2z

az 5. Tételnek megfeleld allitas els6rendd logikara:

13. Tétel. A h(p/=)=|[p] leképezés (cilindrikus) homomorfizmus Fr-r6l A-ba, ahol
[p] a ¢ formula igazsdghalmazit jeloli A-n.

Bizonyitas.
A Boole-miiveletek tartdsa kovetkezik (13)-bol, hiszen példaul
hp/ =)+ @/ =2N=hlpVy/=)=[pVy]=[p]U}]=hip/=)Uhry/=).

A diagondl elemekre a kovetkez6t kapjuk: Ay (x; =x; /=)= [xi =xj] =D;;, az utdbbi
Osszefiiggés (14) miatt igaz, ahol D;; jeldli A diagondl elemét.
A cilindrifikdcio tartdsa: h(c;(p / =) =hGx;p /=) =[Ix;p] = C;[p], utébbi (14) miatt
igaz, ahol C; jeloli az i-edik cilindrifikaciot az A cilindrikus halmazalgebraban.

|
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Hasonl6an az 4llit4s esethez, elsérendi esetben is igaz, hogy a 13. Tételbeli tulajdonsig
alkalmas arra, hogy definidljuk segitségével adott elsdrendii modellre a formuldk h
igazsdgériékelését mint az Fr-bol A-ba képez6 h(p /=)= [p] Osszefiiggést kielégitd,
mivelettart6 leképezést (azaz homomorfizmust).

Ezutan az els6rendd logika algebraizacidjat a bizonyitaselmélet oldalardl kozelit-
juk. Tekintsiik az S els6rendi nyelvet. Rogzitsiink egy elsérendii bizonyitasi rendszert,
példaul a Hilbert-kalkulust, és 3 legyen egy ezen keresztiil definidlt rogzitett elmélet.

Az éllitas esethez hasonléan, S-nek a ¥-ra nézve ekvivalens formuldi ekvivalen-
ciaosztilyain definidlhatunk egy olyan algebrat, amelynek tipusa megegyezik a cilind-
rikus algebrak tipusdval, v-vel. A ¢-vel a Hilbert-kalkulus szerint ekvivalens formulak
osztalyat most is jelolje |p|. A Boole-miiveletek definicidja legyen ugyanaz, mint az
allitasesetben, tehat (7), a ¢; cilindrifikaciok és a d;; diagondl elemek definicidja pedig
legyen

di =
illetve (15)
cilpl=1Txe|  i€w.

xi=xj‘ i,jEw,

Meggondolhatd, hogy a fenti definici6 értelmes, és igaz a kovetkezd:

14. Tétel. A |p| ekvivalenciaosztilyok v tipusii algebrdt alkotnak a fent definiélt
+, -, —, ¢; miveletekre és a 0, 1, a',-j konstansokra nézve. Az igy definidlt algebra
cilindrikus algebra, és lokdlisan véges dimenzids (elnevezése: a 3 elmélethez tartoz6
Lindenbaum—Tarski-algebra, jelolése B>).

A bizonyitaselméletbdl kiindulva ugyantgy definidlhatjuk az els6rendi logika al-
gebraizacidjat, mint allitds esetben. Elsérendd esetben is megfogalmazhat6 a 7. Tétel
megfelelje: £ ~ B>, valamint £Z = B>. Ennek kovetkezménye, hogy a szemantikai
és bizonyitdselméleti iton definidlt algebraizacidk elsérend logikédndl is egybeesnek.

A kovetkezd, a 8. Tételnek megfeleld tétel az elsérendi logika algebraizacidjanak mar
tisztdn algebrai jellemzését adja:

15. Tétel. Az els6rend(i logika algebraizacidjara igazak a kovetkez§ jellemzések:
az algebraizacié izomorfizmus erejéig egybeesik
(1) az Lfy-beli dltaldnositott cilindrikus halmazalgebrdk osztalyéval,
(1) az Lfy-beli cilindrikus algebrdk osztilyaval,
(iii) az Lf, -beli szabad cilindrikus algebrak lehetséges hanyadosainak osztalyaval.

A tételt nem bizonyitjuk.

A legfontosabb eltérés az allitaslogikahoz képest, hogy az elsérendii logika al-
gebraizaciéja nem varietas, azaz nem axiomatizdlhat6 elsrendben azonossdgokkal.
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Ennek oka a ,,]lokdlisan véges dimenzids” feltétel, mely tulajdonsdg nem formalizdlhaté
ilyen alakd formuldkkal.

v

Az elsdrendd algebraiziciondl is érvényben marad az el6z6 rész végén taldlhato,
algebraizdcidokkal kapcsolatos reprezentacidkat osszefoglalé diagram. BE-t és £t
mdr definidltuk elsérendd esetre, 3 egy lokdlisan véges dimenzids szabad cilindrikus
algebra hdnyadosalgebrdja, H pedig altaldnositott cilindrikus halmazalgebra.

Az algebra—logika ,,sz6tar” is kiterjeszthetd az elsérendd logika esetére. Meggon-
dolhatd, hogy példaul modellek elemi ekvivalencidjdnak a modellekhez rendelhetd ci-
lindrikus halmazalgebrék izomorfidja felel meg, vagy példaul az x; /xj helyettesitésnek
egy a cilindrikus algebrén értelmezett sj? operétor felel meg bizonyos tulajdonsigokkal
stb.

Megjegyezziik, hogy az allitaslogika algebraizdciéjanak mas lehetséges kdzvetlen,
vagy kozvetett megkozelitései is 1éteznek. Ilyenek példaul a kvdzipoliadikus algebrdk,
az indexezett Boole algebrdk stb. Ezek a megkozelitések azonban szdmos tekintetben
egymdssal ekvivalensek. Erdekes tj eredmény az, hogy ha az elsérendii logika sze-
mantikdjat a Henkin féle szemantikdval helyettesitjiik, akkor az igy nyert logikdnak
mdr 1étezik elsérendben véges séma (Stone tipusu) algebraizicidja.

2. Kitekintés. Nemcsak az 4llitas- és az elsdrenddi logika, hanem mads fontos logikdk
esetén is (példaul modalis, tobbfajtajd, tobbértéki logikdk stb.) definidlhatok algebrai-
zaciok (de nem minden logika esetére). Az adatbazis-elméletben, logikai programozas-
ban kozponti szerepet jatszé reldcidalgebrdkat példaul az Ggynevezett ,,nyil logikdk”
algebraizici6jaként kaphatjuk meg, vagy az ugynevezett ,Heyting-algebrdkat” az in-
tuicionista logika algebraizacidiként nyerhetjiik.

Algebra és logika kolcsonosen megtermékenyitSen hatnak egymdsra. Ennek a
hatdsnak a mechanizmusa a kdvetkezo:

e a logikai problémat (vagy tételt) ,leforditjuk™ algebrai problémava,
o clvégezziik az algebrai elemzést,
e az elemzés eredményét ,,visszaforditjuk” a logikdra vonatkoz6 allitdsokra.

Minderre lattunk példat az el6z6 pont végén. Az algebrai elemzéshez sziikséges algeb-
rai apparatust, dltaldban, az algebra ismert dga, az univerzdlis algebra szolgéltatja.

Mindeddig azzal foglalkoztunk e részben, hogyan rendelheték egy-egy logikéhoz
algebraizaciok. De forditva is ,kozlekedhetiink”. Kiindulhatunk az algebrdbdl, és
vizsgdlhaté, hogy bizonyos algebrai konstrukciok mely logikdknak felelnek meg. Ehhez
az az észrevétel szolgdl alapul, hogy egy-egy logikai nyelvnek egy ,,abszolit” szabad
algebra, a modellekhez tartozé igazsigértékeléseknek (a szemantikdnak) pedig a sza-
bad algebrin értelmezett homomorfizmusok egy Osszessége feleltethetd meg. logika
Logikdn itt nyelv és szemantika egyiittesét értjiik.

Ami az algebrai logika alkalmazdsait illeti, altaldban elmondhatd, hogy ahol a
logika egyaltalan alkalmazhatd, ott alkalmazhaté az algebrai logika is, és forditva.
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Ilyen teriiletek példdul a programspecifikdcio (algebrai specifikdcid) vagy az adatbdzis-
elmélet (reldcioalgebrdk) stb. Az alabbiakban egy egyszert, de fontos elméleti alkal-
mazdast emlitiink, az alkalmazdst a valdszinliségszamitdsban.

Ismeretes, hogy valdsziniiségi mezd egy (2, A, P) harmas, ahol Q2 egy tetszSleges
halmaz, A egy 2 alaphalmazi o-halmazalgebra, és P valdszintiségi mérték A-n.

A hétkoznapi életben, amikor valdszintiségekrol beszéliink, akkor dlilitdsokhoz ren-
deliink valészintiségértékeket. A valdszinliségszamitds matematikai modelljében mar
formalizdlt allitdsokhoz rendeliink valdszintiségértékeket. A valdszinfiségi mez6kben
szerepl$ A algebra elemei reprezentaljak a formalizalt allitasokat, tehat a valé-
sziniiségi mérték értelmezési tartomanya, az A struktira magat az allitaslogikat
reprezentalja, a jelen fejezetben mar definidlt értelemben. Tehat elmondhatjuk, hogy
a valosziniiségszdmitds dllitaslogikai appardtust haszndl, pontosabban annak algebra-
izacidjat. Megjegyezziik, hogy A o-zartsdga logikai szempontbdl azt jelenti, hogy az
ilyen algebrdknak tgynevezett infinit (megszdmlalhaté konjunkciét és diszjunkciot is
megengedd) logika felel meg, ezt most nem részletezziik.

Felmeriil az a kérdés, hasznél-e a valdszinlségszamitas elsérendii logikdt? A szto-
chasztikus folyamatok elméletét emlitjiik példaként, ahol igen fontosak az X () reali-
z4cidk bizonyos elsdrendii tulajdonsédgai, péld4ul

a monotonitas: ViVs(t < s — X(1) < X(s)),

a korlatossag: dsVr(X(¢) < ),

a 1épcsss fliggvény tulajdonsdg: dsy...3s, V(X () =51 V...V X({)=5,),

n=1,2,... stb.
Nyilvan fontos az is, hogy e tulajdonsdgokhoz valdszintiségeket rendeljiink, kiter-
jessziik rajuk a szokdsos valdszintiségi mértéket. Megmutathat6 azonban, hogy azok a
halmazok, amelyek példdul a fenti tulajdonsdgokat reprezentéljak, elsérendii természe-
titknél fogva, nem tartoznak a hagyomdnyos o-algebrdkhoz, ezért a mértékkiterjesztés
elemi modszerei itt nem miikodnek, a mértékkiterjesztés specidlis modszereket igényel
(lasd példaul Doob-szepardbilitdsi tételek). Kézenfekvd ezért a mértékkiterjesztésnél
az elsérendii logika algebraizdcioit haszndlni.

Megjegyezziik, hogy a valdszinliség fogalmaval a logikdnak kiilon dga foglalko-
zik, a valdsziniségi logika. A logikdnak ez a dinamikusan fejl6d6 dga a sztochasztikat
egy specidlis logikdnak, egy nemklasszikus logikdnak tekinti. A valdészin{iségi logika
és a valdszinliségszamitds ugyan egymasra visszavezethetek, de kiilonb6z6 szemléle-
tet igényelnek, vizsgalatuk targyat mas-mas oldalrél kozelitik. A valdszintségi logika
részletezésére itt nem tériink ki.
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6.2 Bonyolultsagelmélet és logika

Ebben az alfejezetben feltételeziink egy kis jartassdgot a bonyolultsdgelméletben. Fel-
tételezziik, hogy az Olvasé ismeri a ,,problémak egymadsra visszavezethet6ségének”,
vagy ,,az egy adott probléma, adott osztdlyra vonatkozé teljességének” fogalmait, és
ismer néhdny nevezetes konkrét problémét (utazéligynok-, hatizsdkprobléma stb.). Bar
a bonyolultsagi osztilyok nyelvek osztalyai, de mint az szokasos, (eldontés-)problémak
egy osztdlydnak tekintjilk 6ket. A jelen részben ismertetend6k 1ényege, valamint a
szerepld tételek bizonyitdsa azok szdmdra is érthetd lesz, akik csupdn a bonyolultsig-
elmélet alapfogalmait ismerik.

A logika kapcsolata akdr az algoritmuselmélettel, akdr az automataelmélettel hagyo-
ményosnak mondhaté (példdul ismeretesek a logika nemteljességi tételeinek és el-
donthetetlenségi tételeinek bizonyitdsai a Turing-gép fogalmanak felhasznédlasaval). E
részben, a cimnek megfelelSen, a logika és a bonyolultsdgelmélet kapcsolatdra szeret-
nénk felhivni a figyelmet. Megemlitjiik majd e kapcsolat olyan alkalmazésait, mint a
bizonyit4si rendszerek hatékonysdgdnak vizsgélata vagy az algoritmusok miikodésének
sztochasztikus analizise, e kérdéskoroket azonban nem részletezziik. Viszont szeret-
nénk silyt helyezni arra, hogy létezik egyfajta forditds bonyolultsdgelméletrdl logikéra,
és viszont. E kapcsolat sokban hasonlit a mér targyalt logika-algebra kapcsolatra.

A tiargyaland6 eredmények két tipusba sorolhatok:

(i) Adott bonyolultsagi osztdlyhoz olyan S formdlis nyelv és ezen 3 formulaosztdly
megaddsa, hogy a bonyolultsdgi osztdlyhoz tartozé minden problémdhoz legyen
olyan formula Y-ban, amely formalizdldsa az adott problémanak (vagy vele ek-
vivalens problémaénak) az S nyelven, és forditva, a X-beli formuldkhoz tartoz6
problémék az adott bonyolultsigi osztdlyhoz tartozzanak.

(i) Olyan konkrét, matematikai logikai tdrgyii problémdk, amelyek teljesek egy is-
mert bonyolultsagi osztilyra nézve.

Az (i) és (ii) tipusud problémdk koziil a (ii) tipusiak mar klasszikusaknak tekinthetSk.
Az (i) tipusdak a logika és a bonyolultségelmélet szoros kapcsolatdra mutatnak rd az-
zal, hogy kozvetlen, szemléletes és atfogd jellemzést adnak bonyolultsigi osztalyokra.
Ezen utébbi eredmények tobb szempontbdl is figyelemre méltok:

e Mir egy probléma formalizdldsa is valaszt adhat a probléma bonyolultsagi osz-
tdlyba soroldséra, segit dttekinteni a problémat.

e Az S nyelv egy magasabb rendil programozdsi nyelvként szolgéalhat a széban forgd
probléma kezelésére. S6t ez meg is fordithatd, kiindulhatunk egy programozdsi
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nyelvbdl (példdul DATALOG és viltozatai), és vizsgdlhaté az, hogy milyen logi-
kai nyelv, és milyen bonyolultsigi osztily felel meg ezen nyelvnek.

e Bonyolultsdgelméleti fogalmak, tételek, sejtések dtfogalmazhatok logikaiakka,
vizsgdlhatok a logikdban, és forditva. Péld4dul bonyolultsdgi osztilyok kiilonbo-
z8sége (PSPACE # LOGSPACE), vagy esetleges egybeesése (P = NP), dtfogal-
mazhat6 logikai nyelvek kiilonboz6ségének vagy egybeesésének problémadjara.

Az 4ltalunk ismertetett eredmények elsésorban a bonyolultségelmélet két legfontosabb
osztidlydhoz kapcsolédnak (ezen eredményekkel mar érzékeltetni lehet jelen alfejezet
f6 mondanivalgjat, de mas bonyolultsagi osztilyokra is nyerhet6k hasonlé tételek):
Az egyik a P osztdly, azaz a determinisztikus Turing-gépekkel polinom-id6ében el-
donthetd problémdk osztdlya, idetartozik példdul a grafelméleti elérhetGség vagy a
parositds problémdja stb. Be fogjuk bizonyitani, hogy idetartozik a logika HORNSAT-
problémdja is, azaz az dllitdslogika véges sok Horn-kloza kielégithetGségének problé-
mdja (az utébbival mar taldlkoztunk az SLD-rezoliciénél).
A masik osztaly az NP osztdly, azaz a nemdeterminisztikus Turing-gépekkel polinom-
id6ben eldonthetd problémadk osztilya, ilyen példdul a hétizsakprobléma, a grafok 3
szinezés problémdja stb. Latni fogjuk, hogy idetartozik a logika SAT-problémdja
is, vagyis az a probléma, hogy az dllitaslogika egy adott konjunktiv normdlformdji
formuldja kielégithetd-e.

A bonyolultsdgelmélet egyik legfontosabb nyitott problémdja a P=NP sejtés. E
sejtés igazsigat el6legezni szoktdk, mi is ezt fogjuk tenni, tehat P-t és NP-t kiilonb6z6
osztalyoknak fogjuk tekinteni.

Elérebocsdjtjuk, hogy az elsérendii logika nyelve tdlsadgosan korldtozott ahhoz,
hogy bonyolultabb gépek, automatak miikodését segitségével le tudjuk irni, ehhez leg-
aldbb valamely mésodrend( nyelvre, vagy valamely specidlis nemklasszikus logikdra
van sziikség. Elsérend(i nyelvvel példdul nem tudjuk megragadni a rekurzio fogalmat
(az elsérendi logika egy alacsony bonyolultsdgi osztdlynak, az AC? osztilynak felel
meg, amely egy logikai dramkorokkel kapcsolatos problémaosztily). Sokatmondé pél-
ddul az az automataelmélet és a logika kapcsolatdndl kdzponti szerepet jatszo tétel,
hogy a véges automatdk dltal , felismerhetd” nyelvek pontosan azok, amelyek (mo-
nadikus) mdsodrendii nyelveken ,,definidlhatok”. Tehdt a méasodrenddi nyelvek mar
alkalmasak arra, hogy alapnyelvnek védlasszuk 8ket a bonyolultsdgelméleti vizsgdlatok
sordn.

Megjegyezziik, hogy jelen részben nyilvan véges struktirakrél kell gondolkoz-
nunk. Nem jelenti majd az 4ltaldnossdg megszoritdsit, ha véges grdfokban gondolko-
zunk, és a grafelmélet nyelvét vélasztjuk alapnyelvnek.
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6.2.1 Bonyolultsagi osztalyok jellemzése formalizalassal

Ebben a részben a fent emlitett (i) tipusi kapcsolattal foglalkozunk. Legyen S a
grafelmélet olyan mésodrendli nyelve, amely egyetlen kétargumentumdu reldcickons-
tanst tartalmaz, E-t (,,0sszekotve lenni” reldcié), valamint minden n-re tartalmaz n
argumentumu reldciovdltozot.

1. Definicié. Py egy egzisztencidlis mdsodrendii formula, ha P relaciévaltozo, és
y-ben P-t relacidkonstansnak tekintve, az igy nyert ¢’ formula elsérendd formula
(utébbi tartalmazhat szabad individuumvaltozokat is).

Y legyen S egzisztencidlis masodrendd formuldinak halmaza.

2. Definicio. Egy adott ¢ € X formuléra azt a problémaét, hogy
GrFo? (D
mely o individuumvaltozé értékelésére teljesiil rogzitett véges G grafra (mint S tipusu

modellre) és o adott individuumvaltozé-értékelésre, ¢ grdfproblémdnak nevezzik (p-t
itt graftulajdonsagnak nevezziik).

Fontos graftulajdonsagok leirhaték elsdrendii nyelven: példaul egy G graf szim-
metrikus vagy tranzitiv, vagy fliggvényt reprezentdl. Ez utébbi formalizéldsa péld4ul:
Vx3dy Exy AVxVyVz((Exy N Exz) —y=2)

Bizonyithat6, hogy fontos graftulajdonsigok viszont csak mdsodrendii nyelven irhat6k
le. Ilyen példaul az elérhetetlenség (egy G graf x csiicsdbdl nem létezik irdnyitott tt
y-ba). Ultraszorzat segitségével igazolhatd, hogy e tulajdonsag elsérendben nem irhaté
le. De leirhat6 a a kovetkezd ¢ (x,y) egzisztencidlis masodrend@i formuléval:
FPNVuNvVw (Puu N (Euv — Puv) A (Puv A Pvw — Puw) A =Pxy)) 2)
(azaz 1étezik graf, amelyik részgrafként tartalmazza G-t, reflexiv, tranzitiv és a gratban
nem vezet él x-bdl y-ba).
Csak mésodrendi nyelven fogalmazhaté meg tehat az elérhetdségprobléma. Tovabba
a Hamilton-kor probléma is, vagyis az a probléma, hogy egy adott graf tartalmaz-e
Hamilton-kort (Hamilton-kor az olyan ut, amelyik minden csicsot pontosan egyszer
érinti).

3. Tétel. (Fagin-tétel.) NP pontosan azon problémak 6sszessége, amelyek visszavezet-
hetdek valamely egzisztencidlis masodrendl formulaval lefrhat6 ¢ grafproblémara, ez
ut6bbi problémak maguk is NP-beliek.

Bizonyitas. A tételnek a konnyebbik részét bizonyitjuk, tehat azt, hogy ha IPy adott
egzisztencidlis masodrendi formuldja S-nek, akkor a APy grafprobléma NP-ben van.
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Egy nemdeterminisztikus Turing-gép, barmely G grathoz és o értékeléshez, meg
tudja taldlni polinom-idében P-nek azt a G-beli PY értékét (azt a reldciét), amelyre
Y9 egyéltalan igaz lehet G-ben.

Tekintsiik most P-t reldcidkonstansnak. Elegendé megmutatni a kovetkez6t: Ha ¢’ az
S nyelv tetsz6leges elsérendd formuldja, akkor a ¥’ grafprobléma P -ben van.

Legyen G rogzitett, n csiccsal rendelkezd graf. Formulaindukciéval megmutatjuk
a kovetkez6 (3) Allitast:

lp'|? értékelései polinom-idében meghatdrozhatdk. 3)
Ha v’ atomi formula, akkor (3) nyilvan igaz, hiszen atomi formula lehet Px;...xs,
illetve Exy és x =y alaki. x =y-t kdzvetleniil tudjuk ellen6rizni, Px; ...xg-et pedig n®
id6 alatt, vagyis legfeljebb annyi id6 alatt, amennyi P interpreticiéjanak elemszama.
Exy ellenérzéséhez nyilvan elegendd n? idé.

Ha v’ a V3 alaki, ahol a-ra és B-ra igaz (3), akkor megvizsgdlva a és § igazsagat,
csak eggyel tobb 1épés sziikséges ahhoz, hogy el tudjuk donteni, igaz-e a V3. Hasonld
a helyzet a AB-val is. Ha v —a alaku, ahol a-ra igaz (3), akkor megvizsgaljuk a
igazsagat, és v’ akkor lesz igaz, ha a hamis, és forditva.
Végiil, ha y' Vxa alakd, ahol a-ra igaz (3), akkor el6szor vizsgédljuk meg o igazsagat
minden o értékelésre. Ha o m szabad valtozés, akkor n™ individuumvaltozé-értékelés
lehetséges. Mivel feltevés szerint @ igazsdga valamennyi értékelésre polinom-idében
kiszamithato, igy Vxa-€ is. Ezért polinom-idében donteni tudunk Vxco igazsagardl.

|

Tudjuk, hogy P része NP-nek. Felvetddik a kérdés, hogyan adhaté meg a P-beli
problémdknak egy (i) tipusu jellemzése az NP osztdlyon beliil. Példaul ismert, hogy
a (2) elérhetetlenségprobléma P-beli, mig példdul a Hamilton-kor problémdja NP-
beli. Arra keresiink vélaszt, hogy kiolvashatd-e, és ha igen, akkor hogyan a formuladk
szerkezetébdl az, hogy a probléma milyen osztdlyhoz tartozik.

4. Definicié. Egy 3Py masodrendi egzisztencidlis formularél akkor mondjuk, hogy
egzisztencidlis mdsodrendii Horn-formula, ha P-t 9 -ben konstans reldciéjelnek tekint-
ve, és a nyert formulét y’-vel jelolve, y' elsérendd erGs Skolem-alaky, tovdabba 1’
magjinak konjunkciés kl6zai legfeljebb egy darab olyan negélatlan literélt tartalmaz-
nak, amelyben szerepel a P rel4cidjel.

A y’-ben szerepld kl6zok tehat nem feltétleniil Horn-kl6zok, hiszen benniik tobb
(P-t nem tartalmazd) negdlatlan literdl is el6fordulhat, de ha csak P-t tekintjiik atomi
formulanak, akkor Horn-kl6zok.

Vegyiik észre, hogy a (2)-beli formuldbdl az implikdcidkat elimindlva egziszten-
cidlis masodrendd Horn-formulat nyeriink, uté6bbi magjénak konjunkciés klézai:

Puu, -EuvV Puv, -Puv NV -Pvw V Puw, = Pxy
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(belédthat6, hogy a Hamilton-kort formalizdlé6 mondat nem hozhat6 egzisztenciélis ma-
sodrendt Horn-alakra). Azt sejthetjiik tehat, hogy igaz a Fagin-tétel olyan megfeleldje,
hogy a P osztily egzisztencidlis masodrendi Horn-formuldkkal jellemezhetd. Ez azon-
ban csak részben igaz. Mint az az aldbbi tételb6l majd kideriil, az ilyen ¢ formuldkhoz
tartozd y grafproblémak valéban P-ben vannak, azonban ennek megforditdsa mar nem
igaz, ugyanis mint az megmutathatd, 1éteznek olyan P-beli problémdk (példaul egy
graf parossdgénak problémdja), amelyek nem irhatéak le ilyen formuldkkal. Ennek az
észrevételnek az elemzése vezet a kovetkezdkhoz:

Az § grafelméleti nyelvet bdvitsiik tovabb egy R bindris (konstans) reldcidjellel,
a rendezés jelével, legyen az igy nyert nyelv £. A ¢ grafprobléma definicidjat Ggy
modositjuk, hogy (1)-ben rendezett grafokra szoritkozunk (azaz a cstiicsokon adott egy
rendezés, lasd 4.1.1), nevezziik ezt a problémat ¢ rendezettgrdf-problémdnak.

Igaz a kovetkezd tétel:

5. Tétel. (i) Ha Py egzisztencidlis masodrendi Horn-formula, akkor a 3Py graf-
probléma P-ben van.

(i) P pontosan azon problémdk Osszessége, amelyek visszavezethetfek va-
lamely L-beli egzisztencidlis masodrenddi Horn-formuldval leirhaté ¢ rendezettgraf-
problémara, feltételezve L£-ben axiomaként a rendezési tulajdonsagot.

Bizonyitas. Csak az (i) részt igazoljuk.

Legyen G egy n cstcsu graf. Ha y-nek m szabad valtozéja van, akkor G-n n™
darab o individuumvaltozé-értékelés lehetséges, ezért elég megmutatni, hogy 3Py
szabad valtoz6inak minden rogzitett o értékelésére a G 3Py probléma polinom-
1épésszamban eldonthetd. Rogzitsiink egy ilyen o értékelést.

Megfontoldsunk lényege az lesz, hogy a problémait visszavezetjiik (az allitaslo-
gikabeli) HORNSAT-problémara, amelyrdl ismert, hogy P-ben van (ezt a kovetkezd,
6.2.2 részben bizonyitjuk jelen tételtdl fiiggetleniil). A visszavezetés algoritmusa a
kovetkezo:

Y erds Skolem-alakd, ezért univerzalis formula, példdul k hosszisagu univerzalis
kvantorblokkal (azaz k darab kvantélt vdlozéval) és példdul p darab konjunkcids tag-
gal. Az univerzdlis kvantorblokk bevihet6 a konjunkcids tagok elé. Tekintsiik tehat a
konjunkciés tagok univerzdlis lezartjaibol nyert formulahalmazt. Tekintsiink e formu-
lahalmazbdl egy Vo alaki formuldt, ahol a kléz, és V egy k hosszisagu univerzalis
kvantorblokkot jelol. Mivel G véges modell, igy Vo igazsaga ekvivalens az

[, a%,...a") 4)
igazsdgéval, ahol o0y, 03,...0; az a-ban szerepl6 k darab kvantdlt individuumvaltozé
0sszes lehetséges értékelése G-n; ilyen értékelés nyilvan ¢ = nk darab van. Figyelembe
véve 1 osszes (p darab) konjunkcids kl6zat, osszesen pnk kiértékelt kl6z van.
Ezutédn vegyiink szemiigyre (4)-bdl egy i tipusi helyettesitést. Az a kl6zban az E
és a P nemlogikai jelek fordulhatnak els, és az = jel, a“ -ben pedig az ezekhez tartozé



288 6. FEJEZET: LOGIKA ES A MATEMATIKA EGYEB TERULETEI

literdlok helyettesitései G elemeivel, pontosabban ezek ,,diszjunkciéi”. Az E-hez és
=-hez tartoz literdlok igazsagértéke kozvetleniil megéllapithat6, mig a P-hez tartoz6ké
nem, hiszen P reldciovdltozo. A kovetkezd esetek lehetségesek.
Ha ¥ valamelyik diszjunkcids tagja kiértékelhets (tehdt nem tartalmazza P-t), és igaz
0;-nél, akkor hagyjuk el (4)-bdl a%-t, és térjiink dt (4)-ben a%i+1 (vagy ¢ kovetkezd
konjunkciés tagjanak) vizsgdlatara. Ha o valamelyik diszjunkcids tagja hamis, akkor
hagyjuk el ezt a tagot, és térjiink 4t a kdvetkezd diszjunkcids tag vizsgdlatira. Ha egyik
eset sem all, tehat a diszjunkcids tag tartalmazza a P relacidvaltozot, akkor tartsuk
meg ezt a tagot, és térjiink 4t a kovetkezd diszjunkcids tagra, vagy szintén a%+1 (vagy
Y kovetkezd konjunkcids tagjanak) vizsgédlatira. Ha (4) valamely tagja kiértékelhetd,
és hamis valamely 0;-nél, akkor az algoritmus befejez8dik, és a problémadra a vélasz
negativ. Az atalakitist addig folytatjuk, ameddig ¥ magja Osszes klézat meg nem
vizsgéltuk.
A széban forgé atalakitds annyi (egyenként polinom-idejd) 1épés, ahdny a9 alaki
helyettesités létezik, tehat pnk, ahol most is p-vel jeloltiik 1 konjunkcids klézainak a
szamat.
Ezutdn vegyiik észre, hogy mivel a feltétel szerint, minden egyes «, a P relaciét
tekintve, Horn-kl6z, az atalakitds eredményeként a P vagy — P reldcidjeleket tartalmazé
Horn-kl6zok egy véges Osszességét kapjuk, amennyiben a PP -ket dllitdskonstansoknak
tekintjiik egy G diagramjdval kiegészitett nyelvben. Osszesen n™ ilyen lehetséges
allitdskonstans keletkezhet, amennyiben P m argumentumd.
Az atalakitas utdn tehat valéban egy HORNSAT-problémaval allunk szemben, ahol
legfeljebb pn* darab Horn-formuldnk, és n™ darab allitdskonstansunk van.

|

e Megmutathatd, hogy ha rendezett grafokra szoritkozunk (tehat az £ nyelvet hasz-
naljuk, és feltételezziik a rendezés axiomadit), akkor a Fagin-tétel tgy élesithetd,
hogy egzisztencidlis masodrendd formulak helyett monadikus egzisztenciélis ma-
sodrendii formuldkra szoritkozhatunk, tehat 3Py helyett a formula 3P ... IPy
alakd, ahol Py, ... P, monadikus reldciévaltozok.

e A rendezés haszndlatat intuitive tobbek kozott az indokolja, hogy gyakran sziikség
van az automataknal rendezett jelsorozatok alkalmazasara (példaul akkor, amikor
az input jelei id6ben rendezhetdk). Erdekes kérdés, hogy bonyolultsdgi osztalyok
logikai jellemzésénél milyen esetekben sziikséges, és mikor hagyhat6 el a rende-
78s.

e Sz&p jellemzések adhaték bizonyos bonyolultsidgi osztilyokra, példaul a P,
PSPACE, LOGSPACE, NLOGSPACE osztidlyokra, szintén rendezett gréfokra
szoritkozva, de mdsodrend logika helyett az tdgynevezett fixpontlogikdk segit-
ségével. E vizsgalatokra itt nem tériink ki.

Erdekes bizonyitaselméleti alkalmazdsa a bonyolultsigelméletnek bizonyitdsi rendsze-
rek hatékonysdgdnak 0sszevetése:
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Akkor mondjuk, hogy egy X bizonyitdsi rendszer hatékonyan szimuldlja a A bizo-
nyitdsi rendszert, ha van olyan p polinom, hogy az n hossziisdgii A-beli bizonyitdsok
szimuldlhatok legfeljebb p(n) hossziisdgii Y-beli bizonyitdsokkal. Egy Y. bizonyitdsi
rendszer erdsebb, mint a A bizonyitdsi rendszer, ha Y hatékonyan szimuldlja A-t, de
forditva nem.

Az ilyen jellegli vizsgalatoknak fontos specidlis esete, amikor az egyik bizonyitasi
rendszer részrendszere a méasiknak (példdul a Davis—Putnam-rezoludcids eljards része az
altalanos rezolicionak, és igazolhatd, hogy az altaldnost nem szimuldlja hatékonyan).

6.2.2 Bonyolultsagi osztalyok jellemzései logikai targyu
problémakkal

A kovetkezbkben a jelen alfejezet bevezetésében emlitett (ii) tipusd kapcsolattal fo-
gunk foglalkozni. Két, a P és NP osztilyokkal és a logikdval kapcsolatos, fontos
teljességi tételt mondunk ki.

6. Tétel. A HORNSAT-probléma P teljes.

Bizonyitas. ElGszor azt bizonyitjuk, hogy a HORNSAT-probléma P-ben van.
Tekintsiik a kiinduldsul vett Horn-kl6zok halmazit a kdvetkez6 alakban:

{Fle...AEnjj%Aj}u IﬂBlk\/...\/ﬂBlkk} i=1,2,...0, k=1,2,...K(5)

Az SLD-rezoldciondl (3.5 rész) szerepld (3.3)-beli kl6zhalmazzal szemben most t6bb
(K darab) ,,célkloz” alaki, azaz csak negalt literalokat tartalmazé klézt is megenge-
diink. A (5)-beli implikaciot tartalmazé formuldkat, most is, mint az SLD-rezoltciondl,
nevezziik tényklozoknak, ha — A; alakudak, egyébként pedig programoknak vagy pro-
gramformuldknak, a tobbi formulét pedig nevezziik célklozoknak.
Nyilvan egy célkloz akkor igaz az éllitiskonstansok egy adott i értékelésére, ha van
legaldbb egy olyan By, a klézban, amelyik hamis. A célkl6zok szempontjabdl tehdt
az Osszes tény- és programklozt kielégitd azon h értékelések az érdekesek, amelyek
minimélisak abban az értelemben, hogy ha csak lehet, az allitds konstansok értéke
hamis, azaz egyiittvéve minimdlis szamii ,,igaz” értéket tartalmaznak az dllitdaskons-
tansokra nézve, feltéve, hogy van egyéltalan ilyen ,,minimum tulajdonsdgd” h érté-
kelés (ezutdn mar csak ellendrizni kell a célklozok kielégiilését ezen értékelésre, ami
szintén polinom-id6t vesz igénybe). A kovetkez6kben megmutatjuk, hogy van ilyen i
értékelés, s6t polinom-id6ben eld is 4llithato.

Induljunk ki az 6sszes szerepld allitdskonstansok azonosan hamis értékelésébdl,
tehat az indul6 allapotban valamennyi dllitdskonstans értéke legyen hamis.
Most a ténykl6zok értéke hamis. Lépésenként sorra vessziik a programformulékat, és
ha a sorra keriil6 formulat kielégiti az aktudlis interpreticid, akkor nem véltoztatjuk
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meg az interpretdcidt, ha pedig nem elégiti ki, akkor ugy valtoztatunk az 4llitas-
konstansok aktudlis interpretacidéjan (pontosabban legfeljebb 1 darab allitaskonstans
interpretdci6jan), hogy az adott programformuldt igazza tegye a kdvetkezSképpen:

Az Aj dllitdskonstans értékelését igazra vdltoztatjuk (mivel a formula implikacio-
jénak A; utétagja hamis).

Ez valéban elégséges ahhoz, hogy a széban forgd programformula igazza valjék.

Az eljaréas akkor ér véget, ha valamennyi tény- és programkléz értéke ,,igaz”.

Legfeljebb J-szer valtoztathatjuk A; hamis értékét igazra, ekozben lehet, hogy
igaz kl6zok hamissé valnak, de zaréértékiik mégis igaz lesz.

Megmutatjuk, hogy az igy nyert aktudlis & interpretidcié minimalis szdmd ,,igaz”
értéket tartalmaz abban az értelemben, hogy ha n egy mésik olyan interpretacio, amely-
re az 0sszes programformula igaz, akkor

h(A;)=" implikdlja n(A;)=1-t, i=1, 2,... 6)
Ugyanis indirekt tegyiik fel, hogy (6) nem teljesiil valamely i-re. Tekintsiik a fenti
algoritmusndl azt a 1épést, legyen sorszdma j, amikor eldszor adddik, hogy az adott
a, vagyis az Fi; A... A ij j —A; formula hamissdga miatt A; ért€két hamisrol igazra
véltoztatjuk, de az n interpretaciondl n(A;)=].
Ekkor, mivel n kielégiti a-t, Fyj A... /\ij j ertéke hamis n-nél, vagyis valamelyik
tagra, példdul Fy;-ra n(Fy;)=]. Mivel feltevésiink szerint az algoritmus végrehajtdsa
sordn eldszor fordul eld, hogy (6) nem teljesiil valamely i-re és az aktudlis h és n
értékelésekre, ezért a j-edik 1épést kozvetleniil megel6z6 h =h/ interpreticidra (6) még
alkalmazhatd, tehat Flj,...ij j-re is alkalmazhat6, igy n(Fj;)=] miatt hi (Fj)=|
szintén. Ezért b/ (F, AR /\ij j)={ a viltoztatas el6tt, ami ellentmond annak, hogy
a hamis volt, tehat ellenfmond annak is, hogy A; értékét sziikséges volt egydltalan
megvéltoztatni.
Ezutdn vegyiik szemiigyre a célkl6zokat. Azt 4llitjuk, hogy ha van egyéltaldn olyan
interpretacid, amelyik a teljes formulahalmazt kielégiti, akkor az el6z6 algoritmus
soran nyert, a programformulédkat kielégit6 i interpretacio ilyen.

A kiinduldsul vett azonosan hamis interpretdcié valamennyi célklézt kielégiti. Az
algoritmus sordn bizonyos 4llitdskonstansok értékét hamisrdl igazra valtoztattuk. Mivel
a c€lklozok =By V...V =By, szerkezetiiek, ez azt jelenti, hogy bizonyos diszjunkcids
tagjaik igazbol hamissa véltak, tehat az igazsagértékelés szempontjabodl igazsaguk csak
»elromolhatott”. Miutdn bebizonyitottuk, hogy h a lehetd legkevesebb ,,igaz” értéket
tartalmazza a programformuldkat kielégit interpretacidk koziil, ezért ha a célklézok
igazsdga nem romlik el, akkor megkaptuk a keresett interpretdciét. Viszont ha igaz-
sdguk elromlik, akkor nincs a célkldzokat is kielégit6 értékelés, mert kielégitésiiknek
most sziikséges és elégséges feltétele az, hogy az elééllitott h interpretacid kielégitse
oket.

A problémét megoldé algoritmus tehat tigy zarul, hogy megvizsgalja, hogy a h
értékelés kielégiti-e a célklézokat. Az mdar nyilvanvald, hogy az egész algoritmus
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csupan polinom-id6t vesz igénybe, hiszen a programformuldk megvizsgéldsa c; - J, a
célklézoké pedig ¢, - K id6t vesz igénybe.

A teljesség az 5. Tétel (ii) kovetkezménye. Ugyanis e tétel szerint egy P-beli prob-
1éma visszavezethetd egy olyan ¢ grafproblémadra, ahol ¥ egzisztencidlis masodrendi
Horn-formula. Az 5. Tétel (i) részének bizonyitdsdbol viszont tudjuk, hogy az ilyen y
grafproblémak visszavezethetbek a HORNSAT-problémara.

|

Megemlitjilk, hogy nevezetes teljes probléma a P osztidlyra nézve az ugynevezett
,,Boole-hdldzat kiértékelés” problémdja, ezt most nem részletezziik.

Ezutan az NP osztdlyra vonatkozé problémdkra tériink ra. Ismert, hogy az (4ltala-
nos) SAT-probléménak az Gsszes lehetséges igazsdgértékelésekkel torténd eldontése
exponencidlis id6t vesz igénybe. S6t Haken és Urquhart megmutattdk, hogy még
a rezolucids eljards is exponencialis idGigényd (bar tudjuk, hogy a gyakorlatban és
atlagosan a rezolucid ennél sokkal hatékonyabb).

A SAT-probléma eldontésének id6igénye azonban ennél kisebb, a SAT-probléma az
NP osztélyt reprezentdld probléma:

7. Tétel. (Cook.) A SAT-probléma NP teljes.

Az nyilvanval6, hogy a SAT-probléma NP-beli, hiszen az, hogy konkrét érté-
kelés kielégit egy konjunktiv normélforma alakban adott problémaét, polinom-idében
ellendrizhets. Az NP teljesség igazoldsdnak alapgondolata az, hogy tetszdleges NP-
beli probléma minden pozitiv, illetve negativ kimeneteléhez egy-egyértelmii mdodon
hozzarendeljiik a SAT-probléma egy-egy pozitiv, illetve negativ kimenetelét. Azt
kell megmutatni, hogy a hozzarendelés sordn konstrudlt SAT-probléma megoldasa
polinom-idében eldallithaté az eredeti probléma inputjabdl. Ezt a bizonyitdst nem
részletezziik.

Megjegyezziik, hogy a SAT-problémdnak szdmos verzidja ismeretes. A kSAT-

probléma példaul azt jelenti, hogy olyan konjunkciés normélalakokra szoritkozunk,
amelyeknek minden tagja pontosan k literdl konjunkcidjabdl all, nevezetes esetei a
3SAT- és a 2SAT-problémék. Ha a 3SAT-problémat tigy mdédositjuk, hogy kizarjuk
azokat az értékeléseket is, amelyek a formula valamely konjunkcids tagjdnak mind-
harom literdljat igazza, vagy mindhdrmat hamissa teszik, akkor a ,,nem mind egyenl§
SAT”-problémardl beszéliink.
Igazolhat6, hogy a 3SAT- és ,,nem mind egyenl8” SAT-problémdk az NP osztdlyban
vannak, s6t NP teljesek is, mig a 2SAT-probléma P-ben van! A SAT-probléma vil-
tozatai tehat példdk lehetnek arra, hogy egy probléma esetleg jelentéktelennek ttind
moédositdsai is eredményezhetik, hogy a probléma atkeriil egy masik bonyolultsigi
osztélyba.
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A jelen részben kimondott tételek nemcsak elméleti jelentbségiiek, hanem szdamos
problémdt a gyakorlatban is a HORNSAT-, illetve SAT-problémdkra redukdlhatunk,
ekként bizonyithat6 egy-egy probléma teljessége.

Példdul megmutathaté, hogy a 3SAT-probléma visszavezethetd a ,(fiiggetlen
csicshalmaz” problémdjara (adott grafban 1étezik-e k elemd fiiggetlen csicshalmaz,
emlékeztetiink arra, hogy egy graf csicsainak barmely rogzitett részhalmazat fiigget-
len csicshalmaznak nevezziik, ha benne egyetlen pontpar sincs dsszekdtve) vagy a
Hamilton-kor problémdjéra, ezért e problémdk NP teljesek. Az ilyen redukcidkat az
aldbbiakban a ,,nem mind egyenl&” SAT-problémanak a ,,3 szinezés” problémara tor-
ténd visszavezetésével illusztraljuk, és igy megmutatjuk, hogy a ,,3 szinezés” probléma
NP teljes. A ,,hdrom szinezés” probléma az a probléma, hogy szinezhet6ek-e egy graf
csucsai 3 szinnel ugy, hogy barmely két szomszédos cstcs kiilonboz6 szind legyen.

8. Tétel. A 3 szinezés probléma NP teljes.

Bizonyitas.
Elfogadjuk, hogy a ,,nem mind egyenlé” SAT-probléma NP teljes. Ekkor elég meg-
mutatni, hogy a ,nem mind egyenl6” SAT-probléma visszavezethetd a 3 szinezés
problémara.

Tegyiik fel, hogy egy dllitasnyelv dllitdskonstansai Vi, Va,... V), a nyelv egy kon-
junktiv normalforméju formuldja pedig ¢, amelynek klézai Ci, G, ... Gy, és minde-
gyikiik 3 literdlbdl all.

A visszavezethet6séghez elég az, hogy polinom-idében megkonstrudlhaté egy olyan
G graf, amelyre igaz, hogy pontosan akkor létezik a Vi, V,... V),-knek ¢ -t kielégit6
interpreticidja, amely a C, C, . . . Gy -eket tekintve ,,nem mind egyenld” tulajdonsagu,
ha a G graf 3 szinnel szinezhetd.

G-t igy konstrudljuk, hogy hiromszogekbdl épitjiik fel (egy haromszog 3 olyan cstcs-
bél all, amelyek mindegyike 0ssze van kotve a masik két csiccsal). Definidljunk
el6szor diszjunkt (az egyes C; komponenskl6zokat reprezentdl) haromszogeket oly
mddon, hogy a csdcsok rendre a klézokat alkoté literdlokat (tehdt Vi -t vagy a = Vj-t)
reprezentdljak G;-bol. Jeldlje C; j-edik literdljat G;, a graf hozzarendelt csicsat pe-
dig Cl’j

Ezutin definidlunk az el6bbi haromszogekhez diszjunkt, p darab, allitdskonstansokat
reprezentdlé haromszdget olyan médon, hogy a hiromszégeknek legyen egy kozos
csucsuk (példaul B), és a k-adik allitdskonstanst reprezentdlé haromszog masik két
cstcsdhoz rendeljiik V-t €s -V -t. Jeloljiik e csicsokat V) -vel €s =V -vel.

A fenti két haromszogosszesség bizonyos csucsait dsszekotjiik a kovetkez6képpen: A
C;-ket reprezentdld haromszogek csucsait 0sszekotjiik az dllitdskonstansokat reprezen-
tdlé haromszogek B-t8l kiilonboz6 csdcsaival ugy, hogy ha G = Vi valamely k-ra,
akkor Cl’j -t a mdsik hdromszdgcsoportbdl a V-t reprezentdlé V| csiccsal, ha pedig
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Gij =~ Vi, akkor C’l’J -t a = V-t reprezentdlé -V, cstccsal kotjiikk Ossze. Ezzel G-t
megadtuk.

Tegyiik fel el6szor, hogy ¢-nek 1étezik ,,nem mind egyenld” tulajdonsigu interpre-
tdcidja. Megmutatjuk, hogy ekkor G 3 szinnel szinezhetd, jelolje ezen szineket O,
1és 2.

Ha V) igaz az adott interpretdciéra, akkor V/-t az 1 szdmu szinnel, egyébként a 2
szdmu szinnel szinezziik, és hasonléan -V, -t is. A Cl’j -kre pedig éppen ellenkezd-
leg: Ha a Cjj-hez tartoz¢ literdl igaz az interpretdciondl, akkor C;-t szinezziik 0-val
vagy 2-vel, ha pedig C;; hamis, akkor O-val vagy 1-gyel ugy, hogy egy Ci’l, c, C!

1’ 13
haromszogben ne legyen két szomszédos szin. Utébbi megtehets, mivel C;., G, G

s Lips U
kozott van hamis és igaz is, a ,,nem mind egyenld” feltétel miatt, ezért C’i'll, C’l’j , C’l’z
szinezhetd 3 kiilonbozo szinnel. A definicié azt is biztositja, hogy az 6sszekotott Cl’J -k
és V/-k (vagy —V/-k) kiilonb6z6 szinliek. B szine legyen 0. Mivel B szomszédai a
Vi -k, ezért G egy 3-szinezését kapjuk.

Forditva, tegylik fel, hogy G szinezhetd 3 szinnel. Ekkor megadunk egy ¢ -t kielégitd
»nem mind egyenl&” interpretaciét. Az dllitaskonstansokat reprezentdlé hdromszogek-
ben permutalhatjuk gy a szinezést, hogy B szine 0 legyen, és a mdsik két csics szine
pedig 1 vagy 2. Legyen V) aszerint igaz vagy hamis, hogy V| szine 1 vagy 2. Azt
allitjuk, hogy ez egy -t kielégits ,,nem mind egyenld” interpretacio.

Ezt indirekt bizonyitjuk. Ha ez az interpreticié nem elégitené ki ¢-t, akkor valamely
i-re G, G, C;, mind hamis lenne. Ha C’l’J példaul V/-vel (vagy —V/-vel) van
osszekotve, akkor G definicidja miatt Cj; = Vi (vagy Gj=-Vy). Mivel G, azaz
Vi (vagy —Vj) hamis, tehdt definicié szerint V) (vagy —V)) szinezése 2. Azonban
Cl’j és Vi (vagy —V}) szomszédosak, igy szinezésiik kiilonbozd, vagyis Cl.’l, q’2 . G
egyikének szinezése sem lehet 2. Utébbi ellentmond a 3 szinezhetdség feltételnek.

Hasonl6an gondolhaté meg az az eset is, amikor G, G,, G, mindegyike igaz.

Megjegyezziik, hogy érdekes a SAT-problémanak az a verzidja, amelyik elsérendii for-
muldk kielégithet6ségére vonatkozik. Bar az elsérendd logika nem elddnthetd, tudjuk,
hogy 1éteznek olyan elsérendl formulaosztilyok, amelyek kielégithet6ségi problémadja
eldonthetd. Ilyen példaul az egzisztencialis-univerzdlis formuladk osztilya (Ve alakd
formuldk, ahol ¢ olyan elsérendl formula, amelyik sem fiiggvényjelet, sem = jelet nem
tartalmaz, de konstanst tartalmazhat, Schonfield—Bernays-osztily). Azt a problémat
nevezziik SBSAT-probléménak, hogy egy adott ilyen tipusd formuldnak van-e mo-
dellje. Megmutathat6, hogy az SBSAT-probléma nemdeterminisztikus Turing-géppel
exponencidlis 1d6 alatt eldonthetd, s6t ez utdbbi osztilyra nézve teljes.

Fontos teriilete az algoritmuselméletnek és a bonyolultsdgelméletnek algoritmusok
hatékonysdgdnak sztochasztikus vizsgélata. Erre tobbek kozott azért van sziikség,
mert elképzelhets, hogy egy algoritmus elméletileg ugyan gyorsabb, mint egy ma-
sik, gyakorlatilag mégis lassibb, azaz mikodtetésénél nagy valdszinliséggel, olyan
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oz

esetek fordulnak el8, amelyekre az elméleti szempontbdl jobbnak tlind algoritmus a
lassubb. Példaul a SAT-problémét tekintve, a bemend kl6zokon bizonyos eloszlasokat
feltételezve, van olyan rezoliicids algoritmus, hogy az algoritmus exponencidlis id6vel
dolgozik, mig egy masik bemend eloszlas esetén polinom-iddvel. Ezért az algoritmus
megvalasztisan kiviil fontos lehet a bemend eloszldsok vizsgalata is.
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6.3 A nemstandard analizisrol

A differencidl- és integralszdmitds megalkot6i, Newton és Leibniz, centrdlis fogalom-
ként haszniltdk munkdikban a ,,végtelen kicsiny mennyiség”, azaz az ,,infinitezimalis”
fogalmat. Mar maga Leibniz is faradozott azon, hogy olyan szdmfogalmat alakitson
ki, amelybe beilleszthetd a ,,végtelen kicsiny”, illetve a ,,végtelen nagy” mennyiség
fogalma, azonban faradozdsait e téren nem korondzta siker. S6t késébbi korok kuta-
téinak évszdzadokig sem sikeriilt a szdmfogalomra ilyen felépitést taldlni. Sokdig dgy
tekintették ezért a végtelen kicsiny fogalmat, mint valahol a matematika periféridjan

oz

taldlhat6 intuitiv segédeszkozt. Azonban Newton és Leibniz kitling intuiciéval haszn4l-
tdk e fogalmat, mert a segitségével elért eredmények helyesnek bizonyultak. KésSbb
Weierstrass és Bolzano létrehoztik a hatarérték- és differencidlszamitds elméletének
»,€-0 technikdjdt”, és sokdig ez tlint az egyediili biztos matematikai alapnak ezen el-
mélet szamdra. Ugyanakkor az €-0 technikat kritika is érte, amennyiben éppen intuitiv
szempontbdl nem tiint kielégitdnek, példaul a fizikai alkalmazdsokndl nem talaltdk e
technikat eléggé természetesnek.

A témdban attorés csak évszdzadok utdn, 1960-ban tortént. Abraham Robinson ameri-
kai logikus és algebrista bizonyos eredményeinek egy kévetkezményeként (kdzelebb-
r6l a kompaktsagi tétel, valamint Skolem egy régebbi eredményének folyoméanyaként)
felbukkant a valés szdmfogalom olyan bdvitése, amelyben 1étezik végteleniil kicsiny
szam, és e bdvités matematikailag hidnytalanul megalapozott. Az infinitezimélis meny-
nyiség fogalma elkezdte masodik reneszanszat élni, kidolgoztak a raépiil6 hatarérték-,
differencial- €s integralszamitds elméletét, a nemstandard analizist, amelyik tulajdon-
képpen a Newtoni megkozelités rekonstrukcidja, de immar matematikai szigorisaggal.
Robinson alkalmazta ezt a technikdt a matematika mds teriileteire is, megsziiletett a
nemstandard topoldgia, nemstandard mértékelmélet, nemstandard halmazelmélet stb.
(mindezen elméletek dsszefoglalo neveként is haszndljak a nemstandard analizis elne-
vezést).

A matematikai logika alkalmazdsa szempontjabdl az infinitezimdlis mennyiség
fogalmédnak megalapozdsa kiilondsen tanulsdgos, mert a logika alapfogalmainak birto-
kaban (nyelv, struktdra, formuldk értékelése, kompaktsdgi tétel) e fogalom bevezetése
szinte kézenfekvd, viszont a logikai alapfogalmak nélkiil kevésbé az.

A nemstandard analizis az analizis egy ij felépitését jelenti, tehat, jellemzben, nem
jelent feltétleniil 4j eredményeket. Azonban e felépités olyan szemléletet ad, amely
sokszor valésdghiibb a hagyomanyos szemléletnél.

Jelen részben célunk az, hogy bepillantast nydjtsunk a nemstandard analizis elméle-
tébe, és hogy mindezt elsésorban azon fogalmak felhasznaldsdval tegyiik, melyeket



296 6. FEJEZET: LOGIKA ES A MATEMATIKA EGYEB TERULETEI

e konyvben eddig ismertettiink. Nincs azonban arra lehet6ségiink, hogy az elméletet
részletezziik. A val6s szdmfogalom nemstandard bdvitésének eljarasat és a hatarérték-
és differencidlszdmitds néhdny alapfogalmanak definiciéjat mutatjuk meg.

A nemstandard analizist vagy a kompaktsigi tételre, vagy az ultrahatviny foga-
lomra tdmaszkodva szokds felépiteni. Ismeretes, hogy e két technika egymadsra altal4-
ban kolcsondsen visszavezethet. Tovabbd, szokds a nemstandard analizis felépitésénél
bizonyos logikdk keretében maradni. LehetGségek erre: elsdrendd logika, mdsodrendi
logika, tipuslogika. Ezen logikdk, ebben a sorrendben, természetesen egyre nagyobb
altalanossagot, szélesebb alkalmazhatsagot jelentenek. Létezik a nemstandard anali-
zisnek olyan felépitése is, amelyik megkeriili ezeket a logikai alapokat, ez az dgyne-
vezett axiomatikus felépités.

A hagyomadnyos és sztikebb értelemben vett nemstandard analizis (differencial-
és integralszamitas) felépitéséhez elegendd elsdrendii logikdt haszndlni. A kovetkezd,
6.3.1 pont elsd részében, a kompaktsagi tételre épitve vazolunk egy ilyen felépitést,
és eljutunk az analizis néhdny alapfogalmdnak definicidjdhoz. A 6.3.1 pont mésodik
részében vazoljuk az ezen bevezetésnek megfeleld felépitést ultrahatvanyokkal. Ez az

27 2z

eljaras az el6z6nél technikdsabb, de szemléletesebb és konstruktivabb. A 6.2.2 pont-

ban az el6z6eknél sokkal dltaldnosabb tipuslogikai felépitéssel kapcsolatban tesziink
néhdny megjegyzést.

Legyen L a valds szamok elméletének tetszdleges, de rogzitett elsérendd nyelve. L-et
nem részletezziik, de feltételezziik azt, hogy elég b6 ahhoz, hogy a valés szdmokra
vonatkoz6 szokdsos allitdsokat £-en megfogalmazhassuk. Azt kikotjiik, hogy minden
i valés szamnak legyen a nyelvben egy konstans c¢; nyelvi képe, £ ezért kontinuum
szamossdgu, 1gy a jelen rész kivételt jelent a tekintetben, hogy e kdnyvben altaldban
megszdmlélhato nyelveket tételeziink fel. Jelolje R a valds szdmok halmazat, R a valds
szamok L tipusu standard struktirajat, és Th’'R ennek elméletét.

6.3.1 Az elsorendii logikai bevezetésrol

1. Bevezetés a kompaktsdgi tétel segitségével

Legyen A egy tetsz6leges L tipusi modell A alaphalmazzal.

1. Definicié. Akkor mondjuk, hogy egy r € A elem végtelen nagy, ha barmely pozitiv

i € R-re, ciA <|r|. Egy r € A véges, ha nem végtelen nagy. Akkor mondjuk, hogy

egy r € A végtelen kicsiny (infinitezimadlis), ha r = 664 vagy barmely pozitiv i € R-re

c(“)4< Ir| < clA.



6.3 A NEMSTANDARD ANALIZISROL 297

2. Tétel. (Infinitezimalisok egzisztenciatétele.) Igazak a kdvetkezd (i) és (ii) llitdsok:

(i) ThR-nek létezik nemstandard modellje, *R, amelyben 1étezik nem
nulla infinitezimalis mennyiség.
(ii) R elemien bedgyazhaté az (i)-beli *R-ba.

Bizonyitas.
(i) Tekintsiik £-ben a kovetkez6 formulahalmazt

Y=ThRU{0< |x|<c¢;: i ER,i >0},
és alkalmazzuk X-ra a kompaktsdgi tételt. > barmely véges részének maga R mo-
dellje, hiszen a {0< |x|<¢;: i €E HCR, i >0, H véges} formulahalmaz minden vé-
ges H-ra itt kilégithets. Tehit maga ¥ is kielégithet valamely *R modellen, az-
az {0< [x|<c¢;:i € R,i >0} is kielégithetd *R-on, tehdt *R-on van infinitezimalis
mennyiség.
R és *R nyilvén elemien ekvivalensek, hiszen Th’R C Th*R, és mivel Th’R komplett
elmélet, ezért az egyenl8ség érvényes.

(ii) Igazoljuk az izomorf bedgyazas tulajdonsdgot. R bedgyazdsdnak definicidja: ren-
deljiik i € R-hez c; R-et.
A leképezés egy-egyértelmd, azaz ha i # ip, akkor CZR # c;R Hiszen i # iy, ezért
¢i, # ¢i, € ThR, mivel iy, i rendre ¢;;, ¢;, interpretacioi. Masrészt ThR=Th*R, ezért
C;R # c;.;R
Legyen példdul P egy 1 argumentumu relécidjel, és valamely i-re RF Pi. Ekkor
"‘R|=Pc;-k R, Ugyanis Pc; € Th’R, mert i interpreticidja c;-nek. Mdésrészt ThR =
Th*R, ezért Pc;.k R igaz *R-en is.
Hasonléan igazolhaté a leképezés fiiggvénytartdsa is, és mindez altalanosithaté tob-
bargumentumdu reldcidkra és fliggvényekre is. A bedgyazas elemi volta is hasonl6an
igazolhat6 a 4.3.1-beli 2. Tételt (Tarski—Vaught) felhaszndlva, ezt az Olvaséra bizzuk.
]

valdban.

A tétel segitségével bevezethetjiik a nemstandard szdmokat. Beldthat6, hogy *R mint
rendezett test izomorfizmus erejéig egyértelmiien meghatdrozott (feltételezve a konti-
nuumhipotézist).

Megallapodunk abban, hogy a standard valés struktirat azonositjuk az *R-ba torténd
izomorf bedgyazasaval. Ezért *R-ban a reldcidkat, konstansokat, miveleteket, fligg-
vényeket ugyanigy jeldljiik, mint az szokdsos, de amennyiben hangsiilyozni kivdanjuk,
hogy ezek kiterjesztései az R-en értelmezett hagyomanyosaknak, akkor &ket bal felsé
x-gal latjuk el. Tehdt jobb fels6 *R index helyett példaul igy: *<,* +, *¢;, *|a|, * sin
stb. *R alaphalmazat pedig * R-gal jeloljiik. Hasonldan jarunk el a definiélt kifejezések
esetén. Hasonldan a struktirdkra vonatkozé éltaldnos megdllapoddshoz, ha félreértés
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nem lehetséges, akkor sokszor nem kiilonboztetjiik meg a nyelv szimbdlumait és in-
terpretacidjukat.

3. Definicié. Akkor mondjuk, hogy egy r € *R szam standard, ha valamely i-re
r =*c;. Az r és s szamok infinitezimdlisan kozel vannak egymashoz, ha r — s infi-
nitezimdlis (jelolés: r ~s).

Konny( belatni, hogy ~ ekvivalenciareldcié. Az ~-ra vett ekvivalenciaosztdlyokat
monddoknak nevezziik. Ha s standard, és p infinitezimadlis, akkor az r =s + p szdm is
nemstandard, hiszen ha standard lenne, akkor » — s =p is standard lenne.

P

e Hasonléan a hagyomanyos szambdvitésekhez, a nemstandard szdmok vizsgalata-
ndl is fontos szerepet jatszik a permanenciaelv, tehét az az elv, hogy a b&vitésnél
maradjon érvényben a régi struktira minél tobb és elényos tulajdonsdga (példdul
kommutativitds, asszociativitds stb.). A nemstandard bovitésnél ezt az biztositja,
hogy R elemien bedgyazhaté *R-ba.

e Felhivjuk a figyelmet az elsérendd nyelv szerepére a most bevezetett nemstandard

fogalmakkal kapcsolatban. Ha azt vizsgdljuk, hogy a standard valds szdmok egy
adott P tulajdonsdga teljesiil-e nemstandard szdmokra, mindenek el6tt azt kell
vizsgalnunk, hogy P elsérendii tulajdonsdg-e, azaz formalizalhat6-e els6rendi
nyelven.
Példaul, mivel R test, s6t valésan zart test, és a ,,valésan zart” tulajdonség leirhatd
elsérendli formulahalmazzal, ezért Th’/R =Th*R miatt *R is valdsan zért test.
Vagy ha a P tulajdonsdg példaul az, hogy a ,,negativ (nemstandard) szimoknak
nulla a legkisebb fels6 korlatja”, akkor P formalizalhat6 az £ els6érendi nyelven:
Vy(Vz(z < 0—z < y)—0=y). Ez a tulajdonsag standard szdmokra teljesiil, ezért
ThR=Th*R miatt 6roklédik a nemstandard szdmokra is. Azonban példdul az a
tulajdonsag, hogy ,,bdrmely nem iires korlatos valés szdmhalmaznak van legkisebb
fels6 korldtja” mar nem elsérendd tulajdonsdg, ezért az elemi kiterjesztés tulajdon-
sdgbodl nem kovetkezik semmi sem igazsdgédra nézve *R-on. S6t beldthatd, hogy e
tulajdonsdg nem is igaz, hiszen a nemstandard szamok korében példaul az Osszes
standard szamok R halmaza bdar korldtos (barmely végtelen szdm fels6 korlatja),
még sincs R-nek legkisebb felsé korlitja.

Megjegyezziik, hogy ha a formuldk igazsdgat els6rendd struktirdn nem a ha-
gyomdnyos médon értelmezziik, akkor ezeknek a mdésodrendd formuldknak az
igazsdga is megorzddik. Ehhez be kell vezetni a nemstandard struktiraban az
ugynevezett ,,belsé halmaz” fogalmét. Ez olyan halmazt jelent, amely valamely
standard halmaznak eleme (innen a ,belsé halmaz” elnevezés, tehdt maguk a
standard halmazok is belsé halmazok). A széban forgé formula ekkor ugy valik
igazzd, ha a kvantorok a belsé halmazokon futnak (lasd erre nézve még a 6.3.2
pontot).

A kovetkezd, felbontdsi tétel segit tdjékozddni a nemstandard szdmok vildgaban.
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4. Tétel. (Felbontasi tétel.)

Barmely véges r szdmhoz van olyan s standard szam és p infinitezi-
malis, hogy r=s + p, és ez a felbontds egyértelmi (s-et r standard
részének nevezzik).

Bizonyitas.
El6szor a kovetkezd, (1) allitast igazoljuk:

Ha r ~ s nem teljesiil (tehdt r = s, r,s € *R), és r vagy s véges, akkor van kozot-
tiik k standard valds szdm, tehdt példdul r véges, és r < s esetén r < k < s teljesiil. (1)

A trichotomia teljesiilése miatt (elsérendd tulajdonsdg), az 4ltaldnossag korlatoza-
sa nélkiil, feltehetjiik, hogy r < s, és r véges.
Ekkor O0<s—r. A s—r szdm nem infinitezimélis, mivel r »s. Ezért van olyan
standard g szdm, hogy 0 < g < s — r. Hiszen ha nem lenne, akkor s — r-nél nagyobb
lenne minden pozitiv standard szdm, ezért s — r infinitezimadlis lenne. Ekkor egyrészt
g < s — r miatt

qg+r<s. 2)

Misrészt mivel r véges, igy a standard g-ra és valamely m egészre r < mq (egyébként
r végtelen lenne). Legyen m olyan, hogy (m — 1)q < r < mgq, tehat

mg<qg+r é r<mq. 3)
(2)-t és (3)-at Osszevetve, kapjuk: r < mq < s. Ezt allitottuk, hiszen mq standard, ezért
k-nak valasztva megkapjuk az (1) allitést.

Ezutdn a tétel allitdsat a kovetkez6 (4) alakban igazoljuk:
Bdrmely véges r (r €* R) szdmhoz van olyan standard s szdm, hogy s ~r. (4)

Tekintsiik a H = {x : x standard, x < r} halmazt. H mint standard szdmhalmaz feliilr6l
korlatos, ugyanis mivel r véges, ezért definicié szerint van ndla nagyobb standard
szdm, és ez H-nak nyilvdn fels6 korldtja. Hasonlé okok miatt H nem iires. Ezért,
mint az ismert, a standard szdmokra szoritkozva H-nak van legkisebb standard fels6
korlétja, legyen ez s. Allitds: s rendelkezik a (4)-beli tulajdonsdggal, tehdt s ~r.
Ezt indirekt igazoljuk. Tegyiik fel, hogy s ~ r. Ekkor a trichotomia miatt két eset van:
s < r. Az (1) allitas szerint, ekkor van kozottiik olyan k standard szdm, hogy s <k < r,
igy k € H. Ez viszont ellentmond annak, hogy s H-nak fels6 korlétja.
r<s. Ismét az (1) allitast alkalmazva, van olyan k standard szdm, hogy r <k <s.
Ezért, H definicidja miatt, k is felsé korlatja H-nak. Ez viszont ellentmond annak,
hogy s H-nak legkisebb felsé korlatja.
Mindegyik esetben ellentmonddshoz jutottunk, tehat valéban s ~ r.
A tétel bizonyitdsit a kovetkezSképpen fejezhetjiik be. A (2) éllitds szerint, r — s
infinitezimélis. Legyen jelolése p, tehat r — s=p, azaz r =s + p, mint allitottuk.

A felbontas egyértelmiisége. Tegyiik fel, hogy s’ + p’ egy masik felbontés, tehat
r=s+ p=s'+p’. Ekkor s — s'=p’ — p. A bal oldal standard, ezért a jobb oldali infi-
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nitezimadlis is standard. Az egyetlen standard infinitezimalis a 0, tehdt p — p’=0, azaz
p=p’ és s=s', mint azt allitottuk.
|

A nemstandard szdmok fogalmanak bevezetése utin, példaként megemlitiink néhany
alapvetd definiciét az analizisb6l. Legyen a € R standard szdm, F(x) standard valds
fiiggvény, *F(x) az utébbinak nemstandard kiterjesztése, a(n), n=1, 2,... egy stan-
dard valds szamsorozat, *a(n) pedig ennek nemstandard kiterjesztése.

5. Definicio. F(x)-nek A a hatdrértéke a-ban (a, A € R), ha minden x ~a, x # a,
X € *R-ra *F(x)~ A.

F(x) folytonos a-ban (a € R), ha minden x ~a, x € *R-ra *F(x) ~ F(a).

F(x) differencidlhaté a-ban, és derivéltja A (A € R), ha barmely x # 0 infinitezim4lis-
a *Fla + x)- F(a)

X
rész éppen A.

Az a(n) sorozat konvergens, ha van olyan A standard valds szam, hogy barmely
végtelen n természetes szamra *a(n) ~ A.

standard része fiiggetlen x vélasztasatol, véges, és ez a standard

Az analizis valamennyi fogalma definidlhat6 nemstandard médon, példdul az in-
tegral, a mérték, a Dirac-delta stb., ezek ismertetésére nem tériink ki.

A 2. Tételben alkalmazott eljards dltaldnosithaté. Igaz a kovetkez6:

Tetsz6leges els6rendi A struktirahoz van olyan B struktira, hogy barmely olyan
csak egyetlen szabad valtozét tartalmaz6 (x ) formulahalmaz, amelynek minden véges
része kielégithetd A-n (azt mondjuk, hogy Y(x) konkurens A felett), kielégithets B-n.

Az éllitast nem bizonyitjuk. A 2. Tétel 1ényegében kovetkezménye a fenti allitas-
nak, hiszen csak egyetlen konkurens formulahalmaz: {0 <x<c¢;: i € R, i > 0} kielé-

githetdségét garantdlja a bévitésen, mig a mostani &ltaldnositott valtozat valamennyi
konkurens formulahalmaz kielégithet6ségét.

2. Bevezetés ultrahatvdnnyal.

El6szor ratériink a nemstandard szamok egy madsik bevezetésére, az algebrai konst-
rukcidval torténd bevezetésére, amely egy fontos alkalmazdsa az ultrahatvdny-foga-
lomnak és a rd vonatkozé elemi bedgyazhatosdgi tételnek. Jelen bevezetés ekvivalens
az el6z6 részbeli bevezetéssel. Feltételezziik most az ultrahatvanyokrdl 4.3.2-ben ta-
nultak ismeretét.

Jelentse £ és R ugyanazt, mint eddig, tehdt a val6s szimok egy nyelvét és standard
modelljét. Legyen @ a legkisebb végtelen rendszdm, és F egy tetszbleges, de rogzitett

nem-fészird w -n.
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7. Definicid. A valds szamok egy nemstandard struktiirdjdan értjik R-nek egy ® R/F
ultrahatvanyat.

Tudjuk (a 4.3.2 rész 11. Tétel szerint), hogy R elemien ekvivalens © R /F-fel,
s6t elemien bedgyazhatd, és mivel w végtelen, és F nem-f6sziird, igy nem izomorf
®R/F-fel (egy 4.3.2-beli megjegyzés értelmében). Tehat ¥ R/F modellje ThR-nek,
és R egy valddi kiterjesztése. Az aldbbiakban majd megmutatjuk, hogy tartalmaz
infinitezimdlis mennyiséget is. Mindebbdl mar kovetkezik a 2. Tétel dllitasa.

Két észrevételt fliziink a fenti definiciéhoz:

I

e Emlékeztetiink arra, hogy mivel F nem-f6szir6, ezért a kofinit halmazokat ki-
terjesztd ultrasziird (4.3 rész). Az, hogy egy P tulajdonsdg majdnem mindeniitt
(réviden m. m.) teljesiil w-n, most azt jelenti, hogy a P tulajdonsig valamely
A € F halmazon teljesiil. Példaul, ha véges sok kivétellel teljesiil w -n, akkor m. m.

teljesiil.

e Az ultrahatvanyképzési eljards rokonithat6 a raciondlis szamok teljessé tételé-
nek azon eljardsaval, amikor a valés szdmokat, mint az ,,0nmagukban konver-
gens” raciondlis szdmsorozatok ekvivalenciaosztdlyait vezetjiik be, tehat azonosi-
tunk két raciondlis szdmsorozatot, ha kiilonbségiik nullsorozat. Az ultrahatvany-
konstrukciéban is a nemstandard szam tulajdonképpen egy végtelen valos szdm-
sorozat, pontosabban utdbbiak ekvivalenciaosztidlya. Két nemstandard szdmot
azonositunk, ha e szamokhoz tartozé sorozatoknak F szerint, rendre, majdnem
minden tagja megegyezik. Az azonositott sorozatokat gy is felfoghatjuk, mint
ugyanazon szdmoknak kiilonboz6 alakjai. Hasonl6 a helyzet ahhoz, mint ahogyan
a valds szamoknal 1 és 0,99999. .. két kiilonboz6 alakja ugyanannak a szdmnak,
1-nek.

A szemléletesség kedvéért, tekintsiik most a nemstandard szdmokat sorozatoknak az
ekvivalenciaosztilyok helyett. Specifikdlunk ezutdn néhany a 6.3.1-ben és az altala-
nos ultrahatvany definiciéndl (4.3.2) bevezetett fogalmat a mostani konstrukcidra, a
nemstandard szdmok esetére:

A standard a’-b8l 4116 végtelen konstanssorozatot azonositsuk az a’ standard valGs
szdmmal, jeldljiik e sorozatot a-val, és standard valos szdmnak tekintjiik. E szerint ha
egy r szdmot reprezentdld valds sorozat m. m. tagja (példaul véges sok kivétellel) egy
szokasos standard a’ valds szam, akkor a szdm maga is standard.

Legyenek r és s standard szamokbdl all6, szokdsos valds szdmsorozatok. A szo-
kasos valés miiveleteket ugy terjesztjiik ki sorozatokra, hogy tagonként alkalmazzuk
Oket, és az igy nyert sorozat reprezentdlja a miivelet eredményét.

A szokdsos ,.kisebb” reldcio kiterjesztésére igaz a kovetkez6: r *< s akkor és csak
akkor, ha az r és s sorozatok tagjai kozott majdnem mindeniitt (példaul véges sok
kivétellel) fenndll a < reldcio.
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Egy s pozitiv szdm, definici szerint, infinitezimdlis, ha barmely standard pozitiv
a szamra s *< a, azaz s m. m. tagja kisebb az a-t alkoté a’-nél. Példaul, ha s 0-hoz
konvergdlé standard valds sorozat, akkor ez teljesiil, hiszen egy 0-hoz konvergél6
sorozat elemei véges sok kivétellel kisebbek az a standard szamot alkot6 a’ szamnal,
barmely a’ pozitiv standard szdmra. Tehét egy szokdsos, valds nullsorozat infinitezi-
malist reprezentdl, s ebbdl természetesen a 2. Tétel azon allitasa is kovetkezik, hogy
van infinitezimdlist tartalmazo nemstandard modell.

Hasonléan, definici6 szerint, egy s pozitiv szdm végrelen akkor és csak akkor, ha
barmely a standard szdmra a *< s, azaz s m. m. tagja nagyobb a’-nél. Példdul, ha
s egy pozitiv, standard szdmokbdl 4116 végtelenhez tarté valds szdmsorozat, akkor ez
teljesiil.

Definici6 szerint: r és s infinitezimdlisan kozel vannak (r ~ s) akkor és csak akkor,
ha r *— s infinitezimdlis. Ezért példdul, ha r az a’ standard valds szdmhoz tart6,
standard szamokbodl allé szamsorozat, akkor r €s a infinitezimalisan kozel vannak,
mivel r *— a infinitezimalis.

Megmutathatd, hogy egy a(n) standard valés szdmsorozat korldtos akkor és csak
akkor, ha *a(n) barmely végtelen index tagja véges szam (ekkor *a(n) standard része
éppen a(n)-nek valamely torl6dési pontja).

6.3.2 A tipuslogikai bevezetésrol

A valds szamok eddig bemutatott két ekvivalens konstrukcidjaban a standard modell-
nek csupdn az els6rendi tulajdonsagai 6rokl6dnek bizonyosan a nemstandard modellre.
Azonban 1étezik a valés szdmok standard modelljének olyan bdvitése is, melynél a
standard modell ,,akdrhdnyad rend@” tulajdonségai is 6roklédnek. Ennek dra az, hogy
ki kell 1épni a klasszikus elsérendi logika kereteibdl.

Az 5.1-ben mdr utaltunk arra, hogy a tipuslogika egyidejiileg foglal magédban
minden magasabb rendd logikdt. A tipuslogika azonban nem elég erds logikai alap
a nemstandard analizis szdmdra, nem igaz benne példaul az itt alapvetd szerepet jatszo
kompaktsédgi tétel sem. Az 5.1 végén emlitett reguldris tipuslogika viszont mér al-
kalmas a nemstandard analizis tirgyaldsdra. Tudjuk, hogy itt mér igaz a kompaktsagi
tétel, és e logikara teljes kalkulus is adhato.

Legyen ‘R a valds szdmok standard modellje R alaphalmazzal. El16sz6r vegyiink fel egy
altalanos tipuslogikai nyelvet, és bdvitsiik R-et egy ennek megfeleld, dltalanos (teljes)
tipuslogikai modellé, jeldlje € modellt R' (legyen R’ alaphalmaza R'). Igazolhat6 a
kovetkez6:

Létezik R'-nek olyan *R' bdvitése gyenge tipuslogikai modellé (azaz reguldris ti-
puslogikai vagy szekunder modellé), hogy Th*R!=ThR' (ahol Th most egy &ltald-
nositott értelemben értendd), tovabba *R' alaphalmaza, R' tartalmaz infinitezimalist
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(kdvetkezésképpen *R! és R' elemien ekvivalensek a tipuslogikai értelemben, de
nem izomorfak). Az *R!-ban, mint ,,gyenge modellben”, megengedett halmazokat
»belsd halmazoknak”, a ,nem megengedett”, tehat az alap tipuslogikai modellbdl kizart
halmazokat pedig ,.kiilsé halmazoknak” hivjuk. Példaul a definidlhaté halmazok bels6
halmazok.

Felvetddik a kérdés, hogy mennyiben kiilonbozik az *R' struktdra példdul az e
rész elején konstrudlt *R struktdrat6l?
Igaz, hogy *R!-re 6roklddik az 6sszes magasabb rendd logikai 4llitds igazsdga, tehat
nemcsak az elsérendlieké, azonban az 4llitdsok szokdsos jelentése megvdltozik, mivel
a kvantifikécids tartomanyok nem a hagyomanyosan értendék, hanem a szekunder mo-
dellen vett igazsdg definicidja szerint. Példaul a ,barmely nem iires korlatos halmaz-
nak van legkisebb felsd korldtja” médsodrend(i nyelven formalizdlhat6 4llitds igazsdga
az *R struktirdra nem o6roklédik, *R!-re viszont a kovetkezd értelemben 6roklédik:
,barmely nem {ires korlatos belsd halmaznak van legkisebb felsd korlatja”.

Néhany megjegyzést tesziink a tipuslogikai bevezetéssel kapcsolatban:

e Tudjuk, hogy a tipuslogika, specidlisan a Henkin-féle tipuslogika is, tekinthet6 egy
els6rendd, tobbfajtdji logikanak. Szokas ezért a nemstandard analizist is a széban
forgo tobbfajtdja logikdra épiteni.

e *R!-t is lehetséges kompaktsdgi tétellel is, és ultrahatvdny-konstrukcidval is be-
vezetni (mindkét médszert egy dltaldnositott, tipuslogikai értelemben értjiik). E
bevezetések eldnyeirdl és hatranyair6l ugyanaz mondhaté el, mint az elsérendi
esetben.

e A nemstandard analizis irodalmaban a fent vazolt tipuslogikai bevezetésre szo-
kas axiomatikus felépitést adni, hasonléan ahhoz, ahogyan a klasszikus analizis
irodalmaban a valés szdmok fogalmat szoktdk axiomatikusan is bevezetni. Egy
ilyen axiomatizaldsnak el6nye, hogy elemi, és ezért viszonylag konnyen kezelhetd,
hatrdnya viszont, hogy éltaldban elfedi a szemantikét.

Mint arra a Bevezetésben utaltunk, a ,,nemstandard analizisnek™ 1étezik az analizisen
tdlmutaté értelmezése. Ez az értelmezés is megvaldsithatd a tipuslogika segitségével.
A fenti tipuslogikai bevezetés példaul a kovetkezSképpen éltaldnosithaté R-rdl tetszo-
leges A standard struktirédra. El§szor A-t egy A’ éltaldnos tipuslogikai modellé bo-
vitjiik. Igazolhat6, hogy 1étezik A’-nek egy olyan * A’ bdvitése gyenge modellé, hogy
Th* A" =ThA! és * Al-ben az dsszes A’ feletti konkurens formulahalmaz realizalédik.

%k sk ok
Befejezésiil az ezen alfejezetben tanult fogalmakkal kapcsolatos példdkat mutatunk.

1. Példa. Ertelmezett-e végtelen, illetve infinitezimdlis valés szdmokra korldtlanul
a) a kivonds, szorzds, osztds,
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b) a sinx, V/x, logx fiiggvény?

a) Igen. A standard valds szamstruktdra elemien bedgyazhaté a nemstandard
struktirdba, ezért e miiveletek korldtlanul kiterjeszthetéek az 1j szadmfogalomra,
a 0-val val6 osztds azonban itt sincs értelmezve.

b) Igen. a)-hoz hasonldan a sinx és v/x fiiggvények is kiterjeszthetek az dsszes
nemstandard szdmra, log x pedig pozitiv szdmokra.

2. Példa. Igazak-e a kovetkezdk?
a) Bdarmely két kiilonbozd infinitezimdlis kozott van egy harmadik szdam.
b) Bdrmely pozitiv végtelen szdmndl van nagyobb szdm.
c¢) Bdrmely pozitiv végtelen szdmndl van kisebb pozitiv végtelen szdam.

Y

a) Igaz. A standard valds szamok rendezése siirl. A ,,stir” tulajdonsag elsérendi
tulajdonsdg, ezért a nemstandard szdmokra is igaz.

b) Igaz. A standard valds szdmok rendezése nem korlatos feliilr6l (—-3yVx(x < y)
igaz). Mivel ez els6rendi tulajdonsdg, ezért teljesiil a nemstandard modellen is.
c) Igaz, indirekt bizonyitunk. Ha r a legkisebb pozitiv végtelen szdm lenne,
akkor tekintsiik r — 1-et. Ez ut6bbi is végtelen, hiszen hogyha véges lenne, akkor
(r — 1) + 1 =r is véges lenne. Ellentmonddshoz jutottunk, mivel r — 1 végtelen, és
kisebb r-nél.

3. Példa. Formalizdlhato-e elsdrendii mondathalmazzal, illetve tetszbleges elsérendii
Sformulahalmazzal az , infinitezimdlis” tulajdonsdg?

A tulajdonsag a szokdasos értelmében, tehat zart formulahalmazzal nem formalizal-
hat6, mert R és *R elemi ekvivalencidjat kihasznalva kovetkezne, hogy a standard
szdmok ko6zott is van nem nulla infinitezimélis. Nyilt formulahalmazzal példaul
abban az értelemben ,,formalizdlhat6”, hogy az {0 < |x| < ¢;: i > O standard} for-

mulahalmazt csak infinitezimalis x-ek elégitik ki.

4. Példa. Igazoljuk
a) ha x nem nulla infinitezimdlis, akkor * sinx is infinitezimdlis;
b) ha x végtelen, akkor */x is végtelen.

a) I. megoldds: Indirekt bizonyitunk. Ha *sinx nem lenne infinitezimalis, azaz
*sinx 0, akkor ha példdul *sinx > 0, akkor lenne olyan r, hogy 0 < r < *sinx
ugy, hogy r standard. r < *sinx-bél, az inverz fiiggvényt alkalmazva, kovetkezik,
hogy *arcsinr < *arcsin(*sinx)=x. A bal oldal standard és pozitiv, hiszen a
*arcsin Kiterjesztése arcsin-nek, a jobb oldal infinitezimalis, ez ellentmondés.
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1. megoldds: 0 egy standard kornyezetében O < sinx < x. Ez els6rendd nyelven
megfogalmazhato tulajdonsdg: JeVx (0 < x Ax <& — 0 < sinx Asinx < x). E tulaj-
donsdg dtmegy nemstandard szdmokra is, vagyis 0 egy nemstandard kornyezeté-
ben is 0 < *sinx < x. Mivel x infinitezimélis, ezért a ndla kisebb pozitiv *sinx is
az.

Mindkét megolddsndl a *< kiterjesztett egyenlGtlenséget egyszertien < jellel jelol-
tik.

b) Indirekt. Ha v/x véges lenne, akkor definici6 szerint, (\3/)7)3 =x is véges lenne,
ami ellentmondas.

5. Példa. Mutassuk meg, hogy a standard valds szdmok archimedesi axiomdja a nem-
standard valosakra nem teljesiil (archimedesi axioma: minden r > s > 0-ra van olyan
n standard természetes szdm, hogy n-s > r).

1. megoldds: Az archimedesi tulajdonsidg nem elsérendli tulajdonsag, mint az
beldthaté. Példaul tagadasa a kovetkezd formulahalmaz kielégithet6ségét jelenti
valamely s-re

ThRU {s<x,s +s<x,s +s+s<x,...}

stb., ahol x szabad véltoz6. Viszont e formulahalmazra alkalmazhat6 a kompakt-
sagi tétel (14sd még a 2. Tétel bizonyitasat), és ezzel készen vagyunk.

1I. megoldds. Legyen r végtelen nagy szdm, és s véges. Mivel s véges, ezértn -s
is véges, igy r > n-s minden n standard természetes szidmra.

Megjegyezziik, hogy ha tigy értelmezziik az axiéma kiterjesztését, hogy n nem-
standard természetes szdm is lehet, akkor viszont érvényben marad az axiéma,
hiszen létezik az r /s szdmndl nagyobb nemstandard természetes szdm.

6. Példa. Ertelmezhetéek-e a kivetkezd fogalmak nemstandard szdmokra, és ha igen,
akkor hogyan?

a) végtelen pdros szdm,

b) nemstandard pozitiv raciondlis szdm,

c) egy a(n) sorozat egy végtelen indexii eleme.

a) Legyen Px jelentése az, hogy x péaros egész, akkor a
{Px,1<x,1+1<x,1+1+1<x, ...}

formulahalmazt kielégit6 x a kivant tulajdonsigu. Létezése, hasonléan a végtelen
szam létezéséhez, kompaktsagi tétellel igazolhatd, illetve hivatkozhatunk a 6. té-
telre is.

Megjegyezziik, hogy els6rendd formulaval nem irhat6 le ez a tulajdonsag, hiszen
tudjuk, hogy a végtelen tulajdonsag nem irhaté le (2.4 rész), a parossag viszont
igen.
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b) Igen. Legyen Q az az egyvaltozds reldcié a standard R-en, amelynek jelentése
az, hogy ,raciondlis”. Ekkor {x: *Qx Ax *>0} a nemstandard pozitiv racionélis
szdmok halmaza.

c) Igen. a(n) mint a természetes szamokon értelmezett standard fiiggvény, kiter-
jeszthet6 nemstandard (végtelen) természetes szamokra.

7. Példa. Igazolja, hogy az x? fiiggvény derivdlhaté az a =2 pontban, és derivdltja 4.

2+xY =22 4+x2+4x-4
@+x) = al al =x + 4, ahol x nem nulla infinitezimalis. x + 4
X

X
standard része nyilvan 4, x-tél fiiggetleniil. Ezzel az allitast igazoltuk.

A fenti példdk megolddsdndl nem haszndltuk a nemstandard szdm fogalmanak ult-
rahatvannyal torténd (konstrukcids) felépitését. Ennek segitségével intuitive sokszor
szemléletesebb megoldas adhatd, mint csupdn az egzisztenciamegfontolas (hasonléan
az alapfogalmak bevezetéséhez). Rogzitsiink példaul egy a kofinit halmazok 6sszessé-
gét tartalmaz6 ultrasz{ir6t és egy erre vonatkozé konkrét ultrahatvanyt.

A 7. a) példa példaul dgy igazolhatd, hogy a (2, 4, 6, .. .)-t tartalmazé osztély egy ilyen
paros végtelen szam. JOl attekinthetdek e technikaval példaul a ,,nemstandard szamel-
mélet” fogalmai. Példaul a (2*), <, ,,szdm” barmely véges 2 hatvannyal oszthat6, az
(n", e »5zam” pedig barmely véges szammal oszthaté (hiszen tudjuk, hogy véges
sok kivétellel e sorozatok tagjai rendelkeznek e tulajdonsidgokkal).
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6.4 A halmazelmélet alapjairol

A halmazelmélet a matematikdnak olyan teriilete, amelyre minden mdas matematikai
elmélet raépiil, és amelyre minden matematikai vizsgélat visszavezethetd. A logikai
szemantika példaul 1ényegesen hasznilja a végtelen halmazok elméletét, de a bizo-
nyitaselmélet is haszndl egy korlatozott halmazelméletet. Mindenekel6tt emlékezte-
tiink arra, hogy még a konyv elején feltételeztiik az dgynevezett naiv halmazelmélet
elemeinek ismeretét, igy a halmazmiiveletek, szdmossig, rendszam stb. és mindezen
fogalmak elemi tulajdonsagainak ismeretét. Jelen részben nem az a célunk, hogy egy
halmazelméleti bevezetést adjunk, hanem csak az, hogy vdzoljuk a halmazelmélet
felépitésének logikai alapjait, kapcsolatét a logikdval.

A Cantor altal a 19. szdzad végén megalkotott ,,naiv”’ halmazelmélet forradalmasitotta
a matematikat. Amilyen kedvez6 fogadtatdsban részesiilt az egész matematikdnak dj
alapozast nyujté elmélet, akkora tandcstalansagot valtottak ki el6szor a halmazelmélet-
hez kapcsolddé antindmidk. A leghiresebb ilyen antindmiét a Bevezetés elején (ii)-ben
ismertettiik. Az ottani gondolatmenetben az a kritikus, hogy képezhetjiik-e az dsszes
halmazok H halmazit. Hamarosan megsziiletett az atfogd vdlasz az antinémidkra:
a halmazelmélet felépitésénél az axiomatikus médszert muszdj alkalmazni. Létrejott
az axiomatikus halmazelmélet. Szamos axiomatizdldssal probdlkoztak, mi most a leg-
inkdbb elterjedt, dltaldnosan elfogadott Zermelo—Fraenkel-féle axiomarendszert (ZF)
ismertetjiik:

A halmazelmélet nyelve egy szokasos elsérendi nyelv, egyetlen kétvaltozds relaci-
6szimbd6lummal, amelynek jelolése dltaldban € (vagy E). Kovetkezik ebbdl az, hogy a
halmazelmélet ,,egynem@” objektumokkal foglalkozik, halmazokkal, tehat péld4ul egy
halmaz elemei is csak halmazok lehetnek.

Az axiomak:

1)  IxVu(u & x)
(lires halmaz axiéma)

i) WxVyNVu(wmE€x<u€y)x=y)
(meghatérozottsdgi axiéma)

(i) VaxVyIzVu € z<+u=xVu=y)
(paraxioma)

iv) WxPVumwey-Wwhy €u—v Ex))
(hatvanyhalmaz axidéma)

V) WHVumweEey-IvwmEVAY EX))
(uniéhalmaz axiéma)
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v IxEuuw EXxAWE Eu)AVUUE x — vy ExAVww Ev &
SwEuVw=u))))
(végtelen halmaz axiéma)

(vil) Ywp...Vw,(Mudlveou, v, wi,...wy) = Vx3lyVWwiv Ey -
SIumExNPU, v, wi,...wn)))),
ahol feltessziik, hogy az u, v, wy,...w, véltozék a ¢ (u, v, wy,...wp)-nek
az Osszes szabad viltozoéi, x és y ezektdl kiilonbozé valtozok, 3! pedig a
»létezik egy és csak egy” szokdsos roviditése.
(helyettesitési axiomaséma)

(viil)) Vx(Ju(u € x)—=>Ivv EXxAVW(—(Ww ExAw € V))))
(regularitdsi axiéma)

Néha az dgynevezett belefoglaldsi tulajdonsdgot is szoktdk axioménak tekinteni (bar
kovetkezménye az (i) és (vii) axiomdknak):

(ix) VzVwi...Vw,yVx(x Ey+>x E zAp),
ahol x, y, z, wi ...w, szabad valtozéi ¢ -nek.

Mint ismeretes, az axiémédkbdl kiindulva a halmazelmélet szdmos fogalmét az

axiémarendszer bévitéseinek (lasd 3.1.2) segitségével vezetjiik be (példaul halmaz-
miveletek, szdmossdg, rendszam stb.).

Az axiomatizaldst tudomdnyos korokben eldszor vegyes érzésekkel fogadtdk. Egy-
részt azért, mert az axiomatikus halmazelmélet a ,naiv” halmazelmélet ,maximdlis
szabadsdga” helyett ,,maximdlis kotottséget” jelentett, masrészt azért, mert a l1étrejott 4j
elmélet, az axiomatikus halmazelmélet ellentmondastalansidga sem bizonyitott. Sikeriilt
kikiiszobolni a halmazelméletben eddig felbukkant antindmidkat, ellentmondésokat, az
axiémak példdul kizarjak az Osszes halmazok halmazanak képzését.

Az axiomatizalds folyamata sordn egyes tulajdonsidgok axiéma voltirél megoszlottak
a vélemények. Bizonyos tulajdonsdgokndl pedig sokat vizsgéltak, hogy fiiggetlenek-e
a meglévd axidomdéktdl, illetve konzisztensek-e veliik.

Ilyen érdekes tulajdonsdg az tgynevezett ,kivadlasztdsi axioma”. Formalizalas helyett
szavakban fogalmazzuk meg: halmazok egy {A;: i € I} halmazdhoz van olyan I-n
értelmezett f fiiggvény, hogy f(i) € A; minden i € I-re.

Megmutathatd, hogy a kivélasztdsi axiéméval ekvivalensek egyéb igen fontos tulaj-
donsdgok. Példaul vele ekvivalens a ,,jolrendezési tulajdonsdg”, azaz hogy minden
halmazon megadhat6 jélrendezés (e rendezés szerint minden nem iires részhalmaznak
van legkisebb eleme). Igazolhat6, hogy a kivalasztdsi axiéma fiiggetlen a Zermelo—
Fraenkel-rendszer axiomadit6l. Bebizonyosodott, hogy sziikség van a kivdlasztasi axi-
omara a halmazelmélet €s a matematika mas teriileteinek mélyebb vizsgalatdhoz, és
ezért ma mar elfogadott a kivdlasztdsi axiomdt a halmazelmélet axiomdjaként te-

s

kinteni. A kivdlasztdsi axiomdval kibovitett ZF-rendszert ZFC-vel jeloljiik. Szokés



6.4 A HALMAZELMELET ALAPJAIROL 309

nyilvantartani egy-egy fontosabb matematikai eredményrdl, hogy fel kell-e hasznalni
bizonyitasdhoz a kivalasztdsi axiémat, vagy sem.

Maés axiémaknal is szokds vizsgdlni, hogy felhasznélja-e egy-egy bizonyitds. Kieme-
lend§ ilyen szempontbdl a regularitdsi axibma. A regularitasi axiomatdl megfosztott
ZF-et ZF~ -szal jeloljiik.

Misik nevezetes tulajdonsdg a halmazelméletben az dgynevezett (specidlis) konti-
nuumhipotézis. A hipotézis az, hogy a megszdmlalhat6 és a kontinuum szdmossag
kozott nincsen mas szamossag. Godel idevagd eredményeinek tovabbfejlesztéseként, a
hatvanas években Cohen igazolta, hogy ez az allitas is fiiggetlen a Zermelo—Fraenkel-
axiémarendszert6l. Hires bizonyitdsa a modellmddszert haszndlja.

A 4.2.2-ben mér utaltunk a rendszdmok fogalmédnak naiv bevezetésére. Az axi-
omatikus halmazelméletben a rendszdmok pontosan az tgynevezett tranzitiv és az €
reldcidval jolrendezett halmazok. A rendszamok (), {0}, {0, {0}}, {0, {0}, {0, {0}}},
... sorozata a természetes szamok sorozatit dltaldnositja, a természetes szimoknak a
véges rendszamok felelnek meg, mely utébbiak kielégitik a Peano axiémakat.

& ok ok

Ezutan roviden kitériink a halmaz fogalménak altaldnositasara, az ,,0sztdly” fogalmara.

A Russell-antindmia arra figyelmeztet, hogy az 6sszes halmazok egyiittesét nem
célszerli halmaznak tekinteni, csupan ,,0sztdlynak” (lasd az aldbbiakban). Ugy érde-
mes ezért a struktira fogalmat altaldnositani, hogy megengedjiik, hogy a struktirak
komponensei, vagyis az univerzum, a reldcidk és fiiggvények ,,0sztilyok™ is lehesse-
nek. Konnyen dltaldnosithaté a formuldk igazsdgdnak definicidja ezen ,,4ltaldnositott
struktirdk” esetére. Valdban altalanositasrél beszélhetiink majd, hiszen a halmazok
maguk is ,,0sztdlyok™, viszont nem minden ,,0sztdly” halmaz. Példaul az {A: AF ¢}
struktiraosszesség nem mindig halmaz (ahol ¢ valamely rogzitett formdlis nyelvnek
mondata, A pedig egy megfeleld tipusti hagyomdnyos struktira). Felvetddik a kérdés,
hogyan kezeljiik ezeket az 0sszességeket, az osztalyokat, amelyeket , kirekesztiink” a
halmazelméletbdl.

Heurisztikus megkozelitésben osztdlyon értjiik halmazok egy

{a:p(a) igaz} (1)
Osszességét, ahol ¢ a halmazelmélet nyelvének rogzitett monadikus formuldja, és a a
halmazok Osszességén fut. Szavakban: azon halmazok Osszessége, amelyek rendel-
keznek a ¢ tulajdonsdaggal. Itt a { } jelolés megengedett, de nem halmazt jelent.
Altaldnosabban ¢-nek lehetnek egyéb paraméterei is.
Tehat az osztdlyok azon Osszességek, amelyeket meg tudunk nevezni a halmazel-
mélet formalizdlt nyelvén egy alkalmas formuldval.

Példdk osztdlyokra:

{a:a=a}
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(itt ¢ az x =x formula, a széban forgd osztdly pedig a halmazok Osszessége),

{a: a egy rendszam}

(itt ¢ azon tulajdonsdg formalizalt megfelelje, hogy x rendszdm, a széban forgé
osztily pedig a rendszamok Osszessége).

{a:a ~ b rogzitett b halmazra}

(itt ¢ azon tulajdonsdg formalizalt megfelel6je, hogy az a és b halmazok egymasnak
kolcsonosen egyértelmiien megfeleltethetSk).

Megjegyezziik az utolsé példahoz kapcsoléddan, hogy a naiv halmazelméletben
be szoktdk vezetni az ~-t mint halmazok kozotti ekvivalenciareldciét. Ekkor az igy
keletkezett osztalyok tagjait tekintik szamossdgoknak. Az utols6 példa szerint ez azért
problematikus, mert a széban forgd ekvivalenciaosztilyok tagjai nem halmazok (adott
szdmossagu halmazok nem alkotnak halmazt). Az axiomatikus halmazelméletben vi-
szont a szamossag egy specidlis halmaz (egy specialis rendszam).

Egy osztily valddi osztdly, ha nem halmaz. (1) alakd 0sszességek gyakran fordul-
nak el6 a matematikdban. Amennyiben halmazok, ezt gyakran az biztositja, hogy részei
(vagy elemei) valamely ismert halmaznak. Ezzel a fenti (ix) belefoglaldsi tulajdonsdg
kapcsolatos.

Megjegyezziik, hogy fontos kiilonbség halmazok és osztilyok kozott az, hogy
amig a halmazok lehetnek mas 6sszességek elemei (halmazoké vagy osztalyoké), addig
a valédi osztdlyok nem.

Egzakt megkozelitésben tehat egy osztdly formulaként kezelhet6 (az osztdlyfogalom
(1)-hez kapcsol6dd heurisztikus megkozelitésén tdl), egy formuldval azonosithato, a
fenti jelolést hasznélva ¢ (x)-szel.

Szokdsos jelolési konvencid, hogy osztdlyokra is haszndljdk a halmazelmélet jeloléseit.
Példaul két osztily azonos, ha ugyanazon objektumok tartoznak hozzijuk, vagy két
osztidly metszete azon osztily, amelyik pontosan a mindkét osztilyhoz tartozé ob-
jektumokat és csak ezeket tartalmazza stb. E jelolések hasznalatat indokolja, hogy
a halmazelmélet szdmos fogalma, médszere dtvihets osztalyokra. Igy (1)-re gondolva,
jelolhetd osztdlyok azonossdga, metszete, tartalmazdsa, unidja, komplementere stb.,
a halmazelméleti jeloléseket hasznalva. Azonban 6vatosnak kell lenni a tekintetben,
hogy a halmazelmélet mely moédszerei viheték at halmazokrol osztalyokra.

k ok ok

A halmazelmélet bizonyitdselmélete hasonlé6 mas elméletek bizonyitdselméletéhez.
Hasznélja ugyan a véges halmazok elméletét, de megbizhatdsdgat illetben ez nem
vet fel kételyeket. Specidlis helyzete van azonban a halmazelmélet szemantikdjdnak.
A logikai szemantika hagyoményos alapfogalménal, a struktira (modell) definiciéja-
ban ugyanis el6fordul a halmazfogalom (alaphalmaz, relaci6, fiiggvény). Magdnak a
halmazelméletnek a felépitésekor viszont nyilvan nem tekinthetjiik ismertnek a halmaz
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fogalmét. A halmazelmélet szemantikdjanak felépitése ezért specidlis eljardst kovetel.
Az alabbiakban néhdny ehhez kapcsol6dé fogalmat vazolunk.

Leirjuk ,,naiv’ megkozelitésben a halmazelmélet egyik modelljét. E16szor beve-

zetjiik az ugynevezett jolfunddlt halmazok H osztalyét.
H-t a kovetkezd, transzfinit rekurzidval definidlt H(c) halmazok unidja alkotja (ahol
a rendszam).

(i) H©)=0,
(i) H(e +1)=PH(a)),
ha a nem limesz rendszdm (P hatvanyhalmazt jelol),
(iii) H(a)=ﬁL<J H(@p),
a

ha o limesz rendszam.

Legyen H=J, {H(a): a tetsz6leges rendszdm} .

H-t igy egészitjiik ki a halmazelmélet nyelvének megfeleld H struktirdva, hogy az €
szimbd6lumot a hagyomdnyos eleme jelentés osztdlyokra kiterjesztésével interpretdljuk.

Néhany megjegyzést fiizlink a fenti definici6hoz.

A gyakorlat és tapasztalat szerint H alkalmas arra, hogy mfiveljiik benne a mate-
matikét, hogy a matematika ,,szintere” legyen. Igazolhat6, hogy H kielégiti Z F-et,
amennyiben kielégiti ZF™-t, hiszen a konstrukcid biztositja a regularitdsi axiomat
(a ,,jo0lfundaltsag” azt jelenti, hogy H kielégiti a regularitdsi axiomat).

A H(a) halmazok néhdny els6 véges tagja (azaz H(0), H(1), H(2), H(3),...):

0, {0}, {0, {03}, {0, {0}, {0, {0}}},...

H(w) pedig (iii) szerint ezen Osszes véges halmazokbdl all. Hasonléan H(w ) de-
finici6jdhoz, a transzfinit indukciéndl nyilvan az torténik, hogy a H («)-kat mindig
a mar el6z6 1épésekben megkonstrudlt halmazokkal definialjuk.

A jolfundélt halmazok H osztilya dgynevezett tranzitiv osztdly, azaz olyan hal-
mazokbdl all, amelyekre igaz, hogy az osztaly minden elemének eleme egyben az
osztalynak is eleme, tehat ha x € u, és u € z, akkor x € z. A tranzitiv osztalyok
fontos szerepet jatszanak a halmazelméletben.

Ha o <, akkor H(a) C H(B),

X € x, vagy x ={x} nem é&llhat fenn.

e H(a) a hatvdnyhalmaz axiémét nem elégiti ki, de megmutathatd, hogy H mér

kielégiti.

A fenti csupéan ,,naiv” lefrdsa a halmazelmélet egy modelljének, H-nak. Az egzakt
megkozelitésben e modellt a szintaktikdban definidljuk Ggy, hogy az osztdlyokat (hal-
mazokat) formuldkként kezeljiik, és haszndljuk az axiémék 4ltal megengedett halma-
zelméleti technikdkat. Tehat a fenti ,,naivul” definidlt modell a szintaktikainak csupdn
,virtualis” képe. Erdemes szamon tartani, hogy egy H-t definidld szintaktikai eljdrds
sordn milyen halmazelméleti axiomadkat haszndlunk. Beldthatd, hogy H definicigjdhoz
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valamennyi axiémara sziikség van, kivéve a regularitdsi axiomat (a definiciéhoz tehat
a ZF™-axiémarendszert haszndljuk). A H modellt tehdt a halmazelméleti axiémdk
segitségével definidljuk, de itt mar tdvolrdl sem csak véges modszereket haszndlva, és
erdsen haszndljuk a ZF ™ -axiomarendszer ellentmonddstalansdgdt. Tehat ‘H létezésé-
nek elofeltétele az a tény, hogy ZF~ ellentmondastalan.

k ok ok

ZF~ abszolut ellentmondastalansagit mai tuddsunk szerint bizonyitani nem tud-
Jjuk, mégis egyik alapfeltevése a halmazelméletnek. VEgs6 soron ez az egyetlen alapve-
t6 allitds a végtelen halmazok elméletét felhaszndlé matematikdban, amelyet egyel&re
bizonyitas nélkiil kell elfogadnunk.

Mint a matematika mélyebb elméleteiben dltaldban, a halmazelméletben is elsGsor-
ban relativ ellentmonddstalansdgi bizonyitdsok léteznek. Ez utébbi bizonyit4dsok alapja
pedig, az el6bbiek szerint, ZF~ (vagy ZF) ellentmonddstalansdgdnak feltételezése.
A relativ ellentmonddstalansdgi bizonyitasok &ltaldban mdar véges természetliek, és
altalanosan elfogadott bizonyitdsi mddszereken nyugszanak. Tobbek kozott a relativ
ellentmonddastalansdgi bizonyitdsok miatt a halmazelméletben fontos szerepet jatszanak
a metaelméletek, azaz az egy-egy targyelméletet tartalmazé olyan elméletek, amelyek-
ben a tdrgyelmélettel kapcsolatban bizonyitunk vagy definidlunk valamit.

Z F-nek, feltételezve ellentmondasmentességét, H-tdl kiilonbozé modelljei is van-
nak. Kiilonosen fontosak a tranzitiv modellek, tehat azon modellek, amelyek univer-
zuma tranzitiv osztdly. H-n kiviil méasik fontos tranzitiv modell az tigynevezett konst-
rudlhato halmazok modellje. Léteznek olyan modellek is, amelyekben az € relici6
interpreticidja nem a ,,szokdsos” eleme rel4cié.
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1. Az elsorendii logika nyelve

1. Tartalmazza az £ nyelv az f kétvéltozos fliggvényszimbdélumot, a 2 és 3 természetes
szamoknak megfelel§ 2’ és 3’ konstansokat, a szokdsos + miveletnek megfelels +’
szimbd6lumot, a P és A dllitasjeleket, a T egyvaltozés reldcidjelet és a szokdsos < rela-
ciénak megfelel§ <’ szimbdlumot. Vizsgalja meg, hogy a kovetkezs infix kifejezések
termek, formuldk, vagy egyik sem?

a) PvTQ)

b) B3+2)+x

c) Vx(T(x)Ax=x)
d) T)AYW(T@)—y>2'Vvy=2)
e) f(2,3)

Xy (T( (2, x)),y)
g) YxP

h) (x)T(x)

i) Vx(x>2)T(x)
J)Vx((x +2)+'y)
k) PNA

) 2<A

m) A+ 3

n) 2<3

2. Tekintsiik a kovetkez6 elsérendd formulat!
IxPx ANQxVRx — SxV Tx —-VyHxyV Gxy — Py A Sy

Iktasson be zaré6jeleket gy, hogy a formula jelentése
a) ne valtozzon,

b) megvaltozzon!

3. Legyen a a Jy(P(y) A R(x,z)) formula, és f kétvaltozos fliggvényjel. Melyek a
megengedett helyettesitések, illetve melyek a cserék ¢ -ban az aldbbiak koziil?



316 FELADATOK

a) x/f(z,y)
b) x/u
c) x/f(b,z)
d) y/u
e) y/x

4. Legyen @ aVx(B(x,y,z) = VzP(z,x,w)) formula, és f egy kétviltozds fiiggvényjel.
Melyek a megengedett helyettesitések a-ban az alabbiak koziil?

a) y/[f@x,w)
b) y/f(y,2)
c) x/f(x,z)
d) y/[f(x,v)
e) y/fv,w)

5. Vizsgalja meg, hogy az individuumvéltozok egyes el6forduldsai szabadok vagy
kotottek az aldbbi formuldkban!

a) VxR(x,y)VIyR(x,y)

b) y(x +x=x +x)

c) VxR(x,x)AVyQ(x,y)

d) Vx(JyR(x,y)— JuQ(x,u))
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2. A logika halmazelméleti felépitése

2.1 Struktira, igazsag, formalizalas

1. Tartalmazza az £ nyelv a kovetkezd nemlogikai konstansokat: f, g és h rendre 1,
1 és 2 véltozoés fliggvényjelek, a, b individuumkonstansok, R, Q és S rendre 1, 2 és
3 valtozos relacidjelek. Legyen egy A struktira a kovetkezd:

az A alaphalmaz {0, 1, 2, 3},

a és b interpretacidja rendre O és 2, f, g és h interpretacidi rendre az x + 1

(mod 4), x + 3 (mod 4) és x + y (mod 4) fiiggvények,

R, Q és S interpretacidi rendre az x +2 = 0 (mod 4), x = y (mod 4) és az

X +y+ 2=z (mod 4) relaciok.
Vizsgélja, hogy igazak-e a kovetkezd formuldk az A struktiran!

a) Vx3yQ(g(2), h(y,a))

b) IyVx(Q(a, h(x,y) = REE)V S(x, y, b))

¢) S(x, h(x,a), g(b)) — 3z Q(z, h(f(x), g(»)))

d) R(x)—=VyS(x,y,y)

A 2-6. feladatokat az interpretdcicfogalom definicidjdt felhaszndlva oldja meg!

2. Kielégithetéek-e rendre a kovetkezd formulahalmazok? Amennyiben igen, akkor
adjon meg egy ket kielégitd interpretaciot!

a) {¥x3yPxy, Vx—Pxx}

b) {IxVyPxy, Vx—Pxx}

c) {Vx(PxV Qx), =3xPx, ~Qa}

d) {3xPx, Vx(Px — Qx), Vx—Qx}

e) {Vx(Px — 3yQxy), VxVy(Qxy — Ry), Pa A—Ra},
ahol a individuumkonstans.

3. Kielégithet6ek-e a kovetkezd formulak? Amennyiben igen, akkor adjon meg rendre
Oket kielégitd struktdrdkat!
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a) VYx3dy(Px < —Py)
b) JyVx(Px <> —Py)
c) VxVy(RxyV RyxVx=y)AVxVydz(Rxz A Ryz)

4. Adjon meg olyan struktdrdkat, amelyek kielégitenek egy Ix (¢ — f) alakui formulat,
de nem elégitik ki rendre a

a) dxa — IxP, illetve a

b) Ixa <+ P
formulat!

5. Igazolja, hogy a kovetkez6 formula igaz minden legfeljebb harom elemii modellen!
IxVy(Pxy — (—Pyx — (Pxx < Pyy))),
ahol P kétvaltozos relacidjel.

6. Igazolja, hogy a kovetkezd formula minden véges modellen igaz, de nem érvényes:
IxVy3z((Pyz — Pxz) — (Pxx — Pyx)),
ahol P tetszbleges kétvaltozos reldcidjel.

7. Tartalmazza anyelvaz R, G, S, M, E, P, F, K és Drendre 1, 2,3,3, 1, 1,2, 3 és
3 véltozods reldcidjeleket. Interpretdljuk e jeleket a valés szdmok szokdsos modelljén a
kovetkez8képpen:
Rx = ,x val6s”, Gxy:= ,x >y”, Sxyz:=,x +y=z", Mxyz:=,x-y=2",
Ex:=,x egész”, Px:=,x pozitiv’, Fxy:= ,x osztdja y—nak”, Kxyz:=,x —y=z"és
Dxyz:=,x+y=z".
Legyenek a természetes szamok nevei a nyelvben: 1/, 2/, 3’, ... stb.
Mit jelentenek a kovetkezd formuldk a valds szamok szokdsos modelljén?

a) VxVydz(Ex NEy — Ez A Sxyz)

b) VxVy(Ex NEy A3z(Ez ANDxyz) — Mxyz)

c¢) IxVy(Ex NEy — 3z(Ez APz AN Kxyz))

d) VxVy(Rx ARy AN Px N—Py — Fxy)

e) G(3',3)

) F2,8)APQ2)

8. Mi a kovetkez6 formuldk jelentése, ha a Tx, Dx és Uxy formuldk jelentései rendre
»x tandr”, ,x didk” és ,x unja y-t”?
a) IxIy(Tx ANDy A—Uxy)

b) Ax(Tx ANYy(Dy — Uxy))
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¢) 3x(Tx ANVy(Dy — Uyx))
d) Vx¥y(Tx NDy — Uyx)

9. Mi a jelentése a kovetkezd formuldknak?
a) Vx(Bx — 3y(Ay A Tyx))
b) VxVy(Tx N By — Gxy)

¢) Jz(Az AVxVy(Tx ABy — Gzx AN Gzy A Tzx A Tzy)),

ahol a Tx, Ax, Bx, Txy és Gxy formuldk jelentése legyen rendre ,,x teherautd”, ,.x
személyautd”, ,.x bicikli”, ,.x tobbe keriil y-nal” és ,.x gyorsabb y-nal”.

10. Mit jelentenek az a(n) valds sorozatra vonatkoz6 kovetkezd formuldk?
a) Ve(e >0—=3IN(TNAVR(Tn Ala(n)— Al<e—n> N)))

b) INVe(e >ONTNAVn(Tn An> N —|a(n) - A|<e¢)),
ahol Tx jelentése:= ,x természetes szam”.

11. Mit jelent a halmazelmélet nyelvén felirt kovetkezd formula?
VxIyVuu €y Vv(v Eu—v Ex))

12. Mi a jelentése a kovetkez6 formuldnak?
Ix(Nx AVy(Fy — Txy)),
ahol az Nx, Fy és Txy formuldk jelentése rendre ,x n8”, ,y férfi”, és ,x tetszik
y-nak”.
Melyek a lehetséges jelentései az a)-beli értelmezések mellett a
Qix(Nx AN Qy(Fy — Txy))
formuldnak, ahol Q) és () tetsz8legesen vélaszthatéak a V vagy 3 kvantoroknak?

13. Formalizalja a kovetkez6 allitdsokat!

,,Bgy vondsnégyes probajan

a) csak a csell¢6 jatszik.”

b) a két hegedi jatszik, de a bracsa és a csellé nem jétszik.”

c) legaldbb egy hangszer jatszik.”

d) egyetlen hangszer jatszik.”

e) legfeljebb egy hangszer jatszik.”

f) acselld jatszik, és a tobbi hangszer koziil legfeljebb egy jatszik.”
Haszndlja a H, M, B és C illitasjeleket, melyek jelentései rendre: ,,a hegedd jatszik”,
,»-a masodheged( jatszik”, ,,a bricsa jatszik”, ,,a csell6 jatszik™!
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14. Helyezzen el irasjeleket a kovetkezd ismert példamondatban tgy, hogy kiilonb6z6
értelmezéseket nyerjen, majd formalizalja a kapott mondatokat!

,»A kirdlynét megdlni nem kell félnetek j6 lesz ha mindenki beleegyezik én nem
ellenzem.”

Haszndlja az O, F, B és E Aillitasjeleket, amelyek jelentései rendre legyenek: ,.a
kirdlynét meg kell 6lni”, ,.félnetek kell”, ,,mindenki beleegyezik” és ,.ellenzem”.

15. Formalizalja a kovetkezd éllitasokat!
a) ,,Vannak akik ismernek dalokat.”
b) ,Legaldbb egy dalt mindenki ismer.”
c¢) ,,Mindenki ismeri az Osszes dalt.”
d) ,Van valaki, aki egy dalt sem ismer.”

e) ,,Van valaki, aki nem ismeri az 0sszes dalt.”

Tartalmazza a nyelv az S, D és I relacidjeleket, melyek jelentései rendre legyenek a
kovetkezdk: Sx:= ,x egy személy”, Dx:= ,x egy dal”, Ixy:= ,az x személy ismeri
az y dalt”.

16. Vilasszon alkalmas nyelvet, és formalizdlja a kovetkezd allitasokat!
a) ,,Aki pénzt gyfijt, az kamatot kap a pénzére.”
b) ,Harom kozlekedési lampa koziil pontosan kettd mutat pirosat.”

c) ,,5z&p 1d6 esetén a kenguru, a malacka, az egér és a szamar koziil legfeljebb
egy marad otthon, hacsak nem kartydznak.”

Vizsgdlja rendre, hogy éllitas vagy elsérendl nyelv sziikséges-e a formalizalashoz?

17. Formalizélja a kovetkezd 4llitdsokat a zardjelben szerepld atomi formuldk felhasz-
nalasaval!

a) ,.Elemér akkor boldog, de csak akkor, ha alszik vagy eszik.”
(B, A E)

b) ,,Mdtyds kirdly nagy kirdly volt, de nem mindenki szerette.”
(M, Nx, Sxy.)

¢) ,,Robin Hoodot minden kisiskolds hdsnek tartja.”
(R, Kx, Hxy.)

d) ,Mindenki hallgat valakire.”
(Hxy.)

e) ,.Nincs olyan gyerek, aki valami olyat tudna, amit valamely felndtt ne tudna.”
(Gx, Txy, Fx.)
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f

g)

h)

,»Bgy és csak egy legény van talpon a vidéken.”
(Lx, Tx.)

,INem minden Ildbra illik ugyanaz a cipd.”
(Lx, Ixy, Cx.)

,Minden finn ugyanazt a nyelvet beszéli.”
(Fx, Nx, Bxy.)

18. ,Ki korén kel, aranyat lel”. Formalizdldsai-e a kovetkezd formuldk az allitdsnak?

a)
b)
c)

—dx (Kx A —Ax)
Vx(Kx — Ax)
Vx(Kx N Ax)

A 19-24. feladatokndl rendre a matematika egy-egy teriiletérdl szdrmaznak a felsorolt
tulajdonsdgok. Eldszor fogalmazza meg e tulajdonsdgokat, majd vdlasszon alkalmas
nyelvet, amelyik alkalmas a formalizdldsra!

19. Legyen H'’ sikbeli ponthalmaz. Formalizdlja a kovetkez6 ponthalmaz-tulajdon-
sagokat!

20.

21.

a) x torlédési pontja H'-nek

b)

H' zart

¢) x belsd pontja H'-nek

d)

H' nyilt

Formalizélja a kovetkez6 geometriai tulajdonsidgokat!

a)
b)
c)
d)

e)

,Minden egyenesnek van legaldbb két kiilonb6z6 pontja.”
,Minden egyeneshez van olyan pont, amely nincsen rajta.”
,Barmely ponthoz taldlhaté rajta a&tmend egyenes.”

Az egyenes tetsz6leges két pontjdhoz van az egyenesnek olyan pontja, hogy
az utdbbi elvdlasztja az el6z6 két pontot egymadstol.”

»Az egyenes barmely hiarom pontja koziil legfeljebb egy van, amelyik elva-
lasztja a mésik kett6t.”

Formalizélja a kovetkez6 szamelméleti tulajdonsagokat!

a)
b)

X primszam.”

,»Végtelen sok prim létezik.”
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c)
d)

»AzZ x szdm y-nak és z-nek a legnagyobb k6z0s osztdja.”

»Az x szdm y-nak és z-nek a legkisebb kdzos tobbszorose.”

22. Formalizilja a kdvetkezd analizisbeli tulajdonsdgokat!

a)

b)
c)
d)

A szdmegyenesen értelmezett, adott f valds fiiggvény értékkészlete zart inter-
vallum.

Az a(n) valés szamsorozat konvergdl az A valds szdmhoz (g-0-s definicid).
Az a(n) sorozat a természetes szimoknak egy permutacidja.

sinx korlatos (0, 1)-ben, de nincs maximuma.

23. Formalizilja a kdvetkez$ algebrai tulajdonsdgokat!

a)

b)

c)
d)

e)

A v és s sikvektorok linedrisan fliggetlenek (a O vektor csak a trividlis linedris
kombinacidval allithaté eld).

Egy vektortér kétdimenzids (léteznek olyan linedrisan fiiggetlen v és s vekto-
rok, hogy barmely sikvektor el6all ezek linedris kombinacidjaként).

Az x + 2y=a, 4x — y=>b egyenletrendszernek pontosan 1 megolddsa van.

Minden mésodfokud egyenletnek vagy nincs valés gyoke, vagy pontosan egy
vagy pontosan két gyoke van.

Egy csoportban egy elem rendje n.

24. Formalizalja a kovetkezd graftulajdonsagokat!

a)
b)

Egy G graf részgrifja a K grafnak.

Egy graf rendezett (azaz adott csicsainak egy olyan linedris rendezése, hogy
az ezen rendezés szerint egymadst kovetd csticsok kozott 1étezik a grifban
irdnyitott él).

Hasznalja az E kétvaltozds relacidt (0sszekotve lenni) és a < rendezési relacidt (csi-
csok rendezése).

25. Formalizdlja a kovetkez§ allitdsokat!

a)
b)
c)
d)
e)
W)

Tetsz6leges x-hez van olyan y, hogy x -y =0.

Van olyan y tetszéleges x-hez, hogy x -y =0.
Tetszbleges, rogzitett x-hez van olyan y, hogy x -y =0.
x =a-hoz van olyan y, hogy x -y =0.

Van olyan y, hogy x -y =0.

Valamely x-re és tetszbleges y-ra x -y =0.
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26. Tekintsiik az f(x) valds fiiggvény a-beli folytonossdganak kdvetkezd definiciéjat:
,Tetsz8leges pozitiv &-ra, valamely pozitiv d-ra |[f(x) - f(a)| <&, ha |x —a|<d. Ke-
resse meg a hibdkat a definicié aldbbi formalizdldsaiban!

a) e>0—=-30O>0Ax—a|<d— [f(x)-f(a)|<e)

b) Je(e>0—=30O>0Ax —a|<d— |[f(x)=f(a)|<¢&))

c) Ve(e>0NTFOO>0N|x—a|<d— |[f(x)-f(a)|<e))

d) Ve(e>0—300>0AVx(lx —al|<d Alf(x) = fa)| <))
e) Ve(e>0—=300>0AIx(x —a|<d— |[f(x)=f(a)| <e)))

27. Fogalmazza meg az €-0-s vdltozatban az aldbbi, a szdmegyenesen értelmezett
valés fliggvényekre vonatkozé tulajdonsigpdrokat, majd alkalmas nyelvet valasztva
formalizdlja e tulajdonsdgokat. Vesse 0ssze az igy nyert formulaparokban a kvantorok
sorrendjét!

a) Az f(n,x) fliggvénysorozat konvergdl az F(x) fiiggvényhez.
Az f(n,x) fliggvénysorozat egyenletesen konvergdl az F(x) fiiggvényhez.

b) Az f(x) fiiggvény folytonos.
Az f(x) fliggvény egyenletesen folytonos.

c) Az f(x) fiiggvény monoton.
Az f(x) fliggvény minden pontban lokalisan monoton.

d) Az f(x) fliggvénynek létezik maximuma.
Az f(x) fliggvénynek létezik lokdlis maximuma.

2.2 A logikai kovetkezmény fogalmarol

A 28-34. feladatokndl formalizdlja a megadott kovetkezményeket a zdrdjelben mega-
dott atomi formuldk segitségével, majd bizonyitsa definicio alapjdn, hogy a kovetkez-
mények helytelenek!

28. ,,Ha Jutka eléri az 50%-ot a vizsgdn, akkor adtmegy. Ha nem puskdzik, akkor
megbukik. Vagy eléri az 50%-ot, vagy megbukik. Tehat akkor és csak akkor éri el
az 50%-ot, ha puskdzik.” (E, B, P.)

29. , Kovécs doktor nem tudja ellitni a régi betegeit, ha slirgbsségi telefonhivdst kap.
Vagy el tudja ldtni a régi betegeit, vagy elvesziti dket. Tehat ha nem kap siirgdsségi
hivést, akkor nem vesziti el a betegeit.” (T, E, V.)
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30. ,.Nincs olyan 4llat, amelyik pettyes, és amelyik csikos is. A pettyes éllatok kozott
kutydk is vannak. Tehat a kutydk kozott nincsenek macskdk.” (Px, Cx, Kx, Mx.)

31. ,.Csak olyasvalaki tolthet be bizalmi &llast, aki megvesztegethetetlen. Aki nem
tolthet be bizalmi 4llast, az nem is folyamodhat ilyen allasért. Léteznek intelligens
politikusok. Az, hogy valaki intelligens, még nem garantdlja azt, hogy megveszteget-
hetetlen. Tehdt vannak olyan politikusok, akik nem folyamodhatnak bizalmi allasért.”
(Tx, Mx, Fx, Px, Ix.)

32. ,Csak azokkal vitatkozom, akiket tartok valamire. Fanatikusokkal sohasem vitat-
kozom. Tehat én a fanatikusokat nem sokra tartom.” (Vx, Tx, Fx.)

33. ,.Minden kdbitoszer-terjesztd, aki részt vett a mult heti akcidéban, biinds. Kdbito-
szer-fogyaszto nem vett részt az akcidban. Tehét ha egy terjesztd nem fogyasztd, akkor
blinos.” (Tx, Rx, Bx, Fx.)

34. , Egy 0sszejovetelrSl a meghivott sszes szinész €s ujsdgiro elkésett. Volt azonban
olyan vendég is, aki nem késett el. Tehdt volt olyan meghivott, aki se nem szinész, se
nem ujsagir6.” (Hx, Sx, Ux, Kx)

35. Melyek a logikailag igaz, logikailag hamis, illetve egyik kategdéridba sem sorolhat6
formuldk az aldbbiak koziil?
a) Vx(PxV —Px)
b) VxPxVVx—Px
c¢) dx(Px AN—Px)
d) dxPx ANdx—Px
e) VxPx — dxPx
f) VxPx A3x—Px
g) Vx3y(PxyVVz—Pxz)
h) IxVydz(Qxz A—-Qxy)
i) dxPx —VxPx

Jj) JxJyQxy < Vx3IyQxy
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36. Igazolja igazsdghalmazok alkalmazasaval, hogy a kovetkezd formulaparok logika-
ilag ekvivalensek!

a) Vx(a Vp)és Vxa VB, ha x nem szabad f-ban,
b) Ix(a —p) és Vxa — Ixf.

37. Igazolja igazsaghalmazok alkalmazasaval, hogy Jx(a —f) és Ixa — Ixf nem
ekvivalensek logikailag, de Ixa — Ixf F Ix(a — p) teljesiil!

38. Parositsa 0ssze a bal és jobb oldali oszlopbdl a logikailag ekvivalens formuldkat!

dx Px AN 3Ix Qx dy(Py AVxRxy)
dx Px AVyQy Vz(Pz — JuRuz)
Jx(Px AVyRxy) dx Px AdyQy
Vx(Px — JdyRxy) VydzRyz — 3w Pw
Vx(Px — JyRyx) Ju(Pu ANVw Ruw)
Vy(3zRyz — Py) Jz Pz AVzQz
Jx(Px AVyRyx) Vx(dyRxy — Px)
VxdyRxy — Jx Px Vx(Px — JzRxz)

39. Ekvivalensek-e logikailag a kovetkezd formulaparok? Ha nem, akkor kovetkezmé-
nye-e az egyik a masiknak?

a) Vx(a < p) és Vxa < Vxf
b) Ix(a +pP) és Ixa <> Ixp
c) Vxdxa és dxa

d) Vxa és IxVxa

40. Alakitsa 4t pozitivvd a Cauchy-konvergenciakritérium, illetve az a-beli folyto-
nossag tagaddsanak aldbbi formalizdldsait (azaz alakitsa at &ket olyan formuldkka,
amelyekben negici6 csak literdlokban szerepel).

a) —Ve(e>0—=IAN(TNAVRYm(TnATmAn>NAm>N—|a(n)—a(m)|<e)))
b) —Ve(e>0—30(0>0AVx([x—al|<d—|f(x)-f(a)|<e)))

2.3 Normalformak

41. Hozza konjunktiv normdlforméra a kovetkezd formulédkat!

a) (—Pax — Qfy)— (—Qb— Pxy)
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b) (Rxy - A)— ((B— —Pax)— —Rxfx)
¢) (Rab— Qfx NPb) <+ (—(Rxfy — Py — Qb)V Px)

42. Hozza a kovetkezd formulakat el6szor prenex, majd erds Skolem-formara!
a) dx(RxyV —VySy)— (—=3ySy AVzSz)
b) VxRxy AN (—SzV -VzRxz)
c¢) VxVy(dzRxz — JuTxyu)
d) VxVy(@zTxyz A (JuQxu — FuQyu))
e) Yu(@yQuyV -IxVyQxy)
f) Vy(@xRxy — Qyz)A3y(VzLzy V Qxy)
g) Vx3dyQxyVIxVyRxy A—dxdylxy
h) —(vVxJdyQxy — IxJyRxy) AVx—-JdyLxy
i) VxVy(dxPx — —3u(FuQxu — Qyu))
j) JxVyRxy — Ix(Pfx —Vy(RxyV B)) — 3x Qxa
k) Vy(FxVxRxy — IxVx Qxy)VVyIx(Qxy — Lxy)
[) Vx(Vy—-3zTxyz ——(Jydz Vxyz V Sx))
m) JyVx(IxVx Rxy < Vydy Qxy)
n) Ix(VxRxy —Vy(Qxy — Lxy))

43. Hozza el6szor prenex, majd erés Skolem-formdra a kovetkezé halmazelméleti tu-
lajdonsdgokat!

a) Vx(Fy(YEx)—Iy(YExA-Tz(z ExNZ EY)))
b) VxIyVz(zEy<+ (EZ EVAY Ex))

2.4 Redukcios tételek

A 44-46. feladatokndl alkalmazza a kompaktsdgi tételt!

44. Igazolja, hogy ha egy formulahalmaznak 1étezik tetsz6leges nagy véges modellje,
akkor van végtelen modellje!

45. Igazolja, hogy a kdrmentes grafok osztdlya nem axiomatizalhaté végesen!
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46. Igazolja, hogy egy graf akkor és csak akkor szinezhetd k szinnel, ha minden véges
részgréafja szinezhetd k szinnel!

47. Tegyiik fel, hogy a ¢ mondat igaz valamely I' mondathalmaz minden modelljén.
Igazolja, hogy van olyan n € w, hogy ¢ igaz I'-nak minden legfeljebb n eleml mo-
delljén.

48. Egy H Herbrand-modellen a kovetkezSk az igaz formuldk:

Q(a), Q(f(a)), Q(f (f(a))), S(a,f(a)), S(a,f(f(a)),
ahol f egyvaltozoés fiiggvényjel, a individuumkonstans, Q, illetve S pedig egy-, illetve
kétvaltozos reldcidjelek. Igazak-e a kovetkezd formuldk H-n?

a) ¥x(Qx) = S(x,f(x))
b) ¥x(Q(x)—=3JyS(x,y))
¢) Ix(Q() A S(x,f(x)))

49. Egy ‘H Herbrand-modellen a kovetkezdk az igaz formulak:
R(a,b), R(a,f (b)), R(a,f(f(b)),...,

S(a,b), $(f(a),b), S(f(f(a)),b),...,
ahol f egyvaltozoés fiiggvényjel, a individuumkonstans, Q, illetve S pedig egy-, illetve
kétvaltozos relacidjelek.
Mit allithatunk a kovetkezd formulak igazsdgardl H-n?

a) YxVy(S(f(x),x) AR(y,f())
b) VYx(R(a,f(x))— S(f(x),D))
) Vx(R(x,f (b)) = S(f(x), b))
d) Vx(R(x,f (b)) —3IyS(x,y))
e) Vx(R(x,f(b)) = VyS(x,y))
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3. A bizonyitaselméletrol

3.2 Analitikus fak

1. Igazoljuk analitikus fakkal, hogy az alabbi kdvetkezmények fennallnak!
a) {P—Q,  R—-Q,R—-S}FS—-P
b) P——-QEP—(Q—R)
¢) {PAQ—R, RAS—T, Q}FPAS—RAT
d) Vx3dy(Px — Sxy)EVx(Px — 3y Sxy)
e) dxPx — Qa EVx(Px — Qa)
£ {Ix(Px A Qx), Vx(Qx — Rx)}F Ix(Px A Rx)
g) {VxSxax, VxVyVz(Sxyz — Sxfyfz)}FVxSfxfaffx
h) {VxVy(Px APy—Sxy),Vx(Qx—Pfx),Yx(Rx—Pgx),¥x Rx,3x Qx }FIx Sfxgx
i) {Ix(Px AVy(By — Cxy)), Vx(Px —Vy(Qy — —~Cxy)) }F Vx(Bx — —Qx)

2. Igazolja, hogy az aldbbi formuldk azonosan igazak!
a) (B—-ANC—A)—(BVC)—A)
b) —IxVy(Sxy <> —Sxy)
¢) Vxdy(QxyVVz—Qxz)
d) Vx3dy(Pxy —VzRz — Vx3dyVw(Pxy — Rw))

3. Igazolja analitikus fakkal a kovetkezSket!
a) {Vx(Px — 3JyQxy), 3y—Qay }¥ —Pa
b) {Vx(Px —3yTy), IxPx }}£3x(Px A Tx)
¢) Ix(a—=p)FEIxa—Ixp
d) Vxa —VxBEVx(a—f)
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4. Vizsgdlja analitikus fakkal, hogy kielégithet6ek-e a kovetkez6 formulahalmazok!
Ha igen, akkor adja meg egy-egy modelljiiket!

a) {PAQ,~(Q— R),~PA—-R}

b) {Vx3Jy(Px — Rxy),IxVy—(Px — Rxy)}

¢) {3xVy(Py — Rxy), Pa,Vx—Rxa}

d) {¥x(Px — Qx),Ix(Qx A Sx),¥x(=Px V =Sx)}
e) {=VyEyPy— Py)}

£ {3xVyRxy A IxVyLxy,Vx3y—(RxyV Lxy)}

5. Igazolja analitikus faval, hogy a 3xVy—(Px — Py) formula érvénytelen!

6. Igazolja analitikus fak segitségével, hogy a 2. fejezet 28-34. feladatoknal felsorolt
kovetkeztetések helytelenek!

Az aldbbi 7-9. feladatokndl formalizdlja a megadott kovetkeztetéseket a zdrdjelben
megadott atomi formuldk segitségével, és igazolja analitikus fdk segitségével a kovet-
keztetések helyességét!

7. ,,Dékéni utovizsgdra akkor és csak akkor keriilhet sor, ha betegek voltunk, vagy
egyaltalan van dékdni engedélyiink. Dékani engedélyt csak akkor kapunk, ha betegek
voltunk, vagy haldleset fordult elé a csaladban. Tehdt ha senki sem halt meg a csalad-
ban, és van dékdni engedélyiink, akkor betegek voltunk.” (U, B, E, H.)

8. ,,Egy gyiimdlcs pontosan akkor csonthéjas, ha almaféle, vagy korteféle. A bogyck
nem lehetnek csonthéjasak. Tehat nincs olyan gylimolcs, amelyik korteféle é€s bogyd.”
(Cx, Ax, Kx, Bx.)

9. ,,Csak akkor tudunk mdsokat elfogadni, ha sajat magunkat el tudjuk fogadni. Vannak
emberek, akik nem tudnak sajat magukkal kibékiilni. Tehat vannak olyanok, akik
senkit sem tudnak elfogadni.” (Exy)

10. Mutassa meg analitikus fék segitségével, hogy a
Vx(x +0'=x) és VxVyVz(x +y=z =x+ (y+ 1)=z+ 1)

axiomakbol kovetkezik, hogy 1’ + 1'=2’, ahol SO'=1' és S1'=2’
(hasznélja az M (x,y,z):=x + y=z relédciét)!
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3.3 Rezolucio

11. Vizsgédlja meg, hogy illeszthet6ek-e a kdvetkezd klézhalmazok?
a) {F(a,g(x)), F(y,b)}
b) {F(x,f(a,x)), F(f(a,y),2)}
c) {H(f(a),g(a,y)), H(x,g(x,f(@))}
d) {F(g(h(a,x),x),x), F(y,g(a,z))}
e) {P(f(y,8(2)),hD)), P(f(h(w),g(a)),t), P(f(h(]),g(2)),y)}
P AP(hG),a,2), P(h(fw)),a,w), P(h(f(w)),a,u)}
g) {P(h(y),a,z), P(h(f(w)),a,w), P(h(f(a)),a,b)}
h) {P(x,gx),y,h(x,y),z,f(x,y,2)), Pu,v,g(v),w,k(v,w),s)}
i) {Q(g(a), h(x),f(a,y)), Qx,h(g(a)),f(y,y)}
7)) {Qg(x),h(x).f(a,y)), Qly,h(g(a),f(y,y)}

12. Igazolja rezolicidval az aldbbi kovetkezményeket!
a) {PVQ,P—>RVS,R—TAUUA-S—-T}-S—Q
b) {IxVyPxy, VxVy(—PxyV Qxy)}F IxVyQxy
¢) {VxVyVz(=RxyV -RyzV Rxz), VxVy(—=RxyV Ryx), VxJyRxy }F Vx Rxx
d) {VxS(a,x,x), VxVyVz¥w(=S(x,y,2) VSFWw,x), y, f(w,2))) }F
FVxVyS(f(x,a), f(y,a), f(x,f(y,a)))
e) {Vx(Px — 3yQxy), VxVy(Qxy — Pfy)}E Vx(Px — 3y Pfy)
{3 (Px AVy(Ty — QxYy)), Vx(Px — Vy(Wy — —Qxy)) }EFVx(Tx — - Wx)
g) VxVy((Rxy = —Qyx)AJzQzx)FIxIy—-Rxy
h) {¥VxMx \VVxFx, 3xFx, Vx(Fx — -Mx)}FVxFx

13. Igazolja rezoluciéval, hogy az alabbi formuldk azonosan igazak!
a) ((A—B)——-B)——B
b) (IxPx —VxQx)—Vx(Px — Qx)
c) IxVyPxy —VydxPxy

14. Igazolja rezoliciéval, hogy a kovetkezd kl6zhalmazoknak nincs modellje!
a) {PVR,-RVS,-PVS, S}
b) {~P(x)V-T(x,y)VR(®y), T(fx,gx), P(fa), ~R(ga)}
c) {Px)VQX), =P(fx)VRx), =Q(fy)V S(gx), —R(a), ~S(ga)}
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d) {M(a,x,fy)VM(a,z,fhb)V =Q(y,z), ~Q(hb,w)V H(w,a),
-M(a,w,fhb)V H(x,a), M(a,u,fhu)V H(u,a)V Q(hb,b), -H(v,a)}

e) {Pw)vV-M(x,fa,fa), P(u)vM(fa,u,u), ~P(u)}

16. Kielégithetéek-e a kovetkez6 kl6zhalmazok (lezardsai)?
a) {PVQVR,—S,-QVS, ~PVS}
b) {~AX)V B(x,y), “AX)V B(y,y)V =B(x,y), Aa}
c) {Hw)V—P(x,ffa,fa), HV)V P(fa,y,y), ~H(u)}
d) {P(a,x.fgy), ~P(y.fz.f2)}
e) {P(x,gcz,ty), "P(tu,gxz,u)}
f) {P(a,x,h(gz)), =P(z,hy,hy)}
g) {P(x,gb), ~P(gx,y)}
h) {Rw,y)VQW,fz,2)V-Rw,w), Rw,z)V-Q(fw,w,z)}

17. Vizsgdlja rezoliciéval, hogy kielégithetSek-e a kovetkez6 formuldk. Ha igen, ak-
kor adja meg egy modelljiiket!

a) Yx¥yVz((P(a,x,fgy) N—P(x,hxz,fz)VA)A-A)

b) JuVxVyVz(Hx)AN(Px,gfu,fx)AN-P(fy,z,y)V-H(x))

c) VxVy(A@) A (RAX)V Q(y,y) V Qx, y) A(—AX) V Qy,y) V ~Q(x, y)))
d) VuVxVy(Hu)V -Px,ffa,fa)yN\(HWV)V P(fa,y,y)) AN—H(u))

18. Keresse meg a kovetkez6 cédfolhaté klézhalmazok alapel6forduldsainak egy olyan
véges részhalmazat, amelyek cédfolhatdk az allitaslogikdban!

a) {P(x), 2P(x)V R(fx), 7R(fa)}
b) {P(x), Q(x,fx)V-P(x), =Q(gy,2)}
c) {P(x,a,g(x,b)), ~P(fy,z,g(fa,b))}

Az aldbbi 19-21. feladatokndl formalizdlja a megadott kovetkeztetéseket a zdrdjelben
megadott atomi formuldk segitségével, és igazolja rezoliicioval a kovetkeztetések he-
lyességét!

19. ,Ha Pali sovdny, akkor Karcsi nem fekete hajii és Ricsi nem magas. Ha Ricsi
magas, akkor Andris z6ld szemii. Ha Andris z6ld szem{ és Karcsi fekete hajd, akkor
Pali sovany. Karcsi fekete haja. Tehat Ricsi nam magas.” (P, Sx, K, Fx, R, Mx, A,
Zx)



332 FELADATOK

20. ,,Nem minden Zala megyei lakos szereti Zala megyét. A Zala megyei lakosok koziil
viszont azok, akik szeretik a megyét, nem szeretnék, ha a vdlasztdasokat a Néppdrt
nyerné, de a tobbi Zala megyei lakos ezt szeretné. Tehat van legaldbb egy Zala megyei
lakos, aki szeretné, hogy a Néppart nyerjen.” (Zx, Nx.)

21. ,Ha valaki belép az orszagba és nem diplomata, akkor a valaki 6t dtvizsgdlja. Egy
hirhedt fagja a kibitészerbanddnak bejutott az orszdgba. Ha a banddnak egy tagjat
tisztességes vdmos vizsgalja at, akkor a bandatag biztosan lebukik. A kébitészerbanda
tagjai kozott nincsenek diplomatdk. Tehdt a vdmosok kozétt van olyan, aki tagja a
bandédnak.” (Bx, Dx, Axy, Tx, Vx.)

22. ,Nydron egy medve vagy alszik a barlangjdban, vagy vaddszik. Ha éhes, akkor
nem tud aludni, ha faradt, akkor pedig nem tud vadészni.”

a) Mit csindl a medve, amikor €hes?

b) Mit csindl a medve, amikor faradt?
Formalizélja alkalmas nyelven a premisszakat, majd rezoldci6 segitségével valaszolja
meg a fenti kérdéseket!

23. Igazolja rezoldcidval, hogy egy Pxy reldci6 tranzitivitdsabol és szimmetridjabol
kovetkezik a VxVyVz(Pxy A Pzy — Pxz) tulajdonsag!

24. Reprezentélja a csoportdsszeadas miiveletét az S(x,y,z) relacié
(S(x,y,z):=x + y=z). Tekintsiik a csoportaxiémdkat a kovetkez6 alakban:
(1) VxVydzS(x,y,z) (értelmezett az 0sszeadas)
(1) YuVvVwVxVyVz((Sxyu A Syzv) — (Sxvw <> Suzw)) (asszociativitas)
(iii) Ix My Sxyy AVydz Szyx) (balzér6 és balinverz 1étezése)
Igazolja rezoldcioval a jobbinverz 1étezését, azaz azt, hogy dx (Vy Sxyy AVydz Syzx)
kovetkezik a fenti axiomakbol!

3.5 A logikai programozasrol

25. Adja meg a kovetkezd logikai programokhoz tartoz6é Herbrand-bazist, legsziikebb
Herbrand-modellt. Igazolja SLD-rezoliciéval a megadott ,,célt”, és adjon meg egy
korrekt vélasz helyettesitést, ahol ez értelmes!

a) {ANBNC—D,ENF—C,B,GANC— A, E, G, G— F}
Cél: D.

b) {Qy ARxy— Sx, Lc — Rbb, Px — Qx, Pb, Lc}
Cél: dx Sx
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c) {Sx A\Nb— Mx, Sx N\Nx — Mx, Lx — Sx, Qy A Rxy — Sx, Px — Qx,
Pb, Rab, Lc, Na},

Cél: Ma

d) {Rx — Rfx, Ra, Rb}
Cél: IxRfx

e) {Qy ARxy— Sx, Px — Qx, Pb, Rab}
Cél: Sa

26. A 11. feladathoz kapcsoléddan igazolja, hogy n’+ m’=r’, ha n + m=r, ahol

n', m'" é r’ az n, m és r természetes szimok nevei a nyelvben és SO'=1’,

S1=2,...8n-1)Y=n'.

27. TekinthetSk-e a kovetkezd definiciok PE definicidknak (pozitiv egzisztencidlis in-
duktiv definici6knak)? Ha igen, akkor adja meg rendre a legkisebb Herbrand-modellt!

a) RSx < Rx

b) RSx N—Rx <> Rx

¢c) x=0VRSx + Rx

d) x=0ANRSx <+ Rx

e) x=0VIdy(x=SyARy)< Rx

28. Tekintsiik a kovetkezd PE definiciot!
x=0VIy(x=SSSy ARy)<+> Rx

a) Hatarozzuk meg a legsziikebb Herbrand-modellt, -t!
b) Vezessiik le formadlisan, hogy $S555S5S50 eleme R interpreticidjanak H-n!

Az aldbbi 29-31. feladatokndl formalizdlja a megadott kdvetkeztetéseket a zdrdjelben
megadott atomi formuldk segitségével, és igazolja a kovetkeztetések helyességét SLD-
rezoliicioval!

29. ,Ha esik, akkor a kirdndulds elmarad. Ha a kirandulas elmarad, akkor miizeumba
megyiink. Ha mizeumba megyiink, és esni fog, akkor autébusszal megyiink. Ha au-
tébusszal megyiink, akkor pénzre is lesz sziikség. Esni fog az esd. Tehat sziikséglink
lesz pénzre.”(E, K, M, A, P.)

30. ,,Ha Péter megkapja az osztondijat, akkor be tudja fejezni ezen a szakon az egye-
temet. Megkapta az 0sztondijat. Ha valaki elvégzi azt a szakot, amelyet Péter végez,
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akkor biztosan kap munkdt. Tehat lesz valaki, aki elvégzi ezt a szakot, és munkat is
kap.” (Ox, Fx, p individuumkonstans, Mx.)

31. ,Ha Spicces Otté be van csipve, akkor jokedvi. Ha éhes, akkor eszik. Ha énekel és
nevet, akkor be van csipve. Ha eszik és TV-t néz, akkor jokedv{i. Ha boldog és iszik,
akkor TV-t néz. Ha pénze van, akkor iszik. Ha énekel, akkor boldog. Ha boldog, akkor
van pénze. Az biztos, hogy most éhes. Most éppen énekel.”
Alkalmas nyelvet vélasztva formalizdlja a fenti premisszdkat, majd SLD-rezoldcid
segitségével vizsgdlja, hogy Spicces Ottéd

a) be van-e éppen csipve,

b) jokedvi-e?
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4. Modellelmélet

4.1 Nevezetes axiomarendszerek. Modellmodszer

1. Ellentmondastalanok-e a kovetkezd formuldk, illetve formulahalmazok? Ha igen,
akkor adja meg egy modelljiiket!

a)
b)
c)
d)
e)
/)

g)
h)

{P-QAR,Q—S,R—S, ~(P—9)}
{P—=Q—=(Q—P), PV-Q, ~PVQ, ~(PVQ)V-Q}
{Vx(=Px V Lx), Vx(—Lx V Rx), 3x(Lx A —Rx)}

{VxSxx, Vy(Tay <> Vx(Sxy — Dax)), 3x(Tax N —Dax)}
xVy(Qxx A—=Qxy)

—Vx(Px — Vy(Py = ((Qx — —=Qy) VVz Pz)))
Vx3zVy((Py A Lz) — (Px V Rz)) — (Lx <> —Qy))
{Vx3Jy(=Px V Qxy), 3x Px, VxVy—Qxy}

2. Igazolja, hogy a VxJy Pxy formula fiiggetlen a
{VxVy(Pxy — —Pyx), VxVyVz(Pxy — (Pyz — Pxz))}
axiomarendszert6l!

3. Fiiggetlenek-e rendre a

a)
b)
c)

VxVy(RxyV Ryx Vx =y) (linearitas)
VxdyRxy
Vxdy(x # yARxy AVZ(Rxz ARzy »x=zVy=2))

tulajdonsagok attdl, hogy az R relécio reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv.

4. Fiiggetlen-e az a tulajdonsag, hogy egy R relacié ,reflexiv vagy irreflexiv” attdl,
hogy R linedris?

5. Akkor mondjuk, hogy egy R reldci6 ciklikus, ha rendelkezik a
VxVyVz(Rxy A Ryz — Rzx) tulajdonsaggal. Fliggetlen-e az, hogy R ciklikus és refle-
xiv rendre attél, hogy

a)
b)

tranzitiv,

linearis.
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6. Igazolja, hogy az inverz létezését garantdl6 csoportaxidma fiiggetlen a tobbi csopor-
taxiomatol!
7. Fiiggetlenek-e rendre a kdvetkezd tulajdonsdgok a csoportaxiomaktdl?

a) Vx(x +x+x=0—x=0)

b) Yu¥VxVy(ux=uy —>x=y)
8. Fiiggetlen-e a gyiirtiaxiémaktél a Vx (x> =0 — x =0) tulajdonsig?

9. Tekintse a teljes indukcids sématdl megfosztott Peano-axiomarendszert, I1-t (lasd
3.1 rész). Igazolja, hogy a II-beli aldbbi axiémak rendre fiiggetlenek a tobbi axiomatdl!

a) Vx(Sx #0)
b) Vx¥y(Sx=Sy —>x=y)!

10. Fiiggetlenek-e a Boole-axiémaktdl a kovetkez6 tulajdonsagok?
a) VxVy(xy=0—x=0Vvy=0)
b) VxVy(x zy—>TFz(z=#0Az+x=2+Y))
c) xVyz(x Z2yAz#0—zx #2zy)

11. Tétele-e a O karakterisztikdju, algebrailag zart testek elméletének a
VaVy(x2 + y%# —1) tulajdonsdg?

12. Mutassa meg, hogy a kévetkezd axiémarendszerek inkomplettek!
a) félcsoportok
b) csoportok
¢) kommutativ testek

d) Boole-algebrik

4.2 Standard és nemstandard modellek

13. Igazolja a L.os—Vaught-teszt segitségével, hogy a kovetkezd axidmarendszer komp-
lett!

i) YxSx =0

(i) VaVy(y #0—3Ix(y=Sx))

(iii) VaVy(Sx=Sy —>x=y)
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@iv) Vx(SSS...Sx # x), S tetszbleges szamu véges sok alkalmazasara,
ahol §' a rdkovetkezés operitor.

14. Mutassa meg, hogy az 1 végponttal rendelkez8, de masik irdnyban nem korlatos
a) diszkrét rendezés,

b) siirl rendezés

elmélete komplett! Adjon példdkat ilyen elméletek nemstandard modelljeire!

15. Mutassa meg, hogy a két végponttal rendelkezd
a) slrd rendezés komplett,
b) diszkrét rendezés inkomplett!

16. Igazolja, hogy a sfirii rendezések elméletének 4 komplett kiterjesztése van, é€s ezek
n,n+1,1+né 1+n+ 1elméletei, ahol # a raciondlis szdmok rendezése.

17. Jeldlje w, *, B, n és A rendre a természetes szamok, a negativ egész szamok, az
egész szdmok, a raciondlis szdmok és a valds szdmok szokdsos rendezését.
Elemien ekvivalensek-e, illetve izomorfak-e a kovetkez6 rendezések?

a) AésA+ A

b) wésw+ow*+w
c) neésn-n

d) nésn-p

e) wésw+ow

f) w-o*éo* o
g fro*éso”p
h) n+1+nésny
i) n+2+nésy
J) nt+mnésy

k) o nésw-(n+1)
) A+14+16ésA

18. Legyen n négyzetmentes rogzitett természetes szdm. Legyen az algebra alaphal-
maza n osztdinak Osszessége. A + mivelet legyen a legkisebb kdzos tobbszords, a -
miivelet a legnagyobb kozos oszt6é képzése, a —k miivelet értéke legyen n /k, az egység
legyen n, a null elem pedig legyen 1.

Igazolja, hogy az igy nyert algebra Boole algebra! Mi a < jelentése?
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19. Igazolja, hogy a-(b+ c)~a-b+ a-c tetszdleges a, b és c rendezésekre, de
(b+c)-a~b-a+ c-a nem feltétleniil teljesiil (itt +, illetve - a rendezések Osszea-
dasét, illetve szorzdsat jeloli)!

20. Léteznek-e olyan a, b és c rendezések, hogy ¢ nem izomorf b-vel, de
a) a+c~a+b,
b) a-c~a-b.

21. Legyen v az irraciondlis szdmok rendezése. Igazolja, hogy a kovetkezd rendezés-
pérok izomorfak!

a) ytyésy

b) y+1+yésy

22. Igazolja, hogy az algebrai szdmok teste nem elemien ekvivalens a valds szdmok
testével!

Az aldbbi 23-24. feladatokban ‘P hatvdanyhalmazképzést, C pedig szigori tartalmazdst
jelol.

23. Tekintsiik a (P(H), C) struktdrat. Kielégiti-e a diszkrét, illetve siirli rendezések
axiémadit ez a struktira, ha H

a) az egész szamok,
b) a racionalis szamok
halmaza?

24. Elemien ekvivalensek-e, illetve izomorfak-e a kovetkezd struktiraparok?
a) (valés szamok, + ,-) és (komplex szdmok, + , -)
b) (P(egész szamok), C) és (P(raciondlis szamok), C)

4.3-4.4 Modellkonstrukciok, karakterizacios tételek

25. Vizsgdlja meg, hogy teljesiilnek-e az N = M (elemi ekvivalencia), N'~ M (izo-
morfia), illetve M < N (elemi rész) reldcidk az N = (N, <) és M =(M, <) struktd-
rakra, ahol N a természetes szamok halmaza, és

a) M a pozitiv egészek halmaza,

b) M a péros pozitiv egészek halmaza.
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26.

27.

28.

29.

Igazolja, hogy ha az

a) ultraszorzat tagjai legfeljebb n elemiek, akkor az ultraszorzat is legfeljebb n
elemd,

b) ultraszorzat tagjai végtelenek, akkor az ultraszorzat is végtelen,

c) ultraszorzat tagjai véges kivétellel legalabb n elemtiek, és az ultrasziird nem {6
ultrasz{ir6, akkor az ultraszorzat végtelen.

Igazolja, hogy rendezett halmazok ultrahatvinya is rendezett!
Igazolja a 2.4-beli 44-46. feladatokat ultraszorzatok alkalmazasaval!

Igazolja, hogy a kovetkezd struktiraosztilyok zartak az elemi ekvivalencidra és az

ultraszorzatképzésre!

30.

31.

a) rendezések

b) csoportok

c) Boole-algebrik

d) 0 karakterisztikdjd testek
e) algebrailag zart testek

f) az egyenl6ség elméletének végtelen modelljei

Igazolja, hogy a kdvetkezd osztilyok E Ca -beli osztalyok, de nem elemi osztilyok!
a) végtelen csoportok

b) végtelen rendezett halmazok

c) 0 karakterisztik4jd testek

d) algebrailag zart testek

e) valdsan zart testek

Igazolja, hogy a kovetkezd osztdlyok nem alkotnak ECa osztalyt!
a) véges Abel csoportok

b) ciklikus csoportok

c) szabad csoportok

d) egyszeri csoportok

e) véges karakterisztikdju testek

f) archimedesi testek
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32. Igazolja, hogy a kovetkezd osztilyok zéartak a direkt szorzat képzésére!

a) félcsoportok, amelyekben igaz a VxVyVz(xy =xz —y =2) egyszerdsitési sza-
bély,

b) kommutativ gyfiriik, amelyekre igaz a Vx(x2=0— x =0) tulajdonsag.

33. Igazolja, hogy a kovetkezd osztdlyok zdrtak a direkt szorzat-, homomorfizmus- és
részalgebraképzésre!

a) csoportok
b) gylirik
c) Boole-algebrak

34. Igazolja, hogy az alabbi struktiraosztidlyok nem varietdsok (tehdt nem axiomati-
zélhatok azonossagokkal)!

a) testek
b) nem egyszerii csoportok

c) végtelen Boole-algebrak

35. Igazolja, hogy a legalabb n elemii halmazok 6sszessége nem pozitiv osztély!
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5. Klasszikus logikak, modalis logika

5.1-5.2 Masodrendii logika, tobbfajtaja logika

1. Vélasszon rendre alkalmas nyelveket, és formalizilja az aldbbi, idéz&jelben szerepld
tulajdonsiagokat!

a)

b)

c)

Legyen H és K a val6s szdmoknak két rogzitett, nem iires diszjunkt részhalmaza
azzal a tulajdonsaggal, hogy H barmely eleme kisebb K barmely eleménél. ,Lé-
tezik olyan valds szdm, amely H barmely eleménél nem kisebb, de K barmely
eleménél nem nagyobb.”

Legyen H és K a valds szdmoknak két tetszdleges, nem lires diszjunkt rész-
halmaza azzal a tulajdonsidggal, hogy H barmely eleme kisebb K barmely
eleménél. , Létezik olyan valés szam, amely H barmely eleménél nem kisebb,
de K barmely eleménél nem nagyobb.”

Legyen H és K a {0,1,2} halmaznak két retszéleges, nem iires diszjunkt
részhalmaza azzal a tulajdonsdggal, hogy H béarmely eleme kisebb K barmely
eleménél. , Létezik olyan valds szdm, amely H barmely eleménél nagyobb, de
K barmely eleménél kisebb.”

2. Formalizélja azt a tulajdonsigot, hogy a természetes szdmok halmaza jélrendezett

a)
b)

egyetlen formuldval, m4sodrend{i logik4t haszndlva,

végtelen sok formuldval, alkalmas kontinuum szdmossdgu els6rend nyelvet
haszndlva.

3. Fogalmazza meg, majd formalizalja masodrendd nyelvet hasznilva az aldbbi graf-
tulajdonsagokat!

a)
b)

Egy graf x cstcsabdl az y cstcs elérhetetlen.

Létezik a grafban olyan irdnyitott ut, amely minden csticsot pontosan egyszer
érint (ezzel ekvivalens az, hogy 1étezik a grafnak linedris rendezése).
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4. Definidlja masodrendii nyelv alkalmazdsaval a kovetkez6 relacidkonstansokat!
a) valés fiiggvények folytonossaga (C(x))
b) valés szdmsorozatok konvergencidja (K (x))

c) halmazok zartsaga (Z(x))

5. Fogalmazza meg, majd alkalmas tobbfajtdji logika segitségével formalizdlja az
aldbbi definicidkat!

a) valés szdmsorozat konvergencidja
b) valés fiiggvény sorozat konvergencidja

c) halmaz torlédasi pontja

6. Fogalmazza meg, majd formalizdlja tobbfajtiju logika segitségével a metrikus tér
axiomait!

7. Egészitse ki a vektortér axiomadit a normadlt tér axiomadival, és formalizalja az egész
axiémarendszert tobbfajtajui logika segitségével!

8. Egészitse ki a Boole-axiomékat a (végesen additiv) val6szintiségi mérték axiomai-
val, és formalizdlja az egész axidmarendszert tobbfajtiji logika segitségével!

9. A 2.1 rész 17. feladatban vélassza ki azokat az allitdsokat, amelyek alkalmasak
arra, hogy tobbfajtdji logikdval formalizdljuk &ket, és végezze el a formalizal4st!

5.3 Modalis logika

10. Igazolja a kovetkez6 modalis formulasémak érvényességét!
a) OaA—a)VOaV—a)
b) Oa ANOB <T@ AB)
¢) OaVvo—a
d) OavoBv-p)
e) VxOep(x)— IxOep(x)
) O¥xex)—VxOep(x)
g) OO(@W VVxp(x)) — Vx@ Vp(x))), ahol x nem szabad i -ben
h) == AJxp(x)) AIx (@ Ap(x))), ahol x nem szabad v -ben
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

i) OIx@ A@(x))—O@ AIxep(x)), ahol x nem szabad ¥ -ben
J) OIx(px)—Oy) — G(Vxep(x) — Oy), ahol x nem szabad y-ben

Igazolja az 5.3 alfejezet 6. Tétel még nem bizonyitott 4llitasait!

Igazolja, hogy a kovetkez6 formuldk nem érvényesek!
a) Oa — 00 b) Vx-Oa — —-0O3dxa

Igazolja az aldbbi kovetkezményeket!
a) aFOa

b) a - UOac EFOa —O0a

¢) Yxpx)EOVxe(x)

Igazolja, hogy az alabbi kovetkezmények helytelenek!
a) OaFa b) Oa —»aFOa —O0a

Igazolja, hogy a kovetkez6 formuldk érvényesek S4-ben!
a) OCOGa — OOa

b) OCa —OO0OOa

¢) Do —0O00a

d) O00Oa — OOa ASOa

e) OCa Vv oOa — SOOa

) OBGa = Qa

Igazolja, hogy a kovetkezd formuldk érvényesek S5—ben!
a) OOa + Sa

b) OOa < Oa

Igazolja az 5.3 alfejezet 8. Tétel még nem bizonyitott 4llitasait!

Tekintsiik a kovetkezo relacidtulajdonsigot:
VsVtVu(Rst AN Rsu — RtuVt=uV Rut)

(,,gyengén Osszekothetdség”) és a kovetkezé modalis tulajdonsdgot:

SOa — OSa

Igazolja, hogy az 5.3 alfejezet 8. Tétel allitdsa kiterjeszthetd erre a tulajdonsdgparral!
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3.

6. Logika és a matematika egyéb teriiletei

6.1 Algebrai logika (Boole-algebrak és logika)

. Igazolja logikai ,.forditds” segitségével a kdvetkezd Boole-algebrai azonossdgokat!

a) (a+b)b+c)c+a)=ab+ bc+ ac
b) a(-(a(=b)))=b(-(b(-a)))
c) (a+b)a+c) b+ d)(c+d)=ad+ bc

. Igazolja Boole-algebrak alkalmazasaval, hogy a kovetkez6 formuldk érvényesek!

a) -P—-Q)—(Q—P)

b) (P—Q)—(Q—R) —(P—R))

c) P=QV(P—-0Q)

d) (P—R)—(Q—R—((PVQ)—R))

Modellezze és oldja meg Boole-algebrak segitségével a kovetkez6 feladatokat:

2.1 rész 13., 14. és 2.2 rész 1. a), b), ¢), 12. a), 13. a), 19.

4.

S.

Igazolja Boole-algebrak alkalmazasaval a kdvetkezd logikai ekvivalencidkat!
a) (AVB)AN(AV-B)+< A

b) AV(—AANB)+~ AVB

c) AN(AVCOOANBVC)<(ANB)V(ANC)

d) (A—--A)<-A

6.3 A nemstandard analizisrol

Igaz-e, hogy barmely két nemstandard valds szdm kozott van egy nemstandard és

egy standard valdés szdm is?
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6. Mutassa meg, hogy

o

a) a nemstandard valés szdmok rendezése * <-ra nézve siird, végpont nélkiili ren-
dezés,

b) a nemstandard egész szamok rendezése * <-ra nézve diszkrét, végpont nélkiili
rendezés.

7. J6lrendezés-e a nemstandard természetes szamok rendezése * <-ra nézve?

8. Igazolja, hogy *Q siird *R-ban, azaz minden nemstandard valés szam infinit kozel
esik valamely nemstandard raciondlis szimhoz!

9. Legyen N, Q és R rendre a standard természetes szamok, raciondlis szdimok és a
valés szdmok halmaza. Igazolja, hogy

a) c¢<[*N]|,
b) c¢<[Q|,
c) |"R|=c,

ahol c jeloli a kontinuum szdmossagot!

10. Mutassa meg, hogy egy nemstandard (a,) valds szdmsorozat tagjainak szdmossiga
lehet kontinuum!

11. Igazolja, hogy ha az F(x) valds fiiggvény
a) invertdlhat6, akkor * F(x) Kiterjesztése is invertdlhato,

b) folytonos, akkor * F(x) kiterjesztése is folytonos.

12. Igazolja, hogy az F(x) valés fiiggvény akkor és csak akkor korlatos R-en, ha * F(x)
csak véges értékeket vesz fel *R-on!

13. Igazolja, hogy ha F(x) invertdlhat6 valds fiiggvény, és r nemstandard szam, akkor
az *F(r) érték is nemstandard!

14. Igazolja, hogy a masodfoku egyenleteknek a nemstandard szdmok korében is vagy
2, vagy 1 valds gyoke van, vagy nincs gyoke!

15. Igazolja nemstandard analizis segitségével, hogy valds fiiggvények differencidlha-
t6sdgabol kovetkezik ezen fiiggvények folytonossdga!
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16. Legyen r végtelen szdm. Léteznek-e a kovetkezd értékek? Ha igen, akkor egyér-
telmtiek-e, és mivel egyenlSek?

a) *arctgr
b) *sinr
17. Igazolja a Cauchy-konvergenciakritérium kovetkezd véltozatidt nemstandard sza-

mokra: ,,Az (a,) sorozat akkor és csak akkor konvergens, ha a, ~ a,; bdrmely végtelen
n és m természetes szamparra”!

18. Igazolja nemstandard analizis segitségével, hogy minden standard korldtos valds
(an) szdmsorozatnak van torléddsi pontja!

19. Lehet-e egy nemstandard konvergens (a,) valés szdmsorozatnak standard szdm a
hatarértéke?

20. Igazolja, hogy ha egy végtelen természetes szdm oszthaté minden véges primmel,
akkor oszthat6 egy végtelen primmel is!

21. Lehetséges-e, hogy két végtelen természetes szam legnagyobb kozos osztdja vé-
ges?

22. Mutassa meg, hogy az ikerprimsejtés (végtelen sok szomszédos primszam létezik)
ekvivalens a kovetkezdvel: ,,Létezik egy végtelen ikerprimpdr, azaz l1étezik egy végte-
len p prim, hogy p + 2 is prim”.

6.4 A halmazelmélet alapjairol

23. Igazolja, hogy Z F-ben teljesiilnek a kovetkezdk!
a) Vx—-(x €Ex)
b) VxVy—-(x EyAy Ex)

24. Formalizalja a halmazelmélet nyelvén a kovetkezOket, és ezzel igazolja, hogy
halmazok!

a) az x ésy halmazokbdl képzett rendezetlen pér
b) az x és y halmazokbdl képzett rendezett par

c) egy relacid6 fiiggvény
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d) adott fiiggvény értékkészlete

f) két halmaz direkt szorzata

25. a) Igazolja, hogy a rendszamok Osszessége valddi osztaly.

b) Igazolja, hogy az azonos szdmossagu halmazok 6sszessége valddi osztaly.

Az aldbbi 26-39. feladatokban adott H halmazokra hatdrozza meg rendre a szerepld
halmazok szdmossdgat.

26. H az algebrai szdmok halmaza.

27. H azon 0 és1 kozotti valds szdmok halmaza, amelyek végtelen tizedestort kifejté-
sében végtelen sok 3-as jegy szerepel.

28. H a természetes szamok véges részhalmazai.

29. H a végtelen 0—1 sorozatok Osszessége.

30. H a természetes szamok sorozatainak Osszessége.

31. H a monoton ndvekvd valds sorozatok dsszessége.

32. H a természetes szamok permuticidinak dsszessége.

33. H a val6s szdmsorozatok 0sszessége.

34. H a val6s fliggvények Osszessége.

35. H egy val6s fiiggvény lokalis maximum értékeinek halmaza.
36. H egy valés monoton fiiggvény szakaddsi pontjainak halmaza.
37. H a val6s folytonos fiiggvények Osszessége.

38. H a természetes szdmokon értelmezett ekvivalenciareldcidk dsszessége.

39. H a természetes szamokon értelmezett rendezési reldcidk dsszessége.
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40. A 4.1 rész 17. feladatandl vizsgilja meg valamennyi rendezéspar esetére, hogy az
egyes rendezésekhez tartoz6 rendtipusok egyenléek-e vagy sem!

41. Adja meg a Peano-axiémaknak egy halmazelméleti modelljét!

42. Igazolja, hogy létezik a természetes szdmok részhalmazainak olyan kontinuum
szdmossagl {H;} rendszere, hogy barmely i # j-re a H; — H;, H; — H;, és H; N H;
halmazok szdmossédga is megszdmldlhatéan végtelen!

43. Adjon meg a természetes szamok halmazan olyan kontinuum sok H; részhalmazt,
hogy barmely két kiilonboz6 i-re és j-re H; C H; vagy H; C H; teljesiiljon (azaz a H;
halmazrendszer tartalmazkodé halmazrendszer legyen)!

44. Adjon meg a természetes szamokon kontinuum sok olyan részhalmazt, hogy pa-
ronkénti metszetiik véges legyen!

45. Adjon meg egy olyan R”-n értelmezett f valds fliggvényt (azaz egy olyan
valtozds valos fiiggvényt), amelyik nem konstans, de barhogyan helyettesitve valto-
z06it véges sok kivétellel valés szdmokkal, az igy nyert véges valtozds fiiggvény mér
konstans!

46. Igazolja, hogy ha f: R— N valos fliggvény, akkor van olyan kontinuum szamos-
sagd halmaz, amelyre f-et megszoritva f mar konstans fiiggvény!
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