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Part 1
Halmazokrol 1.

A matematikdban végso soron barmely fogalom bevezetése a halmazelmélethez
vezet, ezért tekinthetd a halmazelmélet az egész matematika megalapozdsdnak.
Ilyenek fogalmak példaul a fliggvény, relacio, rendzett pér, struktira, stb fogal-
mak. Fontos ezért, hogy “koriiljarjuk” a halmazelmélet alapfogalmait. Ezt els6-
sorban tgynevezett “naiv megkozelitésben tessziik, ami egy "leiré" megkozelités
jelent, szemben az axiomatikussal. Bevezetjiik azonban kiilsn pontban az ax-
iomatikus halmazelmélet alapjait is, megmutatva, hogy hogyan vonhatéak be
az addig tanultak az axiomatikdba. FEz a felépités szokdsos a halmazelmélet
tankonyvekben.

1 Elemi fogalmak

Maga a halmaz és az eleme relacié alapfogalmak, azaz nem visszavezethetdek
mér definidlt matematikai fogalmakra (hasonléan pl, a geometridban a pon-
thoz, vagy az egyeneshez). Az “alapfogalom” jelentését majd a formalis nyelv
fogalméndl ismertetjiik. A kovetkezbkben leszogeziink a halmazokkal kapcso-
latos néhdny tudnival6t, amelyek koriil gyakoriak a félreértések.

A halmaz fogalom heurisztikus jelentése: dolgok (véges, vagy végtelen)
0sszessége. Azonban,

a halmaz, dolgoknak - nem tetszbleges - Gsszessége.

Russel hivta fel els6k kozott a figyemet arra, hogy dolgok tetszdleges 6sszessége
nem feltétleniil halmaz. Tekintsiik azon x halmazok y 6sszességét, amelyek nem
elemei snmaguknak, azaz, amelyekre © ¢ x. Ha y halmaz, akkor két eset van:
y €y, vagy y ¢ y. Azonban y definicidja implikdlja az els6 esetben azt, hogy
y ¢ y, a mdsodik esetben viszont azt, hogy y € y, azaz, minden esetben ellent-
monddst kapunk.Mivel halmaz nem lehet eleme 6nmaganak, azt kaptuk, hogy
a halmazok 6sszessége nem alkothat halmazt.

Dolgok egy 6sszességével kapcsolatban tehdt az egyik fontos kérdés az, hogy
egydltaldn halmazt alkotnak-e? Példdul beldthatd, hogy az 6sszes kételemil hal-
mazok sem alkotnak halmazt - és lehetne sorolni a példakat.

Azokat az sszességeket, amelyek nem halmazok, de a “halmazelmélet nyelvén
definidlhatok” (valédi) osztdlyoknak hivjuk. Az osztélyok tehdt azonosithatéak
a halmazelmélet nyelvének valamely formuldjdval (lasd késobb). A halmazelmélet
nyelvének egyetlen “specidlis szimbéluma” az € jel. Példaul az el6z6 példanil ez
a formula az © ¢ x. Az osztdlyok tehét nem feltétleniil “keriilendd” dsszességek,
csupdn nem halmazok. Tulajdonsdgaik szdmos tekintetben hasonléak a halma-
zokhoz, s6t, osztélyokra gyakran a halmaz jeloléseket alkalmazzuk.



Megjegyezziik, hogy a nafv tdrgyaldsban halmaz eleme természetesen nem
feltétleniil halmaz, szemben az axiomatikus tdrgyaldssal, ahol majd halmaz el-
eme csak halmaz lehet.

Gyakori jelolés halmazokra,hogy a {} zdrojelek kozott | vesszdvel elvilasztva,
felsoroljuk az elemeket, vagy utasitdst adunk a felsoroldsra.. Példaul: {1, 2} ,vagy,
{{1},2,3} ,vagy {2,4,6,8,...}.

Megjegyezziik,hogy

létezik olyan halmaz, az iires halmaz, amelyiknek nincsen eleme.

Jelolése: 0.

Az iires halmaz hasonlé absztrakcié a halmazelméletben, mint az aritmetikdban
a nulla. A halmazelméletnek fontos fogalma.

Fontos alapelv a kovetkezd tulajdonsdg (extenzionalitas):
Két halmaz akkor és csak akkor egyezik meg, ha pontosan ugyana-
zok az elemeik.

Ebbél kovetekezik, hogy példdul {1} # {{1}}, hiszen 1 # {1}, mivel 1 nem
is halmaz, vagy a kovetkezd halmazok mind kiilonbozdek: 0., {0}, {{0}}.

Halmazok kozotti adott reldcion értiink egy olyan kapcsolatot, amely barmely
két halmazra, vagy fennall, vagy nem all fenn (ldsd késsbb a % pontban a rels-
ciékat).A halmazelmélet egyik reldcidja a C tartalmazds relacio.

A C B akkor és csak akkor, ha x € A implikilja € B -t minden x € A-ra,
vagy A az iires halmaz.

A C jelolés helyett a C -t is szoktdk haszndlni. A valédi részhalmaza B-nek,
ha A C B, A # B, ezt igy is szoktdk jelolni: A & B.

A C fenti definicigjdnak kovetkezménye a kiovetkezo allités:

A = B akkor és csak akkor, ha AC Bés BC A (1)

Balrél jobbra irdnyban az &llitds trividlis. Forditva, indirekt, tegyiik fel,
hogy A # B. Péld4dul tegyiik fel, hogy A-nak van olyan eleme, amely nem eleme
B -nek. Azonban ez ellentmond az A C B feltételnek.

Egy A halmaz részhalmazainak Osszessége halmaz, a halmaz tgy-
nevezett hatviany halmaza.



Jelolése P(A).

Ismert, hogy n elemii halmaz hatvdnyhalmaza 2" elemii - ez indukciéval
igazolhatd.

Felhivjuk a halmazok kovetkez6 tualajdonsdgaira a figyelmet:

A halmazok elemei “egyszeres multiplicitasiak”, azaz halmaznak
valami csak egyszer lehet eleme!

Az {1,2,1,2,{1}} halmaz példdul hdrom elemii. Felsorolhatunk egy elemet
tobbszor a jelslésnél, de csak egyszeres multiplicitdssal szamit (mds lesz a helyzet
példdul “sorozatoknal”, a 0,1,0,1 sorozat 4 tagd).

Ha egy halmaz valamely eleme halmaz, akkor az utébbinak elemei
nem feltétleniil elemei az eredeti halmaznak .

Tehdt, x € y és y € z dltaldban nem implikdlja z € z -t. Példdul az
{1,{2}} halmaznak 2 nem eleme, bér a {2} halmaz eleme. Azokat a halmazokat
melyeknél a x € y és y € z implikdlja x € z-t tranzitiv halmazoknak hivjuk.
Példaul az {1,{2},2} halmaz mér tranzitiv.A tranzitivitds fogalma jelentds sz-
erepet jatszik a halmazelméletben.

E pont végén visszatériink a pont elején ismertettekre:

Elterjedt jelolés halmazokra, az{z : ®(z)} jelolés, ahol a ®(x) egy tulajdon-
sag, pontosabb értelemben, a halmazelmélet nyelvének egy “formuldja” (lasd
%). Peldaul az
{z : © = 2k, valamely k természetes szdmra,ahol x is természetes szdm} halmaz
a paros természetes szamok. Azonban altaldban, a fentiek értelmében, {z : ®(x)}
nem biztos, hogy halmaz, lehetséges az is, hogy osztély.

Létezik-e feltétel arra, hogy "dolgok egy Osszessége" halmaz legyen? Erre
vonatkozik a kovetkez6 egyszeril kritérium:

Dolgok egy 0Osszessége pontosan akkor alkot halmazt, ha része
(részhalmaza) valamely halmaznak.



Ugyanis halmaz "része" is halmaz, a részhalmaz és forditva, minden halmaz,
1j elemek hozzavételével, bovithetd nagyobb halmazzs.

A sz6ban forgé halmazt majordns halmaznak, vagy belefoglalé halmaznak is
szoktuk hivni.

Tehét, az {z : ®(z)} jelolésre gondolva, a jelslés akkor ad halmazt, ha ki
tudjuk egésziteni igy:

{zx € A: ®(x)},ahol A egy halmaz.

vagyis az Osszesség egy A halmaz azon elemeinek Osszessége, amelyek ren-
delkeznek a ®(z) tulajdonsdggal.

FELADATOK:

1. Sorolja fel az {0, 1,{0,1}} halmaz részhalmazait.

M. A halmaz 3 elemii, ezért 23 darab részhalmaza lesz, ezek:
A “triviélis” részhalmazok: 0 és {0,1,{0,1}}

Az 1 elemfi részhalmazok:{0},{1},{{0,1}} és a

2 elemfi részhalmazok: {0,1},{0,{0,1}},{1,{0,1}}

2. Igazolja, hogy az 1 elemii halmazok 6sszessége nem alkot halmazt!

M. Minden A halmazhoz hozzd tudunk rendelni egy olyan 1 elemii halmazt,
amelynek egyetlen eleme van, mégpedig az illeté halmaz, azaz A -hoz hozzd
tudjuk rendelni az {A} halmazt. Azt &llitjuk, hogy mér ez utébbi dsszeség sem
alkot halmazt. Hiszen ha lenne hozzd majordns halmaz, akkor az 6sszes halma-
zok Osszességéhez is lenne egy ilyen halmaz, az egy.egy értelmii hozzarendelés
miatt. Az 6sszes halmazok viszont, mint azt tudjuk, nem alkotnak halmazt. Vis-
zont, ha azok az 1 elemii halmazok, melyeknek elemei halmazok nem alkotnak
halmazt, akkor a ndluk bévebb sszessé, az 1 elemii halmazok sem alkothatnak
halmazt.

2 A halmaz miiveletekrol

Ebben az alpontban olyan hozzdrendelésekkel foglalkozunk, amelyek halma-
zokhoz rendelnek egy tovdabbi halmazt, azaz halmaz miveletekkel foglalkozunk.
Egy halmaz miivelettel mar megismerkedtiink az el6z6 pontban, a hatviny hal-
maz képzéssel.

Definidljuk halmazok uniéjat, metszetét és relativ komplementerét.

Definicid.

Az A és B halmazok AU B uniéja halmaz, mégpedig a kévetkezo:
{z:2 € Avagy x € B}.



AN B metszete a {z:x € A és x € B} halmaz, az A — B relativ komple-
mentere pedig a {z : x € A de = ¢ B} halmaz.

Ha az AN B = 0, akkor azt mondjuk, hogy az A és B halmazok kizdréak
(diszjunktak). Ha valamennyi eléfordulé halmaz része valamely H halmaznak,
akkor A-nak a H-ra vonatkozé H — A komplementerét H-val szoktuk jelolni és
egyszeriien komplementernek, vagy univerzdilis komplementernek hivjuk. Nyll-
vin, H = H. Az A — B relativ komplementer igy fejezhetd ki az univerzalis
komplementerrel:

A-B=ANB
A U és N miiveletek indukci6 segitségével dltalanosithaték véges sok kompo-
nensre.

Kimondunk néhény a halmazmiiveletekre vonatkozé elemi tételt.
Tétel (de Morgan szabdlyok)

(i) AUB=ANB
(i) ANB=AUB

Biz.: (ii) A (?7?)-t alkalmazzuk. Tegyiik fel, hogy x € AN B. Ez azt jelenti,
hogy © ¢ AN B, azaz, x ¢ A,vagy = ¢ B, vagy mindlettd. Vagyis x eleme
a jobb oldalnak. forditott tartalmazds: vagyiik észre, hogy az el6z6 lépések
megfordithaték, azaz, ekvivalens dtalakitasok.

(i) Hasonléan igazolhaté, mint (ii).

q.e.d.

Kovetkezmény, hogy az U kifejezhet a N-el és a komplementerrel és forditva.
Ugyanis AUB = AN B, illetve ANB =AU B.

Erdekes tulajdonsdga a halmazoknak a kétféle disztributivitds:

Tétel (disztributivitas)
(i) Au(BNC)=(AUB)N(AUCQ)
(ii) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

Biz.:

(i) Alkalmazzuk a (1) tulajdonsdgot. Tegyiik fel x € AU (B N C). Ekkor
x € Avagy, hax ¢ A, akkor x € BN C. Ha x € A, akkor = benne van a jobb
oldal mindkét komponensében, tehdt benne van a metszetben is, azaz a jobb
oldali halmazban., Ha x ¢ A és x € BN C, akkor ugyanez éllithaté. Forditva,
tegyiik fel, hogy x € (AU B) N (AU C). Szintén megkiilonboztethetjiik a fenti
két esetet: = € A vagy, ha x ¢ A, és x € BN C. Ezutdn mér hivatkozhatunk az
el6z6 gondolatmenet megfordithatésagéra.

A (ii) igazoldsa hasonlé.

q.e.d.



Az unié miiveletnél szdmok 6sszeaddsdra, a metszetnél szdmok szorzadra as-
szocidlva, mig a (ii) tulajdonsdg analég a hasonlé aritmetikai tulajdonsaghoz, az
(i) disztibutivitdsndl ez mar nem igaz, mivel ezt a disztributivitdst az a+ (bxc) =
(a+b)x(a+c) tulajdonsdgra fordithatnénk. Ebbol lathatjuk, hogy a “halmazok
algebrai strukturdja” és a valds szamok algebrai struktirsja lényegesen kiilon-
bozik.

A kovetkez6bdl az deriil ki, hogy a tartalmazas kifejezhet6 egyenléség, valamint
metsze,illetve unié segitségével::

Tétel A kovetkezdk ekvivalensek:

(i)AcB
(ii) AnNB=A
(iii) AUB =B
(ivyBC A

Biz. (i) = (ii) trividlis. (ii) = (i) A = AN B-bdl kovetkezik A C AN B,
ami implikdlja A C B -t.

(i) és (iii) ekvivalencidja hasonléan igazolhato.

(iii)-ra alkalmazva a de Morgan szabdlyt, azt kapjuk, hogy AN B = B.
Azonban (i) és (ii) ekvivalencidja miatt ez ekvivalens B C A -val. Ezzel (iv) és
(i) ekvivalencigjat is igazoltuk

q.e.d.

Az unié és a metszet kommutativ és asszociativ mfiveletek, ez konnyen
beldthaté. A kovetkezd pontban foglalkozni fogunk tovabbi tulajdonsdgaikkal
is . E tulajdonsiagok vizsgilatdra az egyik mdédszer a definicigjuk és az exten-
zionalitds haszndlata.

FELADATOK

1. Igazoljuk a kovetkezot:

(A—B)U(B—A)=(AUB)—(BNA)

M: Két megoldast adunk. Az els6énél hasznédljuk a halmaz miiveletek defini-
ci6it (mint a de Morgan szabdlyok igazoldsdndl), mig a mdsodik megolddsban
visszavezetjiik az dllitdastmadr ismert algebrai tulajdonsdgokra.

A) Tegyiik fel, hogy © € (A— B)U(B— A). Ekkor vagy = € A és x ¢ B, vagy
x ¢ A és x € B. Mindkét esetben azt kapjuk, hogy = eleme a jobb oldalnak,
mivel x ¢ B és ¢ A mindegyike implikilja azt, hogy x ¢ A N B. Forditva, ha
z € (AU B) — (BN A), akkor is tekinthetjiik az elobbi két esetet, mivel mds
lehetség nincsen. Ekkor x € (A — B) U (B — A) nyilvanvalé.

B) Hasznéljuk tobbszor a mar bizonyftott X —Y = X NY azonosségot. Elsé
lépésként elimindljuk a relativ komplementereket komplementerekkel. Ekkor a
kovetkezot kapjuk:

(ANB)U(BNA)=(AUuB)NBNA) (2)

A bal oldalon, haszndlva a disztributivitdst, ezt kapjuk:
(AUB)N(AUA)N(BUB)N(BUA)=(AUB)N(BUA)



ahol kihasznaljuk, hogy AUA = BUB = H.
A jobb oldalon, haszndlva a de Morgan azonossédgot, ezt kapjuk:
(AUB)N (BUA) és igy készen vagyunk.

2. Tegyiik fel, hogy f egy fiiggvény A-bél B-be és C = ﬂCi , ahol

i=1
n n

C,C; C A, akkor f(ﬂC’i) = ﬂf(C,-) nem kovetkezik, csak akkor ha f injektiv.

i=1 i=1
f(lJci) = |J#(Ci) viszont mindig kovetkezik. Itt f(A) jeloli az A halmaz
i=1 i=1

"képét" az f leképezésnél.

Igazoljuk f(ﬂCi) = ﬂf(Ci)—t.

i=1 i=1
Ha z € f(ﬂCi), akkor valamely y € ﬂC’i—re x = f(y).De f(y) € f(C;) ha
i=1 i=1
1<i<n,ezértz = f(y) € mf(C’l) Forditva, ha x € f(mCi), akkor, definici6
i=1

i=1
szerint, léteznek olyan y; € C1,y2 € Co, ...y, € C,, elemek, hogy f(y;) = z. Az
injektivitds miatt azonban y; = ya =, ... = y,, ezért erre az y elemre f(y) =«

és x € f(ﬁCZ)

i=1

Az U és N miiveletek végtelen sok komponensre is dltaldnosithatok.

3. Adjon sziikséges-elégséges feltételt az (A—B)—C = A—(B—C) egyenldség
teljesiilésére.

M: Kiiszoboljiik ki elészor a bal és jobb oldalon is a relativ komplementereket.
Ezt kapjuk:

ANBNC = ANBNC. A jobb oldalt igy alakithatjuk tovdabb: AN(BUC) =
(ANB)U(ANCQO), tehét

ANBNC=(ANB)U(ANCQO) (3)

Ekkor ANBNC D (ANB)U(ANC) -bdl azt kapjuk, hogy C. D ANC. Ez
csak ugy lehetséges, hogy ha AN C = (). Ez tehdt sziikséges feltétele az eredeti
egyenldség teljesiilésének.

Vizsgdljuk meg, hogy vajon elégséges-e ez a feltétel? ANC = (-bdl kovetkezik,
hogy ANC = A, ezért (3) igy alakul: AN B = AN B, vagyis aA N B feltétel
elégéséges is.

Megjegyzés: Sziikséges-elégséges feltételek keresésénél gyakori, hogy egy leheto-
leg “erts” csak sziikséges (vagy elégséges) feltételt keresiink és azutdn meg-
probaljuk igazolni elégségesseégét is (vagy sziikségességét).Segit, ha a szemlélet
alapjan méar van “sejtésiink” a feltételt illetéen.



Definicié. Tegyiik fel, hogy {A;},., halmazoknak egy Osszessége, ahol T

tetszbleges halmaz. Ezen halmazok |J A; unidja halmaz, mégpedig a kovetkezo:
teT
{z : x € A; valamely t € T-re}, [ A metszete pediga {x : x € A; minden ¢ € T-re}
teT
halmaz.

Vegyiik észre, hogy a fenti definicié nem fiigg az indexhalmaz T és a halmaz
rendszer egymadshoz rendelésétdl. A végtelen unié és metszet algebrai tulajdon-
sagai hasonléak a véges uni6 és metszet tulajdonsagaihoz (pl. kommutativitds,
asszociativitds, disztributivitds, stb). De tobb, a végest6l eltérd tulajdonsaggal

oo
is taldlkozunk itt, példdul () (0, %] = (), de barmely véges részmetszet nemiires.
n=1

Az eddigi tanulmanyainkbdl ismert az x és y elemekbdl &ll6 (x, y) rendezett
péar fogalma. Tudjuk, hogy az (z,y) és (z,w) rendezett parok pontosan akkor
egyeznek meg, ha x = 2z és y = w.Felmeriil a kérdés, hogy a rendezett pér
fogalma hogyan illeszthet® be a halmazelméletbe? Vajon (x,y) egy halmaz?

Definicié A rendre z és y elemekbdl &ll6{z, {y}} halmazt “rendezett pér-
nak” tekintjiik. A halmazra az (x,y) roviditett jelolést alkalmazzuk.

Nyilvdnvals, hogy {z, {y}} = {z, {w}} pontosan akkor, ha z = z és y = w.

Megjegyezziik, hogy az axiomatikus halmazelméletben az is axiéma,hogy
bérmely két a és b halmazbdl képezhetd egy olyan halmaz, amelynek pontosan
ezek a halmazok az elemei, azaz képezhetd az {a,b} halmaz (pdraxiéma).

A rendezett par fogalmara épiil a kovetkez6 halmaz miiveletnek a definiciéja:

Definicié. Az A és B halmazok A x B kereszt (vagy Descartes) szorza-
tan értjik a {(z,y):x € A ésy € B} halmazt. Az A = B esetben a kereszt
szorzatot A2-el jeloljiik és négyzetnek is nevezziik.

A kereszt szorzat nyilvan nem kommutativ és asszociativ miivelet. A defini-
ci6 az unié és metszet miiveletekhez hasonléan dltaldnosithaté véges és végtelen
sok tényezore is.

3 Halmazalgebrak, halmazalgebrai azonossagok

Az el6z6 pont elsd feladatdban mér lattuk (B) megoldds), hogy a “halmaz
azonossagok” igazolhatdk gy is, hogy nem megyiink vissza a miiveletek defini-
ci6jdig, hanem visszavezetjitk az azonossdgokat méar bizonyitott azonossdgokra.
Ebben a pontban ezt a mdédszert vizsgdljuk.
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Vegyiik észre, hogy az eddig vizsgdlt “halmaz azonossdgok” bal és jobb
oldaldn is olyan “értelmes” kifejezések dllnak, amelyek "halmaz valtozékbol"
az U,N és a halmaz miiveletek segitségével dllnak el (a relativ komplementer
képzést az univerzélissal helyettesitve), tovabbé az egyenldségek, a halmaz val-
tozok minden lehetséges konkrét helyettesitésére halmazokkal, igazak. Ilyen
egyenléségek példaul a de Morgan azonossigok, vagy a disztributivitdsok. Az
egyenléség két oldaldn &4ll6 kifejezések tehat olyan halmaz rendszereken
értelmezettek, amelyek zartak az U,N és a miiveletekre.

Fontosak azok a halmazrendszerek, amelyek részhalmazai egy bizonyos H
rogzitett halmaznak, tovdbbd, zértak az U,N és a halmaz miiveletekre. E hal-
mazrendszerek egy véltozatat eldszor George Boole definidlta a 19. sz. kozepén.

Definicié Egy H halmaz részhalmazainak olyan 6sszességét, amely zart az
U,N és a H-ra vonatkozé komplementer miiveletekre és tartalmazza magat H-t
is, halmazalgebrédnak nevezziik, H alaphalmazzal.

PELDAK

Hérom egyszerii példa halmazalgebrara egy tetsz6leges H halmaz esetén

a) H osszes részhalmazainak algebrdja (hatvanyhalmaz algebra).

b) a H-bdl és az iires halmazbdl, mint részhalmazokbdl 8116 kételemfi alge-
bra.

¢) a sik egy teriilettel rendelkez H részhalmazédnak, szintén teriilettel ren-
delkez6 részhalmazainak tsszessége.

Halmazalgebrékat elészor George Boole brit logikus, matematikus, filoz6fus
vizsgalt elészor, bar nem potosan a mai formaban. O fedezte fel az elsék kozott
a szoros kapcsolatot a logika és az algebra kozott.

Azon halmazalgebrakat, amelyek az tigynevezett "megszdmldlhaté" unickra
és metszetekre is zartak, o-halmazalgebriknak nevezziik. o-halmazalgebrikat
alkalmazunk gyakran a mértékelméletben és a valdszintiségszamitdsban.

Definicié Halmazalgebrai azonossdg egy olyan egyenldség, amelynek két
oldaldn “halmazalgebrai kifejezések”, azaz a halmaz véltozokbdl az U,N és a
miiveletek segitségével véges 1épésben képezett “kifejezések” &dllnak, tovdbbd,
az egyenldség bdrmely halmazalgebrdn, a halmaz viltozék barmely konkrét
helyettesitéseire halmazokkal, igaz.

A “kifejezés” pontos fogalmat majd a % fejezetben ismertetjiik. A “hal-

maz azonossigokat” ezutdn halmazalgebrai azonossigoknak is nevezziik. Az
azonossagok két oldaldn 116 kifejezésekre pedig azt mondjuk, hogy ekvivalensek.

Térjiink vissza a pont % elején szerepld példdra és médszerre. Nem hasznaljuk
a halmaz miiveletek definiciéit, ezért tulajdonképpen egy "levezetést" keresiink
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mar ismert azonossagokbdl, axiomatikus médon. A kovetkezd fontos probléma
meriil fel:

Probléma:

Megadhatok-e bizonyos halmazalgebrai azonossdgok gy, hogy ezekbdl mdr
barmely halmazalgebrai azonossdg levezethetd, azaz megkaphatd véges lépésben
dgy, hogy benniik (rész) kifejezéseket helyettesitiink veliik mdr bizonyitottan ek-
vivalens kifejezésekkel?

A fenti probléménak pozitiv a megoldésa:

Tétel Létezik véges sok halmazalgebrai azonossdg, melyekbdl az 6sszes hal-
mazalgebrai azonossdg levezethetd. Azonossdgoknak ilyen nevezetes dsszessége
a kovetkezo:

(i)AUB=BUA

ANnB=BnA
(i) AU(BUC)=(AUuB)UC
ANn(BnC)=(AnB)nC
(iii)) AU(BNC)=(AuB)N(AUCQC)
AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC)

(iv) AUB =ANnB

ANB =AUB
(v) (AuUB)NB=8B

(AnNB)UB=B
(vi) AUA = H, ahol H az egység halmaz

ANA=10

A bizonyitast lasd a % fejezetben.

Vegyiik észre, hogy a fenti parok "dudlisak", azaz a pdr egyik tagjabdl a
masik az U és a N miiveletek felcserélésével nyerhetd. A fenti rendszer nem
egyértelmii.

Megjegyezziik, hogy a fenti "axiomatizaciébdl" sziiletett meg a Boole algebra
absztrakt fogalma, mely utébbi az egész matematikdban és a szémitdstudomény-
ban is nagy jelentdséggel bir. Lasd a % fejezetet. A Boole algebdk elméletében
az U,N és miiveleteknek az +,- és — miiveletek felelnek meg.

FELADAT

Igazoljuk, hogy (A—(BNC))U(B-C)=(AUB)—(BNC)

M: Eloszor kiiszoboljiik ki a relativ komplementereket:

(ANBNC)U(BNC)=(AuB)NnBNC

Hasznaljuk a de Morgan tulajdonsdgokat és a disztributivitdsokat. A bal
oldal:

(AN(BUC)uU(BNC)=(AnB)U(ANC)U(BnNC). A jobb oldal:
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(AUB)N(BUC)=(ANB)U(ANC)U(BNC)U (BN B). Az utols6 tag
az iires halmaz.

Latjuk, hogy az eredeti bal és jobb oldalak ugyanazon kifejezéssel ekvi-
valensek.

E pont végén egy kis kitérot tesziink.

ELLENORZO KERDESEK:
Igazak-e a kovetkezo éllitdsok:
1. A halmaz, dolgoknak tetszodleges Osszessége.
2. Halmazban egy dolog akirhanyszor eléfordulhat.
3. Egy halmaz mindig valamely médsik halmaznak a részhalmaza.
4. A hdrom elemii dolgok 6sszessége nem halmaz.
5. Ha egy halmaz valamely eleme halmaz, akkor ez utébbinak az eleme az
els6 halmaznak is eleme.
6. Van olyan halmaz, hogy a hatvdnyhalmaza nem halmaz
7. A {z: () igaz} Osszesség mindig egy halmaz.
8. Az (a,b) rendezett par egy egyelem{i halmaznak tekinthetd.
9. Az {1,2} és az {{1}, 2} halmazok ugyanazok
10. Az (a,b) és az {a,b} fogalmak azonosithatok.
Az () és az {}} nem ugyanazok a halmazok.
Az {0} egy egyelemfi halmaz.

1. Lehetséges, hogy egy H egységhalmazi halmazalgebrdaban valamely A C
H részhalmaz nincs benne.

2. Ha A benne van egy halmazalgebrédban és a B halmazra A N B is benne
van,akkor B is benne van. (teriilet

3. Ha az A halmaz benne van egy halmazalgebridban és B C A akkor B is
benne van (teriilet

4. Ha az A halmaz benne van egy halmazalgebrdban és A C B akkor B is
benne van (teriilet)

5. Halmazalgebrai azonossdg nem tartalmazhat végtelen halmaz miiveletet.

6. AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

7. Akérhény halmaz uniéja is halmaz.

8. Ha AN B =0, Akkor A =), vagy B = 0.

9. HaCNACCNB akkor AC B

5. HoCUA C CUB akkor A C B

10, A—(BUC)=(A-B)u(A4-0C)

A-—(BNC)=(A-B)Nn(A-0C)

Fontos fogalmai a matematikdnak a sziikséges feltétel, elégséges feltétel és
sziikséges-elégséges feltétel fogalmak.

13



B az A-nak sziikséges feltétele, ha B teljesiilése SZUKSEGES A
teljesiiléséhez. Azaz, A = B helyes! Azt is mondjuk, hogy B CSAK
AKKOR TELJESUL, ha A is teljesiil

Példék:

Tegyiik fel, hogy egy lakds kolcson elnyeréséhez bizonyos Osszeg Onrész
sziikséges, azaz, a kolcson csak akkor elnyerhetd (B), ha megvan az onrész (A).
Ekkor az 6nrész megléte sziikséges feltétele a kolcson elnyerésének.Mésképpen
fogalmazva: ha a kolcsont elnyerik, akkor megvolt az onrész, azaz B = A helyes!

Ahhoz, hogy egy szam négyzete 9 legyen (B), sziikséges feltétel, hogy a
szém természetes szdm legyen (A).Azaz, B = A helyes.

B az A-nak ELEGSEGES feltétele, ha B teljesiilésébdl kévetkezik
A teljesiilése. Azaz, B = A helyes! Masképpen: ha B AKKOR A.

Példék:

A lakds kolcson példéansdl maradva, ha B ugyanazt jelenti, mint fent, és A
azt jelenti, hogy a kérelmezd "j6 adss" (beleértve azt is, hogy rendelkezik az
onrésszel), akkor A a B -nek elégséges feltétele, mert egy "j6 addés" mindig elnyeri
a kolcsont. Mdsképpen fogalmazva: Ha A j6 adds, akkor elnyeri a kolcsont, azaz
A = B igaz.

Annak, hogy egy szdm négyzete 9 legyen (B), annak elégséges feltétele, hogy
a szam 3 legyen (A).Tehdt A = B igaz.

Mindig feltehet az a kérdés, hogy egy-egy sziikséges feltétel egyittal elégséges
feltétel-e, vagy forditva, egy-egy elégséges feltétel sziikséges feltétel-e? Ha valame-
lyik kérdésre "igen" a vélasz, akkor azt mondjuk, hogy a feltétel sziikséges és
elégséges.

B az A-nak SZUKSEGES-ELEGSEGES (misképpen sziikséges és
elégséges) feltétele, ha B teljesiilésébdl kovetkezik A teljesiilése és
forditva. Azaz, B = A és A = B is helyes, roviden: B < A helyes. Azt
is mondjuk, hogy B PONTOSAN AKKOR TELJESUL, ha A teljesiil,
vagy hogy, B AKKOR ES CSAK AKKOR TELJESUL, ha A teljesiil,

Belathato, hogy ez a fenti példdk egyikénél sem teljesiil. De, példdul mond-
hatjuk, hogy a kolcson elnyerhetd (B) pontosan akkor, ha valaki teljesiti a kolc-
son elnyerésének Osszes feltételét (A). Vagy, egy szdm négyzete 9 (B) pontosan
akkor, ha a szam abszolit értéke 3 (A)..
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4 Allitas logika

A matematikdhoz elvdlaszthatatlanul hozzé tartozik a formalizdldsa (pél-
dul a jelolések). Ez a matematika torténete sordn tobbé vagy kevésbé, de
tudatosult is. Amikor a matematika "hétkoznapi nyelven", azaz egy "meta
nyelven" ir6dik, ezt "kvdzi formalizdlasnak" tekinthetjiik, mert mogstte ott van
egy formalizdlds, akkor is, ha ez nincs explicit kimondva. Példaul, amikor a
geometridban megfogalmazzuk azt az axiémét, hogy "Barmely két ponton &t
fektethetd egyenes", akkor tudjuk, hogy a “pont” és az “egyenes”, valamint az
"illeszkedik" (azaz, “réfektethetd”) definidlatlan alapfogalmak, tovdbbd, az dl-
litas mogott egy logikai szerkezet dll. "Gyorsirdssal" leirva a kovetkezd: VaVy(PzA
Py — 3z(Ez A Ixz A Tyz)). Utébbi részletezésére a % pontban tériink ki.

A formalizdlds kovetelménye a matematika kiilonbozd teriileteit nem érinti
egyforméan “érzékenyen". Ha példaul szémelmélettel, vagy, diffrencidlegyen-
letekkel foglalkozunk, akkor egy sziikebb formalizmust hasznalunk, amelynek
keretei pontosan érzékelheték. De ha a "matematika alapjaival" foglalkozunk, a
formalizdlds és a formélis logika kulcskérdéssé vélik. Latszolag kis kiilonbségek,
példédul az, hogy egy-egy matematikai éllitds “elsérendii”, vagy “médsodrend{i”
nyelven fogalmazhaté-e meg, jelentés kovetkezményekkel jarnak. Kiilonosen
elétérbe keriilt a formalizalds kérdése a szamitdstudomany fejlédésével, hiszen
a computerekkel formalis nyelveken kommunikdlunk.

A 20. sz. elején lezajlott "matematikai forradalomban" nagy része volt a
formalis nyelv fogalma létrejottének és tudatos alkalmazasanak..A formalis nyelv
fogalma kés6bb, nem utolsésorban a szdmitdstudomény hatdsdra finomodott,
koréje egy egész tudomdanydg épiilt. Ma a szdmitégépek kordban elmondhatjuk,
hogy a formdlis nyelv a 20. sz.matematikdjinak egyik legfontosabb taldlmdnya
és jelentos dttorést hozott.

A matematika tilnyomo részében tugynevezett elsérendii logikdt hasznalunk,
de haszndlunk &llitas logikdt és mdsodrendil logikat is. Az allitds logika "el-
dontheté", mig az elsérendii logika nem. Az elsérendii logika "teljes", mig a
masodrendil nem. Az elsérendii logika megértéséhez fontos, az allitds és a ma-
sodrend{i logika dttekintése is. Az elsbbivel kezdjiik.

“Allitas nyelvrol” (nullad rend{i nyelvrél) beszélhetiink a természetes nyelvnél
akkor, ha bizonyos "elemi &llitdsokat" az “és”, “vagy”, “nem”, “ha, akkor”
kotészavakkal kotiink ossze és ilyen médon kapunk osszetett dllitdsokat. Itt "el-
emi allitdsoknak" tekintjiik azokat az allitdsokat, amelyeket mar nem tekintiink

mads allitdasokbdl vsszetettnek.
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Ilyen osszetett allitds példdul: "Esik az es6, vagy fuj a szél és nem esik az
es6 vagy felszdrad a fii" . Itt az elemi dllitdsok az "esik az esd" (E), a "Fuj a
szel" (F) és a "felszdrad a fii" (S). Gyorsirdssal igy jegyeznénk le a fenti &llitdst:
(EV F)A(=EVS), ahol A,V,— rendre az “és”, “vagy”, “nem” kotOszavakra
utal.

“Magasabb rend{i nyelvrél” beszélhetiink a természetes nyelvnél akkor ha
a mondat tartalmazza a “létezik” vagy/és “minden” fordulatokat, vagy, ezek
szinonimajédt.. Példdul ilyen a ”Minden nének van vélasztottja”. Az ilyen kije-
lentések modellezésére késobb, a % pontban tériink ki.

Meg kell kiilonboztetniink a természetes nyelven megfogalmazott allitasokat,
azok matematikai, formalizalt modelljeitol.

Az allitdsok formalizdldsdra, azaz, matematikai megfogalmazdsara, alapvetéen
két lehet6ség van.

1. Definidlunk egy “formdlis dllitds nyelvet” és ebben modellezziik a hétkéz-
napt dllitasokat

2. A halmazok nyelvét haszndljuk a modellezésre.

Mindkét ut “értelmezése" (szemantikdja) dllitdsok egy tovdabbi modellezéséhez,
egy halmaz modellhez vezet.

Az els6 megkozelitéssel kezdjiik, definidljuk a formdlis dllitas nyelv fogalmét.

4.1 A formalis allitas nyelv

Az abc-t, azaz a nyelv szimbélumainak 6sszességét alkotjdk
(1) az &llités jelek (vagy dllitas konstansok) A, B, C, .. .sorozata
(2) a logikai konstansok: V, A, =
(3) bal és jobb zédréjelek: ( és).

Az abe jeleibdl alkothaté értelmes véges jelsorozatok a formuldk. A formuldk
rekurziv definicidja a kovetkezo:

(i) az 4llitds jelek formulak

(ii) ha ¢ és ¢ formuldk, akkor (¢ V), (o A1), (—p) szintén formuldk

A formuldk az éllitas jelekbdl az (i) és (ii) szabdlyok véges sokszori alka-
Imazdsdval nyert jelsorozatok.

A természetes nyelv "elemi allitdsait", dllitds jelekkel modellezziik (kiilon-
bozéket kiilonbozokkel), a természetes nyelv "Osszetett dllitasait", pedig for-
muldkkal. Az "és" -t a A konjunkcidéval, a "vagy" -ot a V diszjunkciéval, a
"nem"-et a — negédciéval modellezziik. Felhivjuk arra figyelmet, hogy a "vagy"
itt a megengedd és nem a kizdré "vagy".
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A modellezésnél a természetes dllitasok elveszitik jelentésiiket, csupdn
logikai szerkezetiik marad meg és igazsig értékiik (lasd lent)

A formulédk szdmos zdrdjelet tartalmazhatnak. Az egyszeriisités céljara szol-
gélnak a preferencia (vagy elsébbségi) szabdlyok - hasonléan a matematika mds
teriileteihez. A mfiveletek preferencia sorrendje erdsségiik szerint a kovetkezo:
=, A, V.

Példdul az ((AA—(B)VC)AD) zéréjelezést igy egyszeriisithetjitk: (AA-BV
C) A D. Azonban a megmaradt zdrdjelet elhagyva a formula mar lényegesen
megvaltozik.

A zaréjelek elhagydsanak szabdlyai hasonléak az aritmetikai szabdlyokhoz.

Szoktunk formuldkat helyettesiteni veliik igynevezett logikailag ekvivalens
formuldkkal (a definiciét ldsd a kvetkez6 pontban, - a legfontosabbak felsoroldsét
lasd a % pontban). Az ilyenek ekvivalencidjat egyenlére fogadjuk el hasznédlatuk
gyakorlata alapjan. Ilyen trividlisan elvivalens formuldk példdul AAB és BA A,
vagy (AV B)V C és AV (BVC), (azaz, a V ismételt hasznédlatdnal feleslegesek
a zarojelek), stb.

PELDAK

Adjon meg olyan formilis 4llitas nyelvet, amelyben a felsorolt dllitasok mod-
ellezhetok, azaz, formalizdlhatok, és adja is meg a formalizédlast

1. Egy vonésnégyesben hegedii, masodhegedii, brécsa és csell6 jatszik.

a) Eppen csak 1 hangszer jatszik b) egyik hegedii sem jétszik c) legaldbb 1
hangszer jatszik.

M: A nyelv alljon a H, M, B és C &llitds jelekbol, melyek jelentései rendre:
a hegedil, a masodhegedii, a brécsa, a csell6 jatszik.

a) (HA-MA-=BA-C)V(=HAMA-BA-C)V (=HA-MABA-C(V(-=HA
-M AN-BAC)

b) -H AN—-M

Megj: a formula semmit sem &llit arra nézve, hogy a bricsa és a csell6
jatszik-e vagy sem.

c) HV MV BV C (Masik megoldds: =(=H A =M A =B A =C))

2. Dobdkockédval dobunk.

a) parosat dobunk b) 2-nél nagyobbat dobunk c) nem dobunk 6-t.

M: Jelentsenek a nyelvben az 1,2,3,4,5,6 szamok 4llitds jeleket azzal a
szandékolt jelentéssel, hogy hdnyast dobunk.

a)2V4V6Db)3V4aVvEVe (vagy ~(1V2))c) 6

3. a) Dezs6 vagy Péter ott voltak, de Jézsi nem volt ott.

b) Dezst és Péter vagy Jozsi ott voltak.
M:a) (DVP)A-JT
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b) A mondat nem egyértelmi, igy formalizélni sem lehetséges egyértelmiien

(D APV J)nem egy formula. A két lehetséges értelmezés: (D A P)V J és
(DA(PVJ)

4 Két fekete dobdkockdval dobunk.

a) ugyanazt a szamot dobjuk b) 6tos tsszeget dobunk

M: Jelentsenek az {i,7} (1 <1,j < 6) parok &llitds jeleket azzal aszandékolt
jelentéssel, hogy az {i,j} péart dobjuk.

a) {1,1} v {2,2} v {3,3} v{4,4} v {5,5} v {6,6}

b) {1,4} v {2,3}

4.2 Interpretdcio, igazsag értékelés, kapcsolat a halmazal-
gebrakkal

A tudomaény torténetében, filozéfusok, matematikusok, természettuddsok, sokat
gondolkodtak mér az “igazsdg” fogalmérdl. Ezt a bonyolult kérdést a matem-
atikai logika a most tanult allitds logikdban a lehet6 leginkdbb leegyszeriisiti.

Amikor természetes nyelvi tsszetett dllitdsok "igazsdgarsl" beszéliink a logika
megkozelitésben akkor egyrészt feltételezziik, hogy az &llitdsok igazak, vagy
hamisak és azt, hogy harmadik lehet6ség nincs, vagyis feltételezziik a “harmadik
kizardsdnak elvét “, masrészt, feltételezziik, hogy az elemi &dllitdsok igazsdgértékei
meghatdrozzdk a teljes éllitds igazsdgat és csak ezek hatdrozzak meg. Fzt az el-
gondoldst modellezziik a matematikdban.

Egy maéar formalizalt dllitdasndl: feltételezziik, hogy igazsdgat jol definialt
moédon meghatdrozzdk a benne szerepld allitds jelek “igazsdg értékei” és csak
ezek hatarozzdk meg.

Lehetdség van arra, hogy egy hétkoéznapi allitds igazsdgiat mod-
ellezziik a matematikdban (az elemi allitdsok igazsiga modellezésén
keresztiil).

Az elemi allitdsokat modellez6 allitas jelekhez egy f fiiggvény segitségével
ugynevezett igazsdg értékeket rendelhetiink az i illetve a h értékeket (igaz, il-
letve, hamis, mdsképpen 1 vagy |). ¢ illetve h helyett vdlaszthatndnk akdr az 1
illetve 0 értékeket is. f tehat egy leképezés az dllitds szimbdélumok halmazarol
a {i.h} két elemii halmazba. f elnevezése interpretdcid.

f-t alehetd legtermészetesebb mdédon, kiterjesztjiik az éllitds szimbdlumokrdl
az Osszes formuldra, a miivelet igazsdg definicidk (mésképpen igazsig téblaza-
tok) segitségével. Ezek pontosan definidljak azt, hogy a V, A, — logikai miiveletek
komponensei igazsdg értékei hogyan hatarozzdk meg a miivelet eredményének
igazsag értékét. f kiterjesztését igazsdg fiigguénynek nevezziik (4llitds logikdban
az interpretdcio és az igazsag fliggvény elnevezések gyakran szinonimédk).
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Az igazsag definicick a kovetkezok:

¢ V 1 pontosan akkor igaz, ha ¢ igaz, vagy 1 igaz (tehdt legaldbb az egyik
igaz)

© A1 pontosan akkor igaz, ha ¢ igaz és 1 igaz (tehat mindkettd igaz)

- pontosan akkor igaz, ha ¢ hamis.

Téblazattal:

A V igazsag tabldja:
AB 1 |
T T
! T

Az A igazsdg tabldja:

AB T
7 Tl
! o

A nyelv kiterjesztése az — implikdcio dllitas mtwelettel

A nyelv logikai konstansait gyakran kiegészitjiikk az — &llitas miivelettel.
Az jelentése: “ha A, akkor B” és tulajdonképpen A — B a ~AV B formula
roviditése.

A formula definicié igy kiegésziil a kovetkezével: ha ¢ és ¢ formuldk, akkor
(¢ — 1) szintén formula.
Az — igazsdg tabldja:

AB T
T T
! T

Miésképpen: ¢ — 1 pontosan akkor hamis, ha ¢ igaz, és ¢ hamis (az “igaz”
értek, tehat ennek tagaddsa).

Megjegyzések:

Vegyiik észre, hogy a definicié példdul azzal a kévetkezménnyel jar, hogy
ha A hamis és B is hamis, akkor A — B igaz!

Az implikdcié miiveletre vonatkozé els6bbségi szabdly a kovetkezd: az im-
plikdcié gyengébben kot az eddigi miiveleteknél, tehdt a mfiiveletek sorrendje,
az erOsebbek felé haladva: —,V, A, - Két, egymédst koveté implikdcié esetén
pedig a “balrdl jobbra” szabdly érvényes, azaz, a baloldali implikdciét olvassuk
el8szor, vagyis zardjelezéssel: « — 8 — v az o — (f — ) formulat jelenti.
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Az implikdcié segitségével definidlhatjuk az A < B ekvivalencia §llités
miiveletet, mint az A — B A B — A miiveletet.

Rogzitsiink egy £ formalis dllitds nyelvet és legyen H az &llitas jelek sszes
lehetséges f interpretdcidinak halmaza. Legyen T C H rogzitett. Ha a egy
formula, akkor legyen .

el :={f: fla) =T, feT}.

ahol ||a|| — t az « formula dllitds igazsdg halmazdanak nevezziik.

Definicié Az « és 8 formuldk logikailag ekvivalensek, ha ||| = || 5], azaz,
az allitds szimbdlumok minden értékelése esetén (minden interpretdcié esetén),
igazsdgértékiik megeegyezik.

Konnyen ellenérizhetok a kovetkezok:
eV Bl =lafuls]

oA Bl =l 8]

[—all =T — [laf

laV-al =T

(4)

**Tétel (i) Az ||o| halmazok egy 77 halmazalgebrat alkotnak 7-n, ahol a
a nyelv formuldin fut.
(ii) Forditva, minden halmazalgebra, izomorfiatol eltekintve, felfoghaté
valamely £ 4llitds nyelvhez tartozé I} algebranak.

Biz. Az (i) allitds az 4 osszefliggésekbdl kovetkezik, mivel igy a kérdéses
halmazrendszer zért az U, N és komplementer miiveletekre és univerzuma 7.

(ii) Tekintsiink egy halmazalgebrat T egység halmazzal és rogzitsiik egy
{G, : v € T'} generétor rendszerét, azaz tagjainak egy olyan részhalmazat, hogy
azokbdl az unié, metszet és komplementer képzés véges sokszori alkalmazdsa-
val, a halmazalgebra minden elemét megkapjuk (ilyen létezik, hiszen maga, az
egész halmazalgebra tekintheté énmaga generdtor rendszerének). Vezessiink be
a generdtorrendszer minden tagjira egy dllitas szimbolumot. Ez definidlja az £
nyelvet.

Tekinthetnénk T-t az igazsagértékelések halmazénak, ha pedig A egy allitéds-

jel, akkor tekinthetnénk a hozza tartozé halmazt || A|-nak és ||a|-nak pedig az
allitasjelekbdl ad6do megfelel6 tagjat a halmazalgebrdanak . Egyetlen probléma
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az, hogy igy bizonyos igazsigértékelések tobbszor is el6fordulhatnak, ezért T-t
tovabb sziikitjiik:

Legyen h ~ k,ahol h,k € T, ha minden G.,-ra h € G, akkor és csak akkor,
ha k € G,.( ~ nyilvdn “ekvivalencia reldci6”, ldsd a % fejezetet). Vélasszunk ki
minden ekvivalencia osztdlybdl egy reprezentédns elemet, legyen az igy nyert hal-
maz T’. Ekkor a nyert halmazalgebra T’ egységgel mdr egy Ig/ tipusi algebra,
mésrészt az eredeti halmazalgebra nyilvan izomorf vele. Igy a tételt beldttuk.

q.e.d.

A tételt roviden igy foglalhatjuk ossze: Egy dllitds nyelv formuldinak megfelel-
tethetd eqy halmazalgebra, az dllitds igazsdghalmazok algebrdja, és izomorfidtol
eltekintve minden halmazalgebrdt megkapunk ilyen mddon. A hétkéznapi dllita-
sokat, az dllitas formuldkon keresztiil, igazsdg halmazokkal is modellezhetyiik.

Megéllapithatjuk, hogy az éllitds logika fogalménak, ilyen értelemben, megfelel-
tethetd a halmazalgebra fogalma, vagy azt is mondjuk, hogy utébbi az elébbinek
"algebraizacidja".

A fentiekben a halmazalgebrikat "korldtoztunk" a H egység bizonyos T
részhalmazéra, Azt fogjuk erre mondani, hogy a halmazalgebrat relativizdltuk.
Erre a fogalomtra még visszatériink a % pontban.

Foglaljuk 6ssze egy rovid tdblazatban a hétkoznapi fogalmak és az igazsdghal-
mazok kapcsolatat:

Hétkoznapi élet, Természetes nyelv Allitds logikaban

az igazsagokkal kapcsolatos lehetdségek —az igazsdg értékelések T halmaza

allitdsok T-nek az ||« részhalmazai

“6s” ) “vagy”,“nem”, halmaz miiveletek: N, U,

allitdasok Osszessége az ||a||-k halmazalgebrdja T alaphalmazzal

4.3 Allitasok modellezése a halmaz nyelv kdzvetitésével

Az % pont elején mar emlitettiik, hogy a hétkoznapi allitdsok formalizéldsdra két
lehettség van: 1, az allitds logika formalis nyelve segitségével és 2. a halmazok
nyelve segitségével. Ebben az alpontban ez utébbival foglalkozunk és a hozzé
tartoz6 halmaz modellel (szemantikdval).

“Halmaz kifejezésekr6l” mér volt sz6 a % pontban. Ahogyan a hétkdznapi
allitasoknak megfeleltethetjiik egy &llitas nyelv formuldit, tigy megfeleltethetiink
halmaz kifejezéseket is. Az V, A, &llitds miivelet jelek helyett az U,N és
mfivelet jeleket haszndljuk.
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Igy példaul az % pont.beli 1c példaban a “legalabb egy hangszer jétszik”
allitasnyelvi H V M V B V C megolddsnak a H' U M’ U B’ U C' megoldas felel
meg, ahol H', M  B’, C' halmaz valtozok. A 3a) példdban pedig a (DV P)A—J
megolddsnak a (D' U P') N J’ felel meg.

Nyilvdnvalé az dllitds nyelvi- és a halmaz kifejezésekkel torténd modellezések
kozotti analégia. Az igazi kiilonbség a hozzdjuk tartozé halmaz modellek kozott
van. Az allitdsokhoz, mint l4ttuk, allitds igazsdghalmazok tartoznak. Ezt a
megkozelitést a kovetkezdképpen absztrahdlhatjuk:

Definidlunk a modellezendd hétkoznapi dllitasokhoz kapesolddd, kizars (dis-
zjunkt) "elemi lehetoségeket”, amelyek valamelyike biztosan bekovetkezik (ezek
dsszességét tekintjik “alaphalmaznak”, mdsképpen “univerzumnak”) dgy, hogy
a szoban forgs dlllitdsok leirhatdk legyenek ezen elemi lehetéségek valamely hal-
mazdval. Ezen elemi lehetoségek dsszességét tekintjik a kérdéses dllitdsnak
megfeleld konkrét halmaznak.

Ehhez az eljdrdshoz nincs sziikség a formilis dllitas nyelvre, csak a halmazok
nyelvére és a halmaz fogalomra van sziikség.

Vegyiik sorra a % pont példait.

PELDAK

Adja meg az dllitasokhoz elemi lehet6ségeknek egy alkalmas halmazat, melynek
bizonyos részhalmazaival az adott allitdsok lefrhaték

1c). Véalasztdsi lehet8ség példdul az elemi lehetdségekre az, hogy az egyes
hangszerek jétszanak-e vagy sem, ez 2% lehetéség. Ezek az elemi lehetdségek
alkotjak az univerzumot. Az a kijelentés, hogy legaldbb 1 hangszer jatszik,
nyilvan egy 16-1=15 elemi részhalmazzal azonosithato.

2.a) Az elemi lehetOségek Osszessége példdul lehet hat elemii: 1,2,3,4,5 vagy
6-t dobunk a kockdval. A "pdros szdmot dobunk" kijelentés pedig egy hérom
elemfti részhalmazzal azonosithato, a {2, 4, 6}-tal.

3a) .Az elemi lehetdségek lehetnek annak varidcioi, hogy Dezs6, Péter és
Jozsi ott voltak-e, vagy sem. Ez Osszesen 8 eset. A “Dezs6 és Péter ott volt, de
J6zsi nem” éllitdsnak ezek koziil 1 felel meg.

Ne tévessziik 0ssze az “elemi lehetéségeket” az elemi dllitdsokkal. Az elemi
allitdsok a nyelv azon &llitdsai, amelyeket médr nem kivanunk visszavezetni dllitds
miiveletekkel mds &dllitdsokra. Az elemi lehet6ségeknek megfeleld &llitasokat
viszont nem kotelezd szerepeltetni a nyelvben.

Vegyiik észre, hogy az elemi lehetdségek vdlasztasa nem egyértelmt. Példéul
a 2. példandl kételemii alaphalmazt is védlaszthatndnk: péarosat dobunk, vagy
pdratlant dobunk. Ez esetben a paros dobdsnak egyelemii részhalmaz felel meg.
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Ha netan egy masik kockat is feldobunk, akkor valaszthatunk 36 elemii alaphal-
mazt is, tekintetbe véve a mdsik kockan elért eredményt is. Ebben az esetben
a "mi kockdnkkal pdrosat dobunk" kijelentésnek 3-6=18 elemii részhalmaz felel
meg. Vagy a 4. példanal, vdlaszthatunk 36 elemfi alaphalmazt (a dobdsok
sorrendjére is tekintettel vagyunk), vagy 21 elemii alaphalmazt.

Jelen megkozelitésben, a hétkoznapi dllitdsoknak a halmaz kifejezéseken
keresztiil felel meg kozvetleniil egy halmazalgebra, melynek alaphalmazat az el-
emi kimenetelek Gsszessége alkotja, tagjait pedig a halmaz kifejezéseknek, a fenti
médon megfeleltetheté halmazok. Egy-egy w elemi lehetdség esetén egy allitéds
aszerint teljesiil, vagy nem teljesiil (igaz, vagy hamis), hogy a neki megfelels A
részhalmaznak w eleme, vagy nem eleme. Ebben a megkozelitésben tehdt az
“igaz” vagy “hamis” igazsag értékeket az € vagy ¢ fogalmakkal modellezziik. A
"ha A, akkor B” alaku nyelvi- logikai fordulat modellezésére (azaz, az A — B
implikdcid logikai miwelet modellezésére) az A U B halmazmiivelet alkalmas.

Az éllitdsnyelvi igazsdghalmazos megkozelités és a mostani abban térnek el,
hogy a mostani megkeriili az allitas logika formalis nyelvét és az igazsagértékelés
fogalmat, helyette halmaz nyelvet haszndl. Megjegyezziik, hogy a halmaz kife-
jezések helyett ugynevezett "Boole kifejezéseket" is haszndlhatnank, de ez is az
ismertetett halmaz modellhez vezetne (példdul a fenti 3a) (DV P)A—J megoldés-
nak (d + p) - (—j) lenne a Boole megfeleldje, de ezt most nem részletezziik).

Az elemi lehetOségek Osszességét tovabb is sziikithetjiik. Erre sor keriilhet
példdul djabb megszoritdsok (pl axiomak) feltevése miatt, vagy 1j informécié
modellezése miatt, stb. Ez az eredeti halmazalgebrai modellben azt jelenti, hogy
az eredeti H egységhalmaz szerepét H-nak egy rogzitett C' nem iires részhalmaza
veszi at.

Tétel A C — A alaku halmazok, ahol A az eredeti halmazalgebra tagja,
szintén halmazalgebrit alkotnak C' egység halmazzal.

Biz. Igazolhaté a C' — A alaki halmazok zartak az unié, metszet és komple-
menter képzésre, mert

(C-—AUuU(C-B)=C-(ANDB)

(C—A)N(C-B)=C-(AUDB)

C—(C-A)=C-A

Példaul az eld igazoldsa: attérve az univerzdlis komplementerre, igazolandd,
hogy

(CNA)U(CNB)=CnNANB. De a jobb oldalra alkalmazva a deMorgan
azonossdgot: CNAN B = CN(AUB). A disztributivitdst haszndlva fejezhetjiik
be a bizonyitast.

A mdsik két osszefiiggés hasonléan igazolhatd.

q.e.d.

Definicié A fenti halmazalgebrat az eredeti H halmazalgebra C-re vett rel-
ativizdltjanak (masképpen: nyomdanak) nevezziik.
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Megjegyezziik, hogy a wvaldszintiségszdmitdsban dllitasok modellezésére a je-
len pontbeli megkozelitést haszndljak. Az "alaphalmaz" elnevezése &dltaldban
"eseménytér" (vagy "biztos esemény”), jelolése 1, a részhalmazok elnevezései
pedig az "események", jeloléseik A, B, C, stb. Amikor a valésziniiségszamitdsban
“feltételes eseménytérrdl” beszéliink, akkor az eredeti eseménytér (halmazalge-
bra) egy relativizdldsrol van szo.

A fent felsorolt példdk lehetnének valészintiségszamités feladatok is. Csupén
a terminoldgia kiilonbozik. Igy példaul 2.-ben az {1,2,3,4,5,6} halmaz a “biz-
tos esemény” (az 2 halmaz), példdul {4} egy “elemi esemény” és {2,4,6} egy
“esemény”. Ha példdul tudomdsunkra jut, hogy a kocka cinkelt és példdul
hatos dobds nem fordulhat el6, akkor az eseményteret relativizaljuk a C =
{1,2,3,4,5} halmagzra.

Most is készitsiink a hétkoznapi fogalmak és fent vézolt “kozvetlen” halmaz
modelljiik kapcsolatardl egy tablazatot:

Hétkoznapi élet, Természetes nyelv  Halmazok elméletében

lehetséges esetek egy rogzitett alkalmas halmaz (H)
allitdsok H bizonyos részhalmazai

“6s”, “vagy”,“nem”, halmaz miiveletek: N, U,

allitasok Osszessége egy halmazalgebra H alaphalmazzal

4.4 A (logikai) kovetkezmény fogalméardl

A matematikdban sokszor hasznédlunk logikat "meta szinten". Ennek megvan a
preciz héttere a matematikai logikdban, de ezt sokszor nem tessziik explicitté,
ha félreértés nem lehetséges. Példdul alapvetd a matematikdban az A = B
"kdvetkeztetés". Ezen azt értjiik, hogy ha A igaz, akkor B is igaz - egy helyes
kovetkeztetés. E mogott a matematikai logikdban a "logikai kovetkezmény fo-
galom" preciz fogalma &ll. Vagy, gyakran hasznéljuk a "sziikséges feltétel”,
"elégséges feltétel”, "sziikséges és elégséges feltétel” fogalmakat, ugyanezen kife-
jezéseket a matematikai logikdban is haszndljuk a kovetkezmény fogalommal
kapcsolatban. Haszndljuk a harmadik kizdrdsdnak elvét is, amely alapelv a
szokdsos matematikai logikdban is.

Tobb érv szol amellett, hogy ne elégedjiink meg azzal, hogy a matematikdban
csak "meta szinten" haszndljuk a logikdt. Az egyik érv az, hogy a matem-
atikdban nem csak helyenként hasznédlunk logikdt, hanem a logika az egész
matematikdt dthatja, soét, kis tilzdssal azt is szoktdk mondani, hogy a matem-
atika a “logika tudomdnya”. A 20. szdzad elején kideriilt (a “matematika
forradalma”), hogy a matematika mibenlétének megértéséhez elengedhetetlen
a matematikai logika alapszint{i ismerete. A matematikai logika hatdsdra a
matematika szamos 1j teriilettel gazdagodott. Ilyenek teriiletek példdul a mod-
ellelmélet, a nem-standard analizis, vagy az algebrai logika. Napjainkban a
matematikdnak is elengedhetetlen kelléke a szamitégépes gondolkodés. Az elméleti
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szamitastudomédny és a matematikai logika a 20. szdzad méasodik felétdl vis-
zont lényegesen sszefonédtak olyannyira, hogy azt tartjik, hogy a matematikai
logika a szamitdstudomdny nyelve.

Mindez indokolja, hogy megismerkedjiink a matematikai logika elemeivel.

4.5 A (logikai) kévetkezmény fogalom definiciéjarsl

A logika taldn két legfontosabb alapfogalma az igazsdg fogalom és a "logikai
kovetkezmény" (roviden "kovetkezmény") fogalom. Az igazsdg fogalomrsl mar
volt sz6.

A természetes nyelv hasznalatdndl egy allitds akkor logikai kovetkezménye
mds dllitdsoknak (premisszdknak), ha eltekintve az a széban forgé dllitasok je-
lentésétdl, vagy a premisszak igazsagatol, a széban forgé dllitasok (logikai) sz-
erkezetét tekintve, az dllitds “kovetkezik” a premisszakbol.

PELDAK
1. Premisszék: Ha egy allat tud repiilni, akkor az &llat egy maddr. A
katicabogdr allat és tud repiilni. Konklizié: a katicabogédr egy madar.

Erezziik, hogy a kovetkeztetés helyes. Formalizalva az allitasokat: T —
M és K — T bdl kovetkezik K — M. A formalizdldsbdl is sejtjiik, hogy a
kovetkeztetés helyes, holott a konklizié hamis.

2. Premisszék: Ha a halak tudnak 1iszni, akkor a wvidra is tud szni. A vidra
tud dszni. Konklizié: A halak tudnak tszni.

Azt érezziik, hogy a kovetkeztetés helytelen. Formalizdlva az &llitdsokat:
H — V és V—bdl kovetkezik H.
A kovetkeztetés helytelen, de a konklizié helyes.

Tegyiik fel, hogy @1, 2, ... @, és ¢ egy formilis dllitds nyelvnek formuléi.

Definicié. pa 1, o, ... p, formuliknak logikai kvetkezménye, ha barmely
olyan f igazsdgértékelés, amely a 1, @a, . .. ¢, formuldkhoz rendre i értéket ren-
del, a ¢ formuldhoz is i-t rendel.

A logikai kovetkezmény fennalldsdt igy jeloljik: {¢1,p2,...¢on} E ¢, ha
pedig nem &ll fenn, azt igy: {¢1,p2,...on} ¥ .

A definicié értelmében, ha egyédltaldn nincs olyan f igazsdg értékelés, amely a
©1, P2, - . - pn, formuldkhoz rendre i értéket rendel, {1, @2, ... pn} E ¢..-t akkor
is helyesnek tekintjiik. A definici6 alkalmazhaté a végtelen sok premissza esetére
is.
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Ha ¢ az iires halmaznak logikai kovetkezménye, azaz ¢ bérmely igazsig
értékelés esetén igaz, akkor azt mondjuk, hogy ¢ azonosan igaz, vagy azt, hogy
p egy tautoldgia és igy jeloljik: = .

A kovetkezd egyszeril dllitast gyakran hasznaljuk a kovetkezmény vizsgalat-
nél.

Koévetkezmény. {¢1,p2,...on} E ¢ akkor és csak akkor a

{¢1, 92, - - - ©n, 7} formula halmaz nem kielégithetd (azaz, kielégithetetlen)
valamely f interpretdciéra, azaz van olyan f interpretdcid, hogy erre valamennyi
formula igazsag értéke 7.

Biz.:

A két 4llitds tagaddsardl gondoljuk meg, hogy ekvivalensek. {¢1,p2,...on}F
o azt jelenti, hogy van olyan f igazsdg értékelés, amelyre @1, o, ..., vala-
mennyien igazak, de ¢ hamis. Viszont {@1,¢2,...on, @} kielégithetdsége
ponto{y1, @2, ... vn, "} kielégithetésan ugyanezt jelenti.

q.e.d.

A fenti kovetkezmény negalt alakja:
{¢1,02,...on} B © akkor és csak akkor ha a {p1,pa,...pn, ~¢} formula
halmaz kielégitheto.

Levonva a tanulsdgot a jelen pont % elején szerepld példékbol, a logikai
kovetkezmény fogalom alkalmazasdrdl a kovetkezot allithatjuk:

A helyes logikai k6vetkezmény arra alkalmas, hogy igaz premis-
szdkbdl igaz konkliziét nyerjiink. Egyéb esetekben a logikai kévetkezmény
alkalmazdsa értelmetlen.

Az igazsag értékelés definiciéjara gondolva, nyilvanvalé a kovetkezo:
A logikai kovetkezmény helyessége véges lépésben eldonthetd.

Ez egy kivételes tulajdonsdga az allitas logikdnak, példdul osszevetve az el-
sorendii logikdaval, de ugyanakkor az &llitdslogika gyengeségét is mutatja.

Azonban nem mindegy, hogy hogy formuldk kielégithetsége (vagy kovetkezmény
helyessége) hany lépésben d6l, azaz mennyire hatékony algoritmussal rendelkeziink
a probléma eldontésére. Az allitdasformulak kielégithetségének probléméja az
igynevezett SAT probléma és verzidi, amelynek kiterjedt irodalma létezik az
algoritmus elméletben (lasd %).
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Vigyazat! Ne tévessziik Ossze a |= kovetkezmény reldciét az —
implikdcié mivelettel.

a = B-re két eset van: fenndll, vagy nem &ll fenn. Mig = egy reldcid, o —
egy miwelet (két formuldhoz egy harmadikat rendel, hasonléan példaul az AV B
-hez). |= és — kozott természetesen szoros a kapcsolat, ezt a logika Dedukcié
tétele fogalmazza meg:

Tétel (dedukceio tétel)

(i) « | B akkor és csak akkor, ha = o — 8

(ii) {o1, @2, ... an} = B akkor és csak akkor, ha =a1 A A... Aoy, — «

Biz: (ii) nyilvdn &altaldnositdsa (i)-nek. (ii) esetén viszont a kér allitds
tagaddsa ekvivalens. Ugyanis {aq,@g,...a,} | 0 helytelensége azt jelenti,
hogy valamely igazsdg értékelésre {aq, @, ... a,} valamennyi formuldja igaz, de
B hamis. = a1 Aas A... A a, — « helytelensége azt jelenti, hogy valamely
értékelésre ay Aas A. .. Ao, — « hamis, azaz erre az értékelésre oy Aas A. .. Aay,
igaz, de o hamis.

q.e.d.

Szerepelt mar, hogy az — miivelet kifejezhetd a vV és a = miiveletek segit-
ségével, pontosabban,
a — (3 “logikailag ekvivalens” a —a V 3 formuldval

Beszélhetiink nevezetes kdvetkeztetési sémdkrél. Ilyen példdul a rezolicids
kévetkeztetés:

{LVa,-LVB}EaVp

ahol L egy tetszOleges allitas jel, vagy a rezoliicié specidlis esete a modus
ponens

{a,a—=BrES

A fentiek igazoldsat az olvaséra bizzuk.

Formulak logikai ekvivalencidja megfogalmazhaté a kévetkezmény fogalom,
illetve a tautoldgia fogalom segitségével:

« és [ logikailag ekvivalensek, ha o = és « |= 8 fennsll egyidejiileg. Ezzel
ekvivalens az, hogy az a « ( formula egy tautolégia, azaz, = a < f.

Léteznek trividlisan logikailag ekvivalens formuldk, ilyenek példdul a ¢ V 9

és a Y V ¢ péar, vagy a @ és = p par. A kovetkezd tételben tartalmazott
ekvivalencidk kevésbé nyilvanvaléak:

27



Tétel A kovetkezd formula parok logikailag ekvivalensek:
) eA@Vy)és (@A) V(pAT)

eV (A7) es (pVYP)A(p V)

(i) ~(p A Y) &s = V =)

(e V) és mp A

(ili) ~(p = ¥) és p A0

o= es VY

(iv) ¢ = ¢ és ¢ — —p

A fentieket a definicié alapjan igazolhatjuk.

PELDA

Igazolja azt, hogy ¢ V (¢ A7) és (¢ V) A ( ¢ V) formuldk logikailag
ekvivalensek.

Megmutatjuk, hogy a két formula pontosan egyszerre hamis

oV (¢ A+y) akkor hamis, ha ¢ és (1 A+y) is hamis. Utébbi akkor teljesiil, ha
1 és v legaldbb egyike hamis.

(o V) A (@ V) akkor hamis, ha (¢ V 9) vagy ( ¢ V ) legaldbb egyike
hamis. Ha példdul (¢ V ¢) hamis, akkor ¢ és v is hamis. Hasonlé a ( ¢ V v)
esete. Tehdt a feltétel:p hamis és 1 és v legaldbb egyike hamis.

Fontos kérdés a matematikdban a fiiggetlenség kérdése.
Definicié. Akkor mondjuk, hogy egy ¢ formula fiiggetlen a 1, @a,...pn

formuldktol, ha {¢1, pa,...on} ¥ ¢ s {p1,pa,...on}E —p egyidejiileg, vagyis
sem @ sem a tagaddsa —¢ nem logikai kovetkezmény.

Tétel A ¢ formula fiiggetlen a @1, pa, . . . ¢, formuldktol, ha {1, o, ... ¢n, ¢}
és {@1,92, ... on, ¢} is kielégithetd.

A fenti kovetkezmény értelmében a fiiggetlenség vizsgdlata gy torténik,
hogy kerestink {1, ¢2,...¢n, ~p}-t &s {1, 2, ... pn, ~(mp)}, azaz
{©1, 92, - - ©n, p}-t is kielegitd f igazsdg értékelést. Ezt az eljardst a figgetlen-
ségre vonatkozé modell mdédszernek hivjuk™*****

Definicié Egy ¥ = {p1,¢2,... ¢, } axiéma rendszer ellentmonddstalan, ha
nincs olyan « formula, hogy ¥ | a és ¥ | —a.

Igaz a kovetkezo tétel:

Tétel X = {¢1, p2, ... pn} ellentmondéstalan akkor és csak akkor, ha 3 -nak
van modellje.

Biz.: A negéltak ekvivalencigjat igazoljuk. X ellentmondésos pontosan akkor,
ha valamely « formuldra ¥ = a és ¥ = —a. % tétel értelmében ekvivalens az-
zal, hogy valamely a formuldra ¥ U {—-a} és ¥ U {a} sem kielégithets. Ha ¥
kielégithet6 lenne, akkor viszont az utébbi formulédk egyike is kielégithetd lenne,
ez ellentmondds. Tehat X kielégithetetlen.

q.e.d.
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4.6 A logikai kovetkezmény fogalom vizsgalatardl

A logikai kévetkezmény helyességét a definicié alapjan vizsgdljuk, mégpedig gy,
hogy ellenpélddt keresiink (azaz modellt keresiink a cdfolatra). Ha taldlunk el-
lenpéldat, akkor igazoltuk a kovetkezmény helytelenségét, ha pedig keresésiink
bizonyttottan sikertelen, akkor a kovetkezmény helyes.

PELDAK:

Vizsgdlja meg, hogy az %-beli kovetkeztetések helyesek-e?

1. A formalizdlds utan a kérdés, hogy a {T - M , K - T} E K - M
kovetkeztetés helyes-e?

Indirekt, tegyiik fel, hogy, hogy K — M hamis, de T — M és K — T igaz.
Ekkor K igaz és M hamis. Mivel K — T igaz, ezért T is igaz. Viszont T' — M
igaz, ez ellentmondas.

2. A kérdeés: helyes-e a {H — V,V} = H kovetkeztetés?

Nem, ellenpélda: H legyen hamis és V' igaz.

FELADATOK

Helyesek-e az aldbbi kivetkeztetések?

1. "Ha Pali sovdny, akkor Karcsi nem fekete haji és Ricsi nem magas. Ha
Ricsi magas, akkor Andris zold szemt. Ha Andris zold szemi és Karcsi fekete
haju, akkor Pali sovany. Tehat Karcsi fekete haji."

Nyelv: P, K,R, A

M: Elészor formalizaljuk a kovetkeztetést:

{P—-KAR,-R— A/ AN-K — P} E-K

Ellenpélda keresése: Tegyiik fel, hogy —~K =|, azaz K =7 és az Osszes tobbi
premissza igaz.

Ekkor AN —-K — P igaz. P — K A R igaz, ha példdul R igaz. Ekkor
- R — A is igaz. Tehat a kovetkezmény nem helyes.

2. Vegyiik hozz4 a premisszakhoz azt, hogy "Karcsi fekete haji". Kovetkezik-
e ezutdn, hogy "Ricsi nem magas"

M: Ellenpélda keresése

A premisszdkhoz jon az, hogy: =K, és az 4j konklizié az, hogy R

Tegyiik fel, hogy R =|és az 6sszes tobbi premissza igaz.

(a) Mivel -R — A =7, ezért A =1

(b) =K =1, ezért K =]

(c) P— KAR=],ezért P=|

(d) az eddigiekbdl kivetkezik, hogy AN —-K — P =|

Ezért ellenpélda nem létezik, a kovetkeztetés helyes.

3. Az 1. feladatndl, fiiggetlen-e a premisszdaktdl az az allitds, hogy "Karcsi
fekete haju"
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M: Azt mar igazoltuk, hogy —K nem kovetkezik a premisszékbdl. Most a
kérdés az, hogy

{P—-KAR,-R— A, AN-K — P} = K helyes-e?

Tegyiik fel, hogy K =] és az 6sszes tobbi premissza igaz.

a) P— K A R=7 miatt P =]

b) Ekkor AA =K — P =1 miatt A =]

¢) R.-t T-nak védlasztva, -R — A =1

Talaltunk ellenpéldét a kovetkezmény helytelenségére, ezért K sem kovetkezik
a premisszakbdl, igy a fiiggetlenség fenndll.

Lattuk, hogy az 4llitas logikdnak, bizonyos értelemben, megfeleltethet6 a hal-
mazalgebra fogalom. Felvetéodik a kérdés, hogy mi felel meg halmazalgebrdkban
a logikai kovetkezmény fogalmdnak?

Ha tekintjiik a {1, ¢2,...pn} E ¢ kovetkezményt, akkor tudjuk, hogy az
egyes formuldknak megfeleltethetd egy-egy halmaz, a lehetséges igazsig értékelések
Osszességének bizonyos részhalmazai, jeloljiik ezen részhalmazokat rendre I, Io, ... I,
és I -el. Sziikséges és elégséges, hogy kozottik a

Lhnkn...nIl,cIl (*
reldcié fennélljon, mivel a logikai kovetkezmény definiciéja szerint, valahdnyszor
egy igazsdg értékelés kielégiti valamennyi formuldt {¢1, 2, ... ¢} -ben, akkor
p -t is kielégiti.

(*) tehdt egy specislis halmazalgebran teljesiil. A kovetkezd tétel ezt &l-
taldnositja és ekvivalens feltételt ad a kovetkezmény fogalom teljesiilésére:

Tegyiik fel, hogy @1, p2,...¢vn, ¢ az éllitds logika formuldi. Rendeljiik &l-
taldban a ¢; formuldhoz a halmazalgebrék nyelvének azon F; formuldjat, amely
p;-b0l gy jon létre, hogy az &llitds jeleket halmaz véltozdkkal, a a V, A és —
miiveleteket pedig rendre az U, N és miiveletekkel helyettesitjiik.

Tétel

{¢1,02,...n} = @ teljesiil akkor és csak akkor, ha az

FFNnkn...NnEF, CF (**)

tartalmazds bdarmely halmazalgebrédn teljesiil a szereplé halmaz véltozék
bérmely helyettesitésére konkrét halmazokkal.

Biz.:

Az allitds < irdnya . Ez kovetkezik a (*) tartalmazédsbol.

Tekintsiik azt a halmazalgebrat, amelyik az
igazsdgértékelések halmazdn, vagy egy részhalmazén, a nyelv formuldinak felel
meg (lasd fent). Amennyiben ezen teljesiil a (**) feltétel, abbdl, a kovetkezmény
fogalom definicidja szerint addédik hogy a kovetkezmény teljestil.
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Az allitas = irdnya. **Tétel (ii) b6l % tudjuk, hogy barmely halmazalgebra
tekinthetd izomorfia erejéig tigy, mint valamely formadlis nyelv formuléi igazsdg
értékeléseinek halmazalgebrédja. A széban forgé kovetkezmény ezen a nyelven is
megfogalmazhato,ezért helyessége esetén (**) teljestil.

q.e.d.
A tétel 1ujabb fontos mddszert ad a kovetkezmény fogalom vizsgdlatdra.

A halmazalgebrékrol tanultak értelmében azt is tudjuk, hogy (*) kifejezhet
azonossdg forméjaban, példdul igy

(FENFN...NF, )UF =F

Ha az &llitds logikai formuldaban el6fordul az — miivelet, akkor azt az A — B-
t helyettesité AU B atalakitdssal kezeljiik.

PELDA

Vizsgaljuk a fenti 2. példdt a halmazalgebrds mdédszerrel:
{P—-KAR,-R— A/ AN-K —- P-K}ER
Leforditva halmazalgebrai tartalmazésra:

(PUKNR)N(RUA)N((ANK )UP)N(K) C R, egyszertisitve:
(PUKNR)N(RUAN((AUK)UP)N(K) CR,

Ha z elemea bal oldalnak, akkor két eset van: = € A, vagy = ¢ A.

Ha x ¢ A,akkor x € RU A miatt készen vagyunk.

De, x € A nem lehetséges, mert, ha x € A, akkor z € K és v € (AUK)U P

miatt © € P. De x € PU (K N R) ellentmondés.

Megjegyezziik, hogy ahogyan a halmaz azonossdagok végesen axiomatizdlhatdk
(lasd %), igy a tautoldgidk dsszessége is “végesen axiomatizdlhatok” az dllitds
logikaban. Ezeket az axiomdkat logikai axiomdknak hivjuk.

Az el6z6 és a mostani pont néhdny megéllapitdsat osszefoglalva egy tabldza-
tot készitiink allitdslogikai fogalmak éa halmazalgebrai fogalmak kapcsolatdrdl.
Ez az algebrai logika egyik kapcsolat rendszere:

Allgtdslogika Halmazalgebrdk

aVB,aNpfB,a— B és na éllitds miiveletek AU B, AN B, AU B és A halmazmfiveletek
"igaz", és "hamis" H egység halmaz és () iires halmaz
allitasok H egység halmaz bizonyos részhalmazai

a E B (logikai kovetkezmény) ACB

a és (B logikailag ekvivalensek A=B

formuldk sszessége halmazalgebra H alap halmazzal
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A tabldzat altaldnosithaté majd elsérendii logikara is.

ELLENORZO KERDESEK:

FORMALIZALAS

1. Adjon olyan hétkoznapi allitdsokat, hogy valamennyi formalizaldsa ez
legyen

(AV B)A (—CV B)

2. Formalizélja azt, hogy az A, B és C koziil pontosan 1 teljesiil.

3. Mi az A — B logikai miiveletnek megfelel halmazmiivelet?

4.Hérom dobdkockdval dobunk.Valassza meg az elemi kimenetelek halmazat,
ha

a) a kockdk kiilonboz6 szinfiek

b) harom fekete kockdrdl van sz

¢) hdrom fekete kockdrdl van sz6 és csak a dobdsok paritdsa érdekel benniin-
ket

5. Formalizdlja a "kizdr6 vagy" mfiveletet.

6. Adja meg a kovetkezd igazsdg értékeket:

a) |—]=7

b) |—1=?

7. Szerepelnek-e az §llitas nyelvben az | és 1 igazsdg értékek?

8. Megbrzi-e a formalizdldsndl egy dllitds az “igazsdgat”?

9. Adjon példét olyan helyes kovetkeztetésre, ahol a konklizié hamis

10. Adjon példét olyan helytelen kovetkeztetésre, ahol a konkhizié igaz

11. Milyen, halmazokra vonatkozo reldcié felel meg az A |= B reldciénak?

12. Lehetséges-e, hogy A és B igaz, de az A = B kovetkezmény helytelen.

13. A modus ponens miért egy specislis rezoliciés kovetkeztetés?

14. Hogyan vezetjiik vissza a logikai kovetkezmény helyességének vizsgédlatit,
kielégithet6ség vizsgalatra?

15. Logikailag ekvivalensek-e a kovetkezd formula pérok?

a)aza— fésaf— «

b)aza— (8 —7)ésa(a— ) —y

¢) & — (BA7) & (a — B) Ao — )

16. Mit értiink azon, hogy egy « formula fiiggetlen a ¥ formula halmaztdl?

17. Fiiggetlen-e az o formula az {a A 8, V 8} formula halmaztél?

18. Kovetkezik-e

a) a |= 8 helyessége abbdl, hogy o — 3 igaz valamely értékelésre?

b) abbdl, hogy a@ — 8 azonosan igaz, o |= ( helyessége?

19.Milyen éllitaslogikai fogalom felel meg a halmazalgebra fogalomnak?

20. Forditsa le a halmazok nyelvére:

a) A— B

b) AEB
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5 Relacidék (igazsdghalmazok), fiiggvények, struk-
tiurak
5.1 Relaciokrdl, fiiggvényekrdl - dltaldban

A matematikdban az “igazsdg értekek” (“igaz”, illetve “hamis”) egyik hangsu-
lyos megjelenése a relicié fogalomnal torténik. Nagyon gyakori relacié fajta
a kétvaltozds, azaz bindris reldcié. A bindris reldcidk elméletének léteznek al-
gebrai, logikai és halmaz vonatkozdsai. A “reldcié algebrak” fontos algebrai
struktirdk, de ezekkel itt nem foglalkozunk részletesen (ldsd %). A reldcick
elmélete logikai szempontbdl mér az elsérendii logikdhoz kapcsolddik, a relacick
pedig az elsérendii logika épitokovei. Elsérendii logikdval a kovetkezo fejezetben
foglalkozunk. Jelen pontban a reldcié fogalom halmaz vonatkozdsait vazoljuk.

Bindris reldcidk. A bindris relaciok "lényegében" olyan "igazsag fiiggvények"
amelyek rendezett parokhoz, kozvetve, az "igaz" vagy a "hamis" értékeket ren-
delik. Példgul a N természetes szdmokon értelmezett < reldcié barmely (m,n)
természetes szdm pédrhoz, kozvetve, vagy az igaz, vagy a hamis értéket rendeli
attol fiiggben, hogy teljesiil-e az m < n, vagy nem. Vagy, a P(IN)-n értelmezett
C tartalmazds reldcid, kozvetve, az (A, B) parokhoz rendel igaz, vagy hamis
értékeket attdl fiiggben, hogy A C B teljesiil-e, vagy sem, ahol A C N és
B C N.

A bindris reldcidkat is szeretnénk halmazoknak tekinteni. A megadasuk ezért
lgy torténik, hogy megadjuk azon rendezett parokat, amelyekre a reldcié “igaz”.
A tobbi rendezett paron a reldcié “hamis”.

Definicié Egy az A halmazon értelmezett bindris (azaz, kétvdltozds) P rela-
cion az A elemeibdl képezett rendezett parok egy Gsszességét, azaz, az A2 hal-
maz egy rogzitett részhalmazdt értjitk. Azt is mondjuk, hogy P egy (bindris)
1gazsdghalmaz.

A reldciék megaddsanal tulajdonképpen az igaz és hamis értékeket
kédoljuk az € illetve ¢ fogalmakkal. Ha egy rendezett par, eleme az
igazsdg halmaznak, akkor a reldaciét ott igaznak tekintjiik, ellenkezo
esetben pedig hamisnak tekintjiik.

Az “igaz” és “hamis”helyett gyakran haszndljuk szinonim kifejezéseket is,
példaul, fennall, nem &ll fenn, helyes, nem helyes, teljesiil, nem teljesiil, stb.
Vegyiik észre, hogy a bindris reldcié értelmezési tartomdnya (A), definici6 sz-
erint, egy halmaz! Ha kivételt tesziink ez aldl, és példdul megengedjiik, hogy A
osztély legyen, akkor dltaldnositott reldciorél beszéliink és ezt kiilon emlitjiik.

PELDAK
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1. Tekintsiik a < reldciét a valés szdmok R “struktirdjén”. Ennek megaddsa

{(a,b) : a kisebb b-nél, a € R,b € R}.

halmaz. Jelolhetjitk példaul <7-el, hangsiilyozva azt, hogy a reldci6 R-en
értelmezett. Tehat <® C R x R. Példdul a 2 < 3 igazsdgat az kédolja, hogy
(2,3) € <®, vagy 3 < 2 hamissdgat az kédolja, hogy. (3,2) ¢ <™ Réhelyezhetiink
egy reldciot egy koordindta rendszerre is, pl. az (z,y) eseténa <™ -n ek megfelel
a siknak, az x = y egyenes feletti része.

2. Tekintsiik a C reldciét az A = P(N) halmazon, azaz a természetes
szamok részhalmazainak Gsszességén. Ekkor

cA= {(U,V) : U részhalmaza V-nek, U C N,V C N}.

Példaul az, hogy a pédros szémok P halmaza nem része a hdrommal oszthaté
szamok H halmazédnak, ez azt jelenti, hogy (Pa, Ha) ¢

c4.

Tovabbi példdk bindris relacidkras:

- A természetes szamok halmazan értelmezett mod k kongruencia reldcio
(rogzitett k osztéra nézve azonos a maradék),

- egy adott “faban” értelmezett szdrmazék relacio,

- a tér egyenesein értelmezett pdrhuzamossdg reldcid, stb.

Hangsilyozzuk, hogy a reldciék megaddsa nem koordindta fiiggd, de belehe-
lyezhetjiik egy koordindta rendszerbe.

Példdul a fenti 1. példara gondolva és az (z,y,z) koordindta térre, a <
relaciot elhelyezhetjik az (z,y) vagy az (x, z), vagy a (z,y) térbe, stb.

A jelolésekrol. Bindris reldcicknél harom féle jelolést szoktunk alkalmazni: a
prefiz, az infix és a poszifir jeloléseket. A prefix jelolésnél a reldcio jelét az argu-
mentumok elé frjuk, pl < 23, infix jelslés esetén az argumentumok kozé irjuk, pl.
2 < 3, a postfix jelolésnél pedig az argumentumok utén irjuk, pl 23 < . Ezekre
a jelolés médokra még visszatériink a % fejezetben. A jeloléseket illetéen még
a szokdsos infix jelolésen beliil is gyakori a pongyolasdg. Torekedjiink legaldbb
arra, hogy a kontextusbdl egyértelmii legyen a jelolés.

Egyvdltozds fiigguények.Ahogyan az A-n értelmezett reldcick A%-nek P részhal-
mazai, az A-n értelmezett fiiggvények az elébbiek koziil a "grafikonok", azaz A2
olyan P részhalmazai, ahol minden a € A -hoz egy és csak egy b € A tartozik,
amelyre az (a,b) rendezett par eleme P-nek.

Definicié Egyviltozos fligguény az A halmazon, egy olyan specidlis P bindris
reldci6 A-n, hogy minden a € A esetén egy és csak egy b € A elem létezik,
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amelyre {a,b) € P. Az ilyen tulajdonsdgu reldcickat grafikonoknak nevezziik,
azt mondjuk, hogy a fiiggvény grafikonja.

A fiiggvények értelmezési tartomdnyérdl (A) is feltételezziik, hogy halmaz, a
kivételeket majd kiilon emlitjiik.

PELDA

Legyen A a [—1,1] zért valés intervallum és P = {(z,y) :2* +y? =1},
tehdt az egységkor vonal. P nem grafikon (tehdt nem tartozik hozza fiiggvény),
mivel egy-egy x értékhez a reldciénak két eleme is tartozhat.

Fiiggvények jelolése esetén is haszndlhatjuk a prefix, infix, posztfix jelolés
modokat. Igy példdul az infix x + y, vagy = -y jelolések helyett hasznalhatjuk a
prefix +zy, -xy jeloléseket is.

Az A halmaz a fiiggvény értelmezési tartomdnya, az {f(a) : a € A} halmaz
pedig a fiiggvény értékkészlete. Akkor mondjuk, hogy egy f fiiggvény injek-
tiv (vagy, egyrétii), ha minden a # b esetén fa # fb. Egy A-bol B-be képezd
fiiggvény sziirjektiv, ha B minden eleme fellép képként. Egy A-bdl B-be képezd
fiiggvény bijektiv, ha injektiv és sziirjektiv, azaz ha kolcsonosen egyértelmii kapc-
solatot létesit A és B kozott.

n vdltozds reldacick (n > 1). Egyvéltozds relacickkal mdr taldlkoztunk a
% pontban. Harom viltozés reldcié példdul R3-nak a kovetkezd részhalmaza
{{a,b,c) : a <bésa<c}. Vagy, egy rogzitett grifon értelmezett azon reldcio,
hogy hdrom csicshoz van-e olyan kor, amelyen rajta fekszenek, stb.

Az n véltozés reldcié definiciéja hasonlé a bindris relaciéhoz:

Definicié. Egy az A halmazon értelmezett n (n > 1) vdltozos P reldcion az
A™ halmaz egy rogzitett részhalmazat értjiik, azaz A-bdl vett rendezett n-sek
egy halmazit.

Az n (n > 1) viltozoés fiiggvények definiciéja is hasonlé az egyvaltozds
fiigvényekéhez.

Definicié n viltozés figgvény [n > 1) az A halmazon, egy olyan specidlis
n + 1 véltozds P relacié A-n, hogy minden (aj,as,...a,) € A™ esetén egy és
csak egy a1 € A elem létezik, amelyre (a1, ag, . .. an, ant1) € P. A szébanforgéd
tulajdonsdgu P relaciét grafikonnak nevezziik és azt mondjuk, hogy a fiiggvény
grafikonja.

Megjegyezziik, hogy az n viltozds reldciénak létezik olyan dltaldnositésa,
amely egy A1z Asz ... A, halmaz részhalmazanak tekinthetd, ahol Ay, Ao, ... A,
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tetszbleges, rogzitett halmazok. Hasonléan, n valtozés fiiggvények is lehetnek
értelmezettek valamely A;zAs. A, halmazon és képezhetnek valamely A, hal-
mazba. Ezeket az dltaldnositdsokat most nem részletezziik.

A matematikdbdl tehdt, a fiiggvény fogalma kikiiszobolhetd lenne, lehetne
csupén relacidkrdl beszélni. Bar léteznek a matematikdnak teriiletei, ahol ez
torténik (példdul a modellelmélet), de dltaldban egyszerre hasznédlunk reldciokat
és fiiggvényeket.

Ez azonban dltaldban nem természetes, jelentésége inkibb elvi.

Ezutédn a bindris reldciok két fontos tipusat ismertetjiik.

5.2 Ekvivalencia relacié

Definicié Egy A-n értelmezett P bindris reldcié
reflexiv < ha minden a € A-ra (a,a) € P
irreflexiv < ha minden a € A-ra (a,a) ¢ P
szimmetrikus < valahdnyszor (a,b) € P (a,b € A), akkor (b,a) € P
aszimmetrikus < valahdnyszor (a,b) € P és a # b (a,b € A), akkor
(b;a) & P

tranzitiv <valahdnyszor (a,b) € P és (b,c) € P (a,b,c € A), akkor
(a,c) € P.

Megjegyzés: Vigydzzunk, a fenti elnevezések kissé megtévesztéek. A legtobb
reldcié se nem reflexiv, se nem irreflexiv. Hasonléan, szdmos reldcié se nem
szimmetrikus és nem is aszimmetrikus. Médsképpen:

Ha egy reldcié nem reflexiv, abbél nem kévetkezik, hogy irreflexiv és ha egy
reldcié nem szimmetrikus, abbdl nem kévetkezik az, hogy aszimmetrikus.

PELDAK

1. Tekintsiik az egész szamokon a kovetkezé P relaciét: Pmn fenndll, ha
nxm pozitiv, ahol n és m tetszoleges egész szdmok.

Ez a reldcié nem reflexiv (mert n vagy m lehet nulla is) és nem is irreflexiv.

2. Legyen P a 3x3 -as valés métrixok 0sszességén egy olyan reldcié, hogy
rogzitett C matrix mellett, PAB akkor 4ll fenn (ahol A és B 3x3-as métrixok),
ha A- B = C, ahol C.rogzitett és minden eleme egyes Altaldban ez a reldcié
sem nem szimmetrikus, nem is aszimmetrikus.

Definicié. Az A halmazon értelmezett reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv
reldcickat ekvivalencia reldcidknak nevezziik.

Ha A nem halmaz, hanem osztdly, akkor a rajta értelmezett reflexiv, szim-
metrikus és tranzitiv reldciot dltaldnositott ekvivalencia reldcionak nevezziik.

36



PELDAK ekvivalencia reldcikra:

1. A természetes szamokon értelmezett = /mod k kongruencia reldcié (ahol
k rogzitett természetes szam), azaz n = m/mod k, ha n és m k-ra nézve azonos
maradékot ad.

2. A valds szamokon értelmezett azon reldcid, amely akkor all fenn, ha a két
valés szam tdvolsaga (kiilonbsége) raciondlis szam.

3. A tér egyenesein értelmezett parhuzamossdg relacio.

Definicié. Az A halmaz részhalmazainak egy {A;},.; rendszere A-nak egy
particidja (felosztésa), ha (JA; = Aés A;NA; =0 hai#j.
iel

Tétel Az A-n értelmezett ekvivalencia reldcick és A lehetséges particiéi
kozott kolesonosen egyértelmii a kapcsolat.

Biz.: Tegyiik fel elészor, hogy ~ egy ekvivalencia reldcié az A halmazon.
Minden a € A-hoz tekintsiik a kovetkezd B, = {b: a ~ b teljesiil} halmazt. Azt
allitjuk, hogy ha a ~ ¢, akkor B, = B., ha pedig a « ¢, akkor B, N B, = {.
Ha a ~ ¢, akkor B, C B., azaz {b:a ~ b teljesiil} C {b:c~ b teljesiil} a
~ tranzitivitdsa és szimmetridja miatt. Hasonléan, B. C B, is kovetkezik,
azaz B, = B, valéban. Ha a ~ ¢ és B, N B. nemiires halmaz lenne, azaz
létezne valamely d € B, N B,, akkor szintén a szimmetria és a tranzitivitds miatt
ellentmondédshoz jutnank a ~ ¢ -vel. A reflexivitds miatt a B,halmazok valéban
lefedik A-t, tovabba, a fenti tulajdonsdgok miatt, definidlnak egy particiét.

Forditva, tegyiik fel, hogy adott A-nak egy particidja. Definidljunk egy ~
bindris relaciét A-n a kovetkezdképpen::

a ~ b pontosan akkor, ha a és b egyazon osztdlyban vannak.

Nyilvdnvalé, hogy a reldcié reflexiv és szimmetrikus. Ha pedig nem lenne
tranzitiv,akkor a particié tagjainak diszjunktsdgdval jutndnk ellentmondédsra.
Ezért ~ valéban egy ekvivalencia reldcié.

q.e.d.

Az ekvivalencia reldaciék egyik fontos alkalmazasa, hogy segit-
ségiikkel 4j fogalmakat vezethetiink be tigy, mint az adott ekvivalencia
relacié altal definidlt particié tagjait

PELDAK

1. Tekintsiik a természetes széamok N halmazdn a = / mod 3 kongruencia
relaciét. Ez az ekvivalencia relédcié egy hdrom elemii particiét létesit N-n. Ezen
particié tagjait tekintjitkk a mod 3 maradék osztdlyoknak. Tehét az ekvivalencia
reldcié segitségével tj fogalmat vezettiink be.

2. Tekintsiik a tér egyeneseinek halmazdt. Két egyenes akkor legyen reld-
ciéban, ha parhuzamosak. Ez az ekvivalencia reldcié particiét definial a térbeli
egyenesek halmazan. Ezen particiét tagjait tekintsiik a térben irdnyoknak.
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3. Tekintsiik a véges halmazok dsszességét. Beldthats, hogy ez nem halmaz,
hanem osztédly. Két halmazt akkor tekintsiink ekvivalensnek, ha kozotttiik kole-
sonosen egyértelmit megfeleltetés létesithetd.Ez a relécié reflexiv, szimmetrikus
és tranzitiv, tehédt ekvivalencia reldcié jellegii, igy particiét definidl a véges hal-
mazok osztalyan. Ezen particié tagjait tekinthetjiik az dgynevezett "véges szd-
mossdgoknak” (véges elemszamoknak).

Most osztalyokra alkalmaztuk az el6zéleg halmazokra alkalmazott gondo-
latmenetet. Egy osztdlyokra értelmezett, "dltaldnositott ekvivalencia reldciét"
alkalmaztunk. Beldthatd, hogy, bizonyos értelemben, ez az eljards is jogos, ezt
itt nem bizonyitjuk.

Megjegyezziik, hogy végtelen halmazok "szdmossdga" majd hasonléan lesz
bevezetheto.

5.3 Rendezési relacio

5.3.1 Linedris rendezések

Definicié Egy A-n értelmezett P bindris relacié

trichotém (vagy linedris)< minden a,b € A -ra, vagy, (a,b) € P vagy,
(b,a) € P vagy, a =b.

Definicié Az A halmazon értelmezett irreflexiv és tranzitiv reldciékat ren-
dezési relacicknak nevezziik. Ha egy rendezés trichotém, akkor linedris (vagy
teljes) rendezésnek nevezziik. A nem feltétlentil linedris rendezést részben ren-
dezésnek is hivjuk.

PELDAK

1. Linedris rendezés a természetes szamokon értelmezett szokdsos < relécio,
jelolése: w (az <Thelyett). A linedris rendezés altalanos fogalma tekinthetd
ezen rendezés absztrakcidjanak.

A kovetkez ismert szamstruktirak rendezései linedris rendezések (a vesszok
utan jeloléseik)

az els6 n természetes szdm rendezése, n

negativ egészek rendezése, w*

egész szamok rendezése, 3

raciondlis szdmok rendezése, 1

valds szémok rendezése, A

2. Legyen H tetszbleges halmaz. Ekkor a & szigoru tartalmazds egy részben
rendezés a P(H) hatvany halmazon.
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3. A rendezett valds szampéarokon a kovetkezd P reldcio linedris rendezés :
(x,y) P (u,v) fennall,

ha z < u (y és v -t8l fiiggetleniil), vagy,

ha z = u, akkor y < v esetén

(ahol < a valds szdmok szokdsos rendezését jelsli).

4. A szokdsos < reldcié nem rendezés a természetes szamokon, mert nem
irreflexiv.

Léteznek a linedris rendezéseknek még tovabbi nevezetes tulajdonsdgai. Egy
linedris rendezés végpont nélkiili, ha nincs sem legnagyobb, sem legkisebb elem.
Ilyenek példaul a sfirfi, vagy diszkrét tulajdonsdg. Egy linedris rendezés stirt,
ha barmely két elem kozott taldlhaté egy harmadik. Ilyen rendezés példaul a
racionédlis, vagy a valds szdmok rendezése. Bizonyos értelemben ellenpontjai a
stirli rendezéseknek a diszkrét rendezések:

Egy végpont nélkiili linedris rendezés diszkrét, ha barmely elemnek van
"rakovetkezdje" és "megel6zdje". Példaul a "van réakovetkezdje" itt azt jelenti,
hogy van egy olyan nédla nagyobb elem, hogy kozte és az eredeti elem kozott mér

nincs elem. Ilyen végpont nélkiili, diszkrét rendezés az egész szdamok rendezése.
Fontos fogalom a matematikiaban a jolrendezés fogalma:

Definicié. Egy linedrisan rendezett H halmaz jolrendezett, ha H bérmely
nem-iires részhalmazénak van legkisebb eleme.

Alappélda jolrendezett halmazra a természetes szamok halmaza. De. példdul
a raciondlis szdmok, vagy a negativ egész szdmok rendezése nem jélrendezés.

Definicié Két rendezés (A, <) és (B, <) izomorf, ha létezik A és B kozott
olyan f kolcsonosen egyértelmii leképezés, amely megorzi a < reldciét, azaz, ha
a1 < ag, (a1,a9 € A) akkor f(a1) < f(asz).

Két rendezés izomorfidja azt jelenti, hogy a két rendezés lényegében "azonosithato".
Kovetkezésképpen, a < reldciéval kifejezhetd barmely tulajdonsdguk megegyezik,
Ezért azt, hogy két rendezés nem izomorf, azt gyakorlatilag gy bizonyitjuk,
hogy keresiink ilyen 6ket megkiilonbozteté "tulajdonsdgot". Viszont azt, hogy
két rendezés izomorf, a definicié alapjan szoktuk bizonyitani.

FELADATOK.

1. Izomorfak-e a természetes szamok és a paros szamok rendezése?

M: Igen, mert az f(k) = 2k bijekcié megérzi a rendezést.
2. Izomorfak-e a természetes szamok és a raciondlis szamok rendezése?
M: Nem. Ugyan létezik bijekci6 a természetes szdmok és a raciondlis szamok

kozott, de a raciondlis szdmok rendezése siiril, mig a természetes szdmok ren-
dezése nem..
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3. Izomorf-e a pozitiv és a negativ egész szdmok rendezése?

M:

Nem lehetnek izomorfak, hiszen az els6ben létezik legkisebb elem, mig a
méasodikban nem.

5.3.2 Részben rendezések

Definicio. Egy P relécié antiszimmetrikus A-n, ha Pab és Pba egyiittes fenndl-
lasabol a = b kovetkezik, minden a,b € A-ra.

Taldlkozunk a rendezési reldciénak olyan definicigjdval is, hogy a rendezés a
természetes szdmokon értelmezett < -nek legyen az altaldnositdsa.

Definicié. < -rendezés.Ha a rendezés definiciéjandl az irreflexivitas helyett
a reflexivitdst koveteljiikk meg és tranzitivitdson kiviil az antiszimmetridt, akkor
< -rendezésrodl beszéliink. Tehét egy P bindris reldcié < -rendezés, ha reflexiv,
antiszimmetrikus és tranzitiv. < -rendezés esetén is beszélhetiink linedris (azaz,
komplett) rendezésrol.

Ha rendezésrol beszéliink, akkor amennyiben ez a rendezés <-rendezés, akkor
ezt kiilon emlityiik.

Definicié Egy < -rendezés részben rendezés, ha nem linedris (nem tri-
chotém).
A <-rendezés fogalmdt dltaldban részben rendezéseknél haszndljdk.

Definicié. Egy < -rendezett H halmaz nem-iires A részhalmazanak a b €
H elem fels6 korldtja, ha minden a € A-ra a < b. b az A-nak legnagyobb
eleme (maximélis eleme), ha fels§ korldt és b € A. b az A halmaz legkisebb
fels6 korldtja (supremuma), ha b felsé korlat, valamint a felsé korlatok kiiziil a
legkisebb. Jel'olése:/\A, illetve A = {a1,a2,...a,} esetén a; Aag A...Aay,. Az
als6 korldt, minimum, legnagyobb alsé korlat (infimum) fogalmak definicidja és
jelolése (\/A) hasonlé.

Definicié Ha egy < -rendezési reldcié olyan, hogy barmely két x és y elemnek
van x Ay legkisebb felsé és x V y legnagyobb alsé korlédtja, akkor a < -rendezést
hélénak nevezziik. Disztributiv a h&lé, ha A disztributiv az V -ra nézve és
forditva. Egy hdlé komplementumos, ha van a héléban legnagyobb elem, jelslje
1’ és van legkisebb elem, jelslje 0', tovabbd barmely x elemre van olyan z* elem,
hogy xVz*=1ésaxAa* =0.

PELDAK disztributiv komplementumos halékra
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1. Barmely halmazalgebra tagjai, ahol a legkisebb fels korlat és a legnagy-
obb alsé korldt miiveletek rendre az U unié és a N metszet, a komplementum
pedig az egységre vonatkoztatott halmaz komplementer.

2. Rogzitsiink egy K négyzetmentes természetes szamot (négyzetmentes egy
szdm, ha nincs négyzetszam osztéja). Legyen a hdlé alaphalmaza a K oszt6ibol
4ll6 H halmaz. Ha a,b € H, akkor aVb legyen a és b legkisebb k6zos tobbszorose,
aNblegyen a és b legnagyobb k6zos osztéja, a* legyen a % szam, 1’ legyen K és

0’ legyen 1.Igazolhaté, hogy igy disztributiv, komplementumos .h&l6t kaptunk.

FELADATOK

Vizsgdlja a kovetkezd reldcidkat a reflexivitds, szimmetria, tranzitivitas,
linearitds szempontjaibol

1. Legyen P a valds szdmokon értelmezett reldcié,amelyre Pst igaz < s -t
raciondlis szdm

M: nem reflexiv és nem irreflexiv, szimmetrikus, nem tranzitiv (pl. s = /e,
t= %, u = +/e), nem linedris

2. Legyen P a térvektorok halmazdn értelmezve, amelyre Pab igaz < a z
b=20

M: nem reflexiv, nem irreflexiv, nem szimmetrikus, tranzitiv, nem linedris.

5.3.3 Miveletek rendezésekkel

Rendezések osszeaddsaval és szorzdsdval 1j rendezéseket tudunk konstruélni.

Definicié. Linedris rendezések (rendezett halmazok ) tsszege, szorzata.

Tegyiik fel, hogy (A, <) és (B, <) linedris rendezések.

(i) Tegyiik fel, hogy AN B = (. A rendezések (AU B, <') 6sszegén értjiik
azt a rendezést, amely A-n és B-n megegyezik a kiindulé rendezésekkel, tovabbd
a<'bhaae€ Aésbe B.Ha ANB # (), akkor A és B -t diszjunkttd tessziik
(azaz, tekintiink nekik kolcsonosen egyértelmilen megfeleltethetd halmazokat,
amelyek mar diszjunktak) és igy alkalmazzuk az eléz6 definiciét. Az igy kapott
rendezés izomorfidtol eltekintve egyértelmii.

(ii) A rendezések (A x B, <') szorzatan értjiik azt a rendezést, amelyre

(a,b) <’ {¢,d), ha a < c (fiiggetlenil b és ¢ -t8l) és

(a,b) <’ {a,d), ha b < d.

(lexikografikus rendezés).
Rendezések szorzatdnak szemléltetése. A rendezést A x B -n tekintjiik, vagy
ugy is elképzelhetjiik, hogy a B rendezést “megsokszorozzuk” gy, hogy indexez-

ziik A elemeivel és a megsokszorozott példdnyokat A rendezése szerint tekintjiik.
Masképpen: B példdnyait “beszirjuk” A elemei helyébe A rendezésénél.
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Rendezések dsszegének szemléltetése. A rendezett A és B példdnyait egymads
utdn fiizziik.- és az eredményt egyetlen sorozatnak tekintjiik.

FELADATOK:
1. Tekintsiik a valds szamok szokdsos A rendezését.
A+A=?

M: Elészor a valés szdmok R halmazdt “diszjunkttd tessziikk” onmagdtol
példdul gy, hogy tekintjiik egy R’ madsolatat (indexezett példényat). Igy az
Osszeg alaphalmaza RU R’ lesz. Az 6sszeg rendezésben R és R’ sajat rendezése
valtozatlan és R minden eleme kisebb R'barmely eleménél.

2. A-A=?

ldsd a fenti 2. 77?7 példat.

3. Izomorfak-e a kovetkezd rendezések?

Jwtw éswtw
M: a) nem, hiszen 5 diszkrét rendezés, mig 5 + 8 nem.
b) Nem, X - w diszkrét rendezés, mig w - A nem.
¢) Nem, w + w* -nak van legnagyobb eleme, mig w + w-nak nincs.
4. Stird, vagy diszkrét rendezések-e g - n illetve n - 7
M: - n stirli rendezés, 1 - 8 pedig diszkrét.
5. Mutassa meg, hogy g + 5 = (- 2! Igaz-e, hogy /-2 =237
M: Koénnyti létni, hogy 6+ 3 és 5 - 2 izomorfak. 2 - 8 -ban viszont van két
elem, melyek kozott végtelen sok elem fordul eld.

5.3.4 Rendtipusok, rendszamok

Konnyen lathat6, hogy rendezések izomorfidja egy altalanositott ekvivalencia
reldcié a rendezések Osszességén (osztdlydn).

Definicié Rendtipusokon értjiik a rendezések izomorfidja, mint altaldnosi-
tott ekvivalencia reldcié édltal az 6sszes rendezések osztdlydn értelmezett parti-
ci6 tagjait. Ha « és [ rendtipusok, akkor o < B fenndll pontosan akkor,
ha a reprezentdnsa bedgyazhaté S reprezentdsaba injektiv és rendezés tarté
leképezéssel. N

A rendtipusok fontos szerepet jatszanak a halmazelmélet felépitésénél.

Definicié. A jolrendezett halmazok rendtipusait rendszamoknak hivjuk.
Egy rendszém nagyobb egy madsikndl, ha kozottiik, mint rendtipusok kozott
hasonlé relédcié all fenn.
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Beldthato, hogy a rendszamok osztdlyt alkotnak és maguk is linedrisan ren-
dezettek, sot jolrendezettek. Rendszdamok Osszeaddsa, szorzdsa a rendezések
hasonlé miiveleteinek segitségével definidlhatok, ezt nem részletezziik

Nevezetes rendszamok reprezentansai példdul n vagy w. A megfelel$ rend-
szamokat, ha nem all fenn félreértés, egyszeriien n-nel, vagy, w-val jeloljiik.

Definicié Egy « rendszdam réakovetkezd rendszam, ha létezik olyan § rend-
szdam, hogy a = [ + 1. Ellenkez6 esetben a rendszémot limesz rendszéamnak
nevezziik.

Rékovetkezd rendszdmok a véges rendszémok, limesz rendszam pedig példdul

A természetes szamok fogalmdanak dltaldnositdasa végtelen halmazokra.

A természetes szamok fogalmat kétféleképpen dltalanosithatjuk végtelen hal-
mazokra. Az egyik dltaldnositds a rendszdmok, a mdsik a "szdmossdgok", az
elsé a masodik fogalom finomitdsanak is tekinthetd. A szamossdg fogalommal
a % pontban foglalkozunk. A legtsbb vonatkozdsban azonban a természetes
szamok dltaldnosftdsnak a rendszamokat tekintjiik. Példdul a teljes indukcié
altaldnosithato rendszdmokra, ez az dgynevezett transzfinit indukcio.

PELDA

Ha a természetes szdmokon "tdl" kivanunk szdamlalni rendszdmokkal ez igy
alakulw,w+lL,w+2,w+3,.. wtw,wt+w+1,...
ahol az + rendezések (rendszamok) tsszeaddsat jeloli, n jeloli az n természetes
szamhoz tartozé véges rendszamot, w pedig a természetes szamok halmazéhoz
tartozé rendszamot.

A teljes indukcié elve is dltaldanosithaté rendszdmokra, ez az dgynevezett
transzfinit indukcid - ezt itt nem részletezziik.

Tegyiik fel, hogy ®(«) egy a rendszdmokon értelmezett tulajdonsag.
Tétel (transzfinit indukcid) A kovetkez6 formula igaz:
[@(0) AVa(VB(B < a — ®(B)) — (a))] — Vad(a)

Szavakban:Ha a ® tulajdonsig O-ra igaz, tovabbd, minden olyan rendszdmra
igaz, amelyeknél a néla kisebb 6sszes rendszdmokra igaz, akkor ® valamennyi
rendszamra igaz.

Biz.: Indirekt, tegyiik fel, hogy ® hamis valamely a rendszéamra, A rend-
szamok jolrendezettek, igy létezik olyan legkisebb v rendszam, amelyre ® hamis.
Kovetkezésképpen ® minden y-nél kisebb rendszdmra igaz. A feltételbdl kovetkezden,
ekkor ez 6roklédik a vy rendszdmra is, azaz ®(y) hamis. Ez ellentmondas.

q.e.d.
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5.4 A kivalasztasi axioma ekvivalensei

A kovetkezo tétel néhdny jelen pontban szerepld fogalom kozétt éllit kapcsolatot:

Tétel. A kovetkez6 allitdsok ekvivalensek:

(i) (jolrendezési tulajdonsdg) Barmely halmazhoz létezik olyan rendezési
reldcig, amelyik a halmazt jélrendezi

(ii) (Zorn lemma) Tegyiik fel, hogy egy részbenrendezett halmaz olyan, hogy
bdrmely nemiires részhalmazanak van fels6 korldtja. Ekkor a részbenrendezett
halmazban létezik maximaélis elem.

(iii) (kivélasztdsi axiéma) Nemiires halmazok barmely { A, : v € I'} halmazahoz
létezik kivdlasztdsi fiiggvény, azaz egy olyan f fliggvény, amelynek értelmezési
tartomdnya I' és fy € A, minden v € I -ra.

A fenti tulajdonsagok arrél nevezetesek, hogy nem igazolhatéak a halmazelmélet
klasszikus axiém&ibol. A matematikdban viszont gyakran sziikség van rajuk, a
(iii) tulajdonsagot axiémaként szoktdk tekinteni. Azonban fel szoktdk tiintetni,
ha egy tétel axiomatikus igazoldsdhoz hasznaljak a fenti tulajdonsdgok valame-
lyikét. Tébb mds ekvivalensét is ismerjiik még a fentieknek. A % fejezetben
majd még két tovabbi, halmazok "szdmossdgdval" kapcsolatos ekvivalensét is
ismertetjiik: a szdmossdg aritmetika alaptételét és szdmossdgok linearitdsdnak
tulajdonsagat.

FELADATOK:

1. Igazolja, hogy a természetes szdmok halmaza jélrendezett

2. Szemléltesse a kovetkez6 rendezéseket:

W tw,(1+8)+ 1,1+ (B+1),8-n,m-8

4. Melyek végpont nélkiili diszkrét linedris rendezések az aldbbiak koziil?
wtwiwowf-2,2-8,6+8,1+6,0+tw,w+B,8+nA+0
5. Melyek végpont nélkiili siiri rendezések az aldbbiak koziil?
5'77777'57(77')‘)'0‘)

6. Izomorfak-e a kovetkezd rendezések?

a) w—+w és w

b)n+mnésn

c) A+ Aés A

5.5 Strukturak

A matematika tdrgya tulajdonképpena "struktirak" vizsgalata. A cél az, hogy
megismerjiik a struktirdn az igazsdgokat, “feltérképezziik” a strukturdkat.

Definicié Az
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A= (AP, Py, Ps,...5 f1.fo.f3...)

egyiittes (sorozat) egy (elsbrendil) struktira, ha A egy rogzitett halmaz, a
struktura alaphalmaza, Py, Py, P3,... A-n értelmezett relaciok egy sorozata,
f1-fo.f3 ... pedig A-n értelmezett fiiggvények egy sorozata.

Struktira tehdt egy halmaz és rajta értelmezett bizonyos kitintetett relacick
és fiigguények dsszessége.

A reldciok és fliggvények akarhdany (n > 0) véltozdsak lehetnek. A reldcick
kozott megengedettek a 0 valtozos dllitds konstansok, a fiiggvények kozott pedig
megengedettek a 0 véltozds fiiggvények, azaz a konstansok. A struktirdban
szerepl6 relaciokat alkalmanként, "elemi relacioknak" is nevezziik. Amennyiben
a struktira nem tartalmaz reldciét, akkor algebrdnak is hivjuk, ha pedig nem
tartalmaz fiiggvényt,akkor modelinek is hivjuk.

A matematikdban egy fontos cél a struktirsk leirdsa, vagy legaldbb a “struk-
turdn érvényes igazsagok" leirdsa (1dsd a % pontot).

Péld4ul a rendezések fontos struktirdk.

PELDAK

1. A természetes szamok N halmazdnak szokdsos struktirdja
N:<N, </, _’_/7 ./, SI,OI>

ahol S egy 1 véltozos reldcio, a "rdkovetkezés" relacié (S'n =n+ 1)
2. A valés szémok R halmazdnak szokdsos struktirdja

R = <R7 </7 +/7 '/a _/7 0/7 1/> :

3. Az egész szémok Z halmazédnak additiv csoportja

Z — <Z, +/, _I’ 0/>

4. A pozitiv raciondlis szamok Q1 halmazanak multiplikativ csoportja

<Q+, _/7—1/ ; 1/>

5. Egy rogzitett H halmaz hatvdnyhalmazédnak Boole algebréja
H=(P(H),JU. ",  H V)

6. A természetes szdmok rendezett struktirdja, illetve a raciondlis szamok
rendezett struktirdja:
(N, <) illetve (@, <').

7. Egy rogzitett graf

(G.E')

ahol G jeloli a graf csucsaibdl dll6 halmazt, E’ pedig egy 2 valtozds reldcio,
az "Osszekotve lenni".

Ahhoz, hogy strukturdkat vizsgdljunk, sziikség van bizonyos tulajdonsagaik
megfogalmazdsdra. Ez - az elsérendii strukturdk esetén - egy elsdrendt formdlis
nyelven torténik, a struktira nyelvén (lasd a kovetkezd pontot).
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ELLENORZO KERDESEK:

1. Tekintsiik a C tartalmazés reldciét P(w)-n.
Mi {2,5,7} C {3,5,9} értéke, igaz, hamis vagy - “nincs értelmezve”?

2. Adjon példat egy haromvaltozos relacioral

3. Adjon példat olyan reldciéra, amelyik nem fiiggvény.

4. Hogyan definidljuk a maradékosztdly fogalmét ekvivalencia reldcié segit-
ségével?

5. Lehetséges-e, hogy egy rendezés se nem szimmetrikus, se nem aszim-
metrikus?

6. Adjon példat reldciora, amely nem reflexiv és nem irreflexiv.

7. Mi a kiilonbség rendezés és < -rendezés kozott?

8. Adjon meg egy rendezést rendezett parokon.

9. Izomorfak-e a kovetkezok:

wésw+w

wésw-w

10. Teljes rendezés-e egy halmaz hatvdny halmazdnak a természetes ren-
dezése?

11. Adjon példdkat rendezésekre, amelyek nem jélrendezések.

12. Adja meg a mod5 maradékosztdlyoknak egy lehetséges struktirsjat

13. Adja meg a valés polinémok additiv csoportjanak struktirsjat!

14. Adja meg a komplex szamok szokdsos struktirdjdt.

15. Adjon példét egy H halmazon olyan struktirdra,amelyhez minden egyvél-
tozés reldcié H-n hozzatartozik.
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6 Elsorendi logika

6.1 Formalis elsorendii nyelv

A % pontban targyaltuk az dllitds nyelvet (nulladik nyelvet), mint formélis nyel-
vet. Ennek dltaldnositdsa és jelent6s finomitdsa az elsérendii formélis nyelv. Az
elsbrendi nyelv az (elsérendfl) struktirak nyelve, azaz alkalmas arra, hogy segit-
ségével strukturdkrol beszéljiink. A formalizéldsrol a % pont elején elmondottak
az elsérendii formalizaldsra is érvényesek. A matematika nagy részében, ezdltal
példéul a természettudomanyokban is, elsésorban elsérendii nyelvet haszndlunk.
Elmondhatjuk, hogy az elsérendii nyelv a matematika nyelve, ezért alkalmazdsa
a fizikai valésdgban is rendkiviil széleskorii. Ismertetjiik az elsérendii formaélis
nyelv fogalmdt és az erre épiil6 igazsig fogalmat.

A nyelv abc-je

Az individuum véltozok sorozata: y1,ys2,ys, . - -

A reléci6 jelek sorozata: RY*', R3*, R3?,...ahol n; termeészetes szdm, vagy 0

A fuggvény jelek (konstansok) sorozata: gi*,g52, g5° .. .ahol n; természetes
szdm, vagy 0 /

Az §llitas jelek: V, A, —, <>, =

Kvantorok: 3,V

Bal és jobb zardjelek: (,) és vesszd:,

A reldcis- és fiiggvény jeleknél a felsd indexek arra utalnak, hogy hény
valtozos az illetd reldcis-, vagy fiiggvény jel. Az &llitds jeleket (allitds szim-
boélumokat) 0 valtozos reldcid jeleknek, az individuum kostansokat pedig 0 vél-
tozos fiiggvény jeleknek tekintjiik (példaul ilyen az e, vagy a m nyelvi jele).

A termek (Osszetett fliggvény-szeri kifejezések) fogalma

(i) Az individuum véltozok és az individuum konstansok termek.

(ii) Ha g egy n valtozos fiiggvény jel és t1, ta, . . . t, termek, akkor g( t1,t2, ... ty)
term.

A termek az (i) és a (ii) szabdly véges sokszori alkalmazdsaval nyert jel-
sorozatok.

A formuldk fogalma:

(i) Ha R n valtozos reldcio jel és ty,ta, ... t, termek, akkor R( t1,ta,...t,)
egy formula (atomi formula).

(ii) Ha « és 8 formuldk, akkor (a V B), (a A 8), (a — B),(a < B) és (—a)
formulak.

(iii) Ha o formula, y individuum valtozé, akkor (Jya) és (Vya) formulak.
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A formuldk az atomi formulakbdl az (i), (ii) és (iii) szabdlyok véges sokszori
alkalmazdsdval nyert jelsorozatok.

A (iii) ponban az « formula a kvantorok hatdskore. A zéréjelek elhagydsdra
ugyanazok a szabdlyok vonatkoznak, mint az 4llitds esetben (precendencia sz-
abdlyok), megjegyezve, hogy az egyvaltozés miiveletek, igy a kvantorok is, mindig
erdsebben kotnek,mint a két valtozés miiveletek.

Ha egy formuldban van olyan individuum valtoz6, amelyik nem esik kvantor
hataskorébe, azaz szabad vdltozd, akkor azt mondjuk, hogy a formula nydlt.

Példaul a Jz(y < z) formula nyilt, amelyben az y lekdtetlen, azaz szabad
véltozé. Hasonlban, példdul az x < y formula nyilt, mert x és y is lekotetlen.

Ha egy formuldban nincs szabad valtozé, akkor azt mondjuk, hogy a formula
zdrt, masképpen mondat. Igy a 3z3y(z < y) mar egy mondat.

Egy Jza alakd formuldban = cserélhetd y-ra, azaz étjeldlhetd (z minden
eléforduldsdban), ha y nem fordul el a formuldban. Ha z szabadon fordul
eld a-ban, x akkor helyettesithetd egy y valtozéval (jelvlés: a(x/y) ha ennek
eredményeként y egyetlen helyen sem valik kototté.

Megjegyezziik, hogy a Vo (Pz — «) és a dx(PzAa) alaku formuldkat gyakran
roviditjiik rendre igy: Va(Pz)(a) és a Jx(Pz)(a).

Definicié Egy adott (*) % struktira nyelvén értjiik azt az elsérendii nyelvet,
amelyben a reldcié jelek Ry, R2, R3, ... és fliggvény jelek g1, g2, g3, . .. sorozata
egy-egy értelmii médon megfeleltethetd, az argumentum szdamokat is beleértve,
a struktira reldciéi- és fliggvényei konkrét Py, P, Ps, ..., illetve fi, fo, f3, ...
sorozatdnak. A széban forgd egy-egy értelmii megfeleltetésrdl azt mondjuk,
hogy a nyelv reldcio- és fiigguény jeleinek egy interpretdcidja.

Forditva, kiindulva egy adott nyelvbdl, egy nyelv tipusi struktira az a struk-
tura, amelynek nyelve az adott nyelv az eléz6 értelemben. Ekkor az R reldcié
szimbdlumot, illetve a g fiiggvény szimbdélumot az A struktirdn interpreldlé
konkrét reldciot (igazsdg halmazt), illetve fiiggvényt, RA-val illetve gA-val is
szoktuk jelolni.

6.2 Interpretacid, igazsagértékelés

Intuitive nyilvanvalé, hogy mikor mondjuk, hogy egy “zért formula igaz egy
struktirdan”. A kovetkezdkben azonban ezt pontosan definidljuk (a definicié
kissé technikai jellegil). Egyszeriiség kedvéért tételezziik fel, hogy a struktira
egy modell, azaz nem tartalmaz fiiggvényt (mint azt tudjuk, minden struktira
tekintheté modellnek).

A reldacio, mint igazsdghalmaz fogalmabdl indulunk ki.

Tegyiik fel, hogy az o formulanak 1, ys, . . . yx a szabad valtozoéi. Azt definidljuk,
hogy ezen szabad véltozoknak az yi/ai,y2/as, ... yr/ar helyettesitésére (ahol
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ay,as,...ar € A) mikor igaz az « formula az A struktirdan. Ha igaz, akkor ezt
igy jeloljik A = a(ay,as,...a;). Ha nem csak az y1, 42, . .. yx individuum val-
tozok egy helyettesitését rogzitjiik, hanem az individuum valtozék y1,ya, ys, . . -
teljes sorozatdét, akkor legyen ez a helyettesités a by, bo,bs,... € A“ sorozat,
roviden o. « igazsdgat e o helyettesitésre nézve A-n igy jeloljiik: A = a”.

Az igazsig definicidja a formula fogalom definiciéjanak megfeleld rekurziéval
torténik.

Definicié A = o (azaz, « igaz A-n a o-ra nézve, avagy, A "kielégiti" a-t a
o individuum véltozé helyettesités mellett), ha a kovetkezdk teljesiilnek:

(i) Ha R(y1,y2,- .- yx) atomi formula, akkor A = R(y1,y2,...Yr) az
y1/a1,y2/as, . ..y /ax helyettesitésre nézve pontosan akkor, ha (a1, as,...a;) €
RA

ahol RA az R relaciGjelnek megfelels konkrét reldcio, azaz, R igazsaghalmaza
A-ban.

(ii) Tegyiik fel, hogy az a és § formuldkrél mér ismert, hogy igazak-e A-n
az individuum véltozék valamely rogzitett o helyettesitésére nézve. Ekkor

A E (aV B)° pontosan akkor, ha A | o vagy A = 37

A E (a A B)° pontosan akkor, ha A | o és A = 37

A¥ (a — B3)° pontosan akkor, ha A = o és A ¥ 57

A |= (-a)? pontosan akkor, ha A ¥ o

(iii) Tegytik fel, hogy minden o(y/a)-ra ismert, hogy a®¥/® telejesiil-e A-n,
ahol o(y/a)-t igy kapjuk o -bdl, hogy o-nak az y -tagjat a-val helyettesitjiik.
Ekkor

A = (3ya)? pontosan akkor, ha van olyan a € Ahogy A = oW/

A = (Vya)? pontosan akkor, ha birmely a € A -ra A = a”®/9),

Ha a-nak nincs szabad véltozéja, azaz a zdrt formula, akkor az A | o
tulajdonsdg o-t6l fliggetlen, ezért a jelolést igy haszndlhatjuk:A |= « és azt
mondjuk, hogy « igaz A-n, vagy, A kielégiti a-t.

A nyelv mondatainak segitségével mar meg tudjuk fogalmazni struktirak
bizonyos (elsérendil) tulajdonsagait.

Definicié Egy A struktira elméletén értjiik a struktira nyelvének azon zért
formuldit, amelyek igazak A-n. Jelolése: ThA. Tehdt

ThA={a:AE o, a mondat}

A struktirdkkal kapcsolatos egyik fontos cél leirni elméletiiket ((példaul
az aritmetika esetén, az elsérendben megfogalmazhaté aritmetikai igazsagok
Osszességét, a valds szamok esetén az elsérendben megfogalmazhaté valés szamokra
vonatkozé igazsdgok Osszességét, stb.).
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Definicié Egy « els6érendii formula [a] igazsdghalmaza az A struktirdn az

[ ={c€eA* : AEa"}

halmaz.

Tehét, ha o egy relacié jel, akkor [«] éppen az a-nak az A struktirdn
megfeleld konkrét reldcié. Az igazsdg halmaz fogalom tehdt kiterjesztése az
interpretacié fogalomnak, s6t, szoktdk [a]-t is az « formula interpretdcidjanak
nevezni.

Emlékeztetiink a hengerhalmaz, vagy cilinder halmaz fogalméra:
Egy B C A% halmaz i-dik cilinder halmazdn - jelolés: C;B - értjiik a

{0 € A : 0(i/a) € B valamely a € A-ra}

halmazt, ahol o(i/a) jeloli azt a sorozatot, amelyet o-bdl nyeriink gy, hogy
az 1 -dik tagot a -val helyettesitjiik.

Véges dimenziéban, példdul 3 dimenziéban, az a definicié pontosan megfelel
az i -dik cilinder halmaz geometriai fogalmanak, tehdt egy olyan halmaznak,
amelyben a pontok i -dik koordindtajdt alkalmasan megviltoztatva B-beli pon-
tot kapunk.

A“-ban ij-diagondl sikon - jelolés: D;; - értjiik a

{o:0, =05}

halmazt.
Geometriailag, a diagondl sikok "szogfelezd sikok".

Konnyi igazolni igazsaghalmazokra a kovetkezoket:

aV p]=la]U[p]

aA Bl =lalN B

—a] = [o]

Fyia) = C; [ ] ahol C; az i irdnyu cilinderhalmaz képzést jelenti A¥-ban
Y;)

y; = y;] = D;; ahol D;; jeloli az (i, j) diagonal sikot A“-ban.

()

Vegyiik észre, hogy
Kiindulva a reldcié jelek interpretdcioibdl (igazsdg halmazaibdl), a

fenti 5 tulajdonsdgok alkalmasak arra, hogy veliik definiiljuk a for-
muldk igazsdgat
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Az 5 osszefiiggések kozvetlen kovetkezménye a kovetkezo:

Tétel A nyelv formuldinak igazsighalmazai zartak az uni6, metszet, kom-
plementer képzésre, a tetszéleges cilinderhalmaz képzésekre, tovibbd az egység
A“ és a D;; diagonal sikok is igazsdghalmazok.

Definicié A¥-nak a tételbeli tulajdonsdgu részhalmaz rendszereit cilindrikus
halmazalgebraknak nevezziik.

A cilindrikus halmazalgebrak nyilvan a (Boole) halmazalgebrak altaldnosita-
sai.

6.3 Kitekintés a masodrendii logikara

Az elsbrendii logikdnak joval kedvezdbbek a tulajdonsdgai, mint az tigynevezett
magasabb rendfi logikdknak (ldsd %), igyeksziink ezért a matematikat az el-
s6rendi logika nyelvével leirni.Azonban ahhoz, hogy megértsiik az elsérendii
nyelv fogalmat és kifejez6 erejét, érdemes megismerniink a magasabbrendii logikdk
fogalmat is. A matematikai gyakorlatban, jellemzden legfeljebb mésodrendii 4l-
litdsok fordulnak eld és ezek sem nagy szamban. Ezek szerepe azonban hangsi-
lyos.

Elészor vazoljuk a mésodrendii nyelv fogalmét. A mésodrendii nyelv
bévitése az elsérendiinek. Madsodrendii nyelvben mar megengedettek reldcid-
és fiigguény valtozok is (az eddigi reldcié és fiiggvény konstansok mellett) és az
ezekre vonatkozé kvantorok.

Formalisan, az elsérendii nyelv kiegésziil (masodrendli) reldcid vdltozok il-
letve fiiggvény vdltozok

U, U2, 052, .. dlletve

Vi, Vo2, V' L sorozataival, ahol n; természetes szdm, vagy 0.

A formula definiciéjdban, pedig mindeniitt, ahol eddig relécio, vagy fiiggvény
konstans fordult eld, szerepelhet reldcid, vagy fiiggvény vdltozdé is. Tovdbba, a
kvantorok vonatkozhatnak reldcié, vagy fiiggvény valtozora is.

A masodrendii formuldkban tehat egyiitt fordulnak eld individuum valtozok,
relacié- és fiiggvény valtozok, illetve individuum konstansok, reldcié- és fiiggvény
konstansok. Réviden azt mondhatjuk, hogy mésodrendii logikdban reldcidkat
és fiiggvényeket is tudunk kvantélni.

Harmadrendii nyelveknél a nyelv “harmadrendi” reldcié- és fiiggvény vil-
tozdkkal boviil, stb.

A mdsodrendi, formuldk értelmezésével, igazsag értékelésének értelmezésével
fejezziik be ezt a pontot.

Az elsérendii logikdban a véltozok, azaz az individuum vdltozék a struktiura
alaphalmazan, A-n futnak és ennek megfeleléen az adott viltozéra vonatkozé
(elsérendii) kvantorok is az alaphalmazon futnak.
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Mivel az n véltozés relacick A™-nek részhalmazai, az U™ reldcié valtozok,
definici6 szerint, A™ részhalmazain futnak, azaz, P(A™)-n. Ennek megfeleléen,
az U™ re vonatkozé mdsodrendts kvantorok is A™ részhalmazain futnak. Ha,
specilisan egy 1 argumentumi U™ reldcié véltozérdl van szé, akkor a ré
vonatkozé kvantorok P(A)-n futnak. Fiiggvény valtozokra hasonlé igaz.

Az igazsag értékelés fenti definicéjaban, értelemszeriien, hasonléan ahhoz,
ahogyan individuum véltozokat, az alaphalmaz elemeivel értékeliink, reldcié-,
vagy fiiggvény valtozokat, konkrét, A -n értelmezett relaciéval, vagy fiiggvénnyel
értékeliink

Harmadrendii, n argumentumu reldcié valtozék P(P(A™))-n futnak, stb.

6.4 Formalizalds elsorendii logikdban, nevezetes axiéma

rendszerek

Elészor nevezetes struktirdk nyelveit ismertetjiik és ezeken nevezetes axioma
rendszereket fogalmazunk meg.

1. A természetes szamok szokdsos struktirdjanak nyelve:

< kétviltozos reldcio jel (felvessziik a segitségével és az = segitségével definidlt
<kétvaltozos reldcié jelet is)

+,,.5 egyvéltozds fiiggvény jelek és 0 konstansjel.

A természetes szamokra vonatkozé Peano axiomdk a kovetkezd formulak
univerzdlis kvantaltjai:

(i) Sz #£ x
i) Se=Sy—x=y
ii)z+0==x

(

(

(iv) z + Sy = S(xz +y)
(v)z-0=0
(vi)z-Sy=z-y+x

(Vi) z<0—2z=0

(vili) 2 < Sy mzxz <yVaz =Sy
(ix) r<yVy<z

A teljes indukcié mésodrendii formuldja:
(x) VP(P(0) — [Vz(P(z) — P(x + 1)) — YaP(z)]), ahol P 1 argumentumu

reldcié valtozo.

Megjegyezziik, hogy az utébbi interpreticidjindl P az N természetes szdmok
részhalmazain fut, azaz P(N)-n, mig  N-n.
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2. A valds szamok szokdsos struktirajénak nyelve:

+- kétvaltozos miiveleti jelek, — egyvaltozés miiveleti jel (additiv inverz),
0,1 konstansjelek

< kétvaltozos relacié jel.

A val6s szamok szokdsos axiémai a kovetkezOk univerzdlis lezdrtjai:

rT+yY=y+x

T Yy=y-x

2+ (y+2) = (x+y) + zor

- (y-z)=(z-y) =2

z+0=2z

z-l==x

x+(—z)=0
(#0—3y(z-y=1))
0#1
x-(y+z)=z-y+z-z
rendezés

r<y—rt+z<y+z
r<yhz>0—z-2<y-z

valamint a sup tulajdonsig, azaz a kovetkez6 mdsodrendii formula:

VAFuFu — 32(Fz AVe(Fz — z < x))) ahol

Fz legyen a Vy(Ay — y < z) formula (fels® korldt), ahol A 1 argumentumu
relécié valtozo

(a VA kvantor hatdskorében 8116 formula azt jelenti, hogy a konkrét A -nak

létezik supremuma).

Megjegyzés: A sup tulajdonsdgot megel6z6 axiémsk az tugynevezett "ren-
dezett testek" axiémai. Kielégitik még ezeket példdul a raciondlis szamok, a
komplex szamok, vagy a mod p maradékosztdlyok, ahol p primszdm. A sup
tulajdonsagot kielégitd testeket, igy a valés szamok testét is, "teljes" testeknek
nevezziik.

3. Az egész szdmok additiv csoportjinak nyelve:
+ kétvaltozos miiveleti jel, — egyvaltozos miiveleti jel (az inverz), 0 konstan-
sjel.

Az tgynevezett “csoport axiémak” az aldbbiak univerzalis lezdrtjai:
T+Y=y+x
T4+ (y+2) =@ty +2
x+(—z)=0
z+0==z

4. A pozitiv racionélis szamok multiplikativ csoportja:
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- kétvéltozés miiveleti jel, 1 egyvaltozés miiveleti jel (multiplikativ inverz,
azaz reciprok), 1 konstansjel.

5. Az egész szdmok rendezésének nyelve:
Rzxy kétvéltozos miiveleti jel.

5. A H egységii Boole halmazalgebra nyelve.

+, - kétvaltozos miiveleti jelek, — egyvaltozos miiveleti jel (inverz), 1 és 0
konstansjelek
Axiomék: lasd a % helyet

6. Egy rogzitett graf nyelve:
F kétvaltozos relécié jel

A kovetkezok, példak természetes nyelvi dllitasok elsérendii formalizalaséra.

Hasonléan az allitas logikdhoz, azon, hogy egy természetes nyelvi kijelen-
tést modelleziink az elsérendii logikaban, azaz formalizdlunk, azt értjiik, hogy
definidlunk a kijelentéshez egy elsérendii nyelvet (pontosabban reldcié és fiig-
gvény jeleket), e nyelven megadunk a kijelentésnek megfeleltetett formuldt, majd
megadunk egy struktirdt, ahol a formuldt értelmezziik (szandékolt interprets-
ci6). Feladatokndl, segitségként, a nyelv sokszor adott és néha a szandékolt
interpretdcié megaddséat elhagyjuk, ha az nyilvanvalé.

PELDAK

Formalizédljuk a kovetkezo kijelentéseket:

1. "Nem minden labra illik ugyanaz a cipd"

M: Legyenek L,C egyvéltozos reldciok, jelentésiik: "1ab" és "cipd" tulajdon-
Sag.

legyen I kétvialtozds reldcio, jelentése: "valami illik valamihez".

A formula: —=3z(Cz AVy(Ly — Ixy))

A szandékolt interpretacié a cipdk és ldbak 6sszességén értelmezett konkrét
C’ (cipd), L’ (1ab) reldcick és a konkrét I’ kétvéltozos reldcio (illik)

2. "Minden n6hoz taldlni olyan férfit, akinek tetszik"
M: A nyelv: N, F egyvaltozés reldcick, jelentésiik: "né" és "férfi" tulajdon-
sdg
T kétvaltozos relacio, jelentése: "valaki tetszik valakinek"
A formula: Vz(Nz — Jy(Fy A Tzy)) (vagy: Yady(Nz — Jy(Fy A Tzy)))
A szandékolt interpretdcié a ndk és férfiak Osszességén értelmezett konkrét
N’ (n8), F' (ferfi) reldciok és a konkrét T" kétvaltozos reldcié (tetszik)
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3. "Lehetséges, hogy egy né tetszik egy férfinak, de a nének masik férfi
tetszik"

M: A nyelv legyen ugyanaz, mint az el6z6 példdndl.

A formula: JxIy(Nx A Fy ANTay Az(Fz ANTzx Ay # 2))

A széndékolt interpretdcié ugyanaz,mint az el6z6 példanal.

4. a) a sinz fiiggvény folytonos 2-ben
b) egyvaltozos valds fiiggvények folytonossdga 2-ben:
M: a) Ve(e > 0 — 6(Va(|lx — 2| < § — [sinx —sin2| < €)))
b) masodrendti formuldval: Vf(Ff < (Ve(e > 0 — FI0(Va(|Jz —a] < § —
(@) - f@)] < £)))

A széndékolt interpretacié a valds szamok struktirdja.

Megjegyezziik, hogy a formalizaldsndl a kvantorok viselkedésével kapcsolatos
legfontosabb két kritikus tulajdonsdg az, hogy a kiilonboz6 tipusu kvantorok
nem felcserélhetdek, valamint az, hogy a kvantorokhoz szigortian hozzatartozik
a hatdskorik. Az els6 tulajdonsagra példa a fenti 2.: Megcserélve a kvantorok
sorrendjét, ezt kapjuk: JyVa(Nz — (Fy A Txy)), amelynek jelentése: “Van
olyan férfi, aki minden nének tetszik”, azaz a jelentés megviltozik. Példa a
mésodik tulajdonsigra: Va(z > 0VVz(z > 0Ve =0V < 0)) a valés szamokon
igaz allitds, mig ha megvaltoztatjuk a belsé kvantor hatdskorét: Vz(z > 0V
Vz(x >0V z=0)Vz<0),a kapott allitds mar nem igaz

FELADATOK:

1.Formalizélja a természetes szamok nyelvén egy mésodrendii formulédval azt,
hogy a természetes szdmok halmaza jélrendezett.

M: VP(3zPzx — Jy(Py AVzPz — y < z))

2. Formalizélja a valés szdmok nyelvén az Archimedesi tulajdonsdgot (bdarmely
pozitiv & < y valész szdmokhoz van olyan n természetes szdm, hogy y < n - x)

M:VaVy(z > 0Ay > 2 — In(TnAy < n-z)), ahol T a természetes szamnak
lenni relacio

3. Formalizédlja az additiv csoportok nyelvén a null elem egyértelmiiségének
tulajdonsagat.

M:3y(Ve(z +y =) — 0=1y))

4. Formalizdlja a halmazalgebrak (Boole algebrdk) nyelvén azt, hogy egy
algebra kételemi

M:Vz(r=0Vz=1)

5. Formalizdlja a grafok nyelvén a hurokmentesség, valamint irdnyitatlansdg
tulajdonsdgokat.
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M: Ve—FExx
VaVy(Exy — Eyz)

6. Formalizélja a kovetkezoket:
a) “Van olyan férfi, akinek minden no tetszik”
b) “Van olyan férfi, akinek csak egyetlen né tetszik”

M: a) Ja(Fz AVy(Ny — Tzy))
b) Jz(Fz A Jy(Ny AVz(Nz ATxz — y = 2)))

PELDAK
Néhény fontos masodrendii tulajdonsag:

A valés szamok Cantor tulajdonsiga.
sin korldtossdga
valos fiiggvény korlatossdga

6.5 Struktirak megaddasardl

Struktirdk megaddsanak, azaz alaphalmazaik, reldcidik, fiiggvényeik megaddsa-
nak fontos eszkoze a (halmaz) konstrukcid. Igy szoktuk megadni példdul a
raciondlis, vagy a valds szdmok strukturdit (lasd % pont).

Azt gondolhatnank, hogy struktirdkat egyértelmiien definidlni tudjuk el-
sorendt ariomdkkal is. Azonban kideriilt, hogy &ltaldban ez nem lehetséges,
azaz a definidlé axiomékat, nem izomorf struktirdk is kielégitik. Erre vonatkozik
példédul az ugynevezett Lowenheim-Skolem tételkor - amelyet itt most nem rés-
zleteziink. Tehdt ha példdul az elsérendii valés axiémékrol beszéliink, ezek még
nem definidljdk (izomorfiatdl eltekintve) egyértelmiien a valds szémokat. Ha
egyértelmiisiteni kivanjuk az axiémakkal definidlandé strukturét, akkor valam-
ilyen specidlis axiéméra van sziikség, ami példdul gyakran egy mésodrendii ax-
i6ma. Ez torténik példdul a valés szamok, vagy a természetes szdmok axiom-
atizdlasdanak esetében. Az axiomatikus megadds esetén azonban igazolni kell,
hogy létezik egydltaldn az axidmdkat kielégito struktira.

Erdekessé valt, hogy bizonyos elsérendii aziomdkat egyéltaldn mely (nem
izomorf) strukturak elégitenek ki. Vagyis a feladat megfordult, a modern matem-
atikdban eqy uj szemlélet hoditott teret::

Nem struktirdkhoz kerestek axiémakat, hanem axiémakhoz (bi-
zonyos tulajdonsdgokhoz) kerestek Oket kielégitd struktursdkat.

Ide sorolhatok bizonyos absztrakt algebrai vizsgdlatok (csoportok, testek,

gyliriik vizsgalata, a linedris algebra), vagy az analizis absztrakt tereinek vizs-
galata (metrikus terek, linedris terek,euklideszi terek,stb.).
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Az is kideriilt, hogy

a struktiurdkat, altaldban, még a sajat els6rendii elméletiik, ThA
sem hatdrozza meg -izomorfia erejéig.

Példa rendezésekkel: Sfiirii, végpont nélkiili rendezések: raciondlis és valds
szdmok

Ez vezetett a nem-standard modell fogalmahoz:

Egy B struktira, az A struktira Th.A elméletének nem-standard modellje,
ha ThA =ThB, de ThA nem izomorf B-vel.

Léteznek nevezetes nem-standard modellek, példdul az aritmetika nem-standard
modellje, az tgynevezett “hiper természetes szdmok” osszessége, vagy a valds
szémok esetén a “hiper valds szamok” sszessége (14sd a % pontban).

Az is felmeriilt, hogy valdjdban nem is a struktirdk megragadasdra van szik-
ség, hanem az (elsbrendt) elméletik ThA leirdsdra. Ezen az uton indult el a
modern bizonyitdselmélet - ezt a % pontban részletezziik.

Nagyjelentoségli tétele az elsérendii logikdnak az igynevezett kompaktsagi
tétel:

Tétel (kompaktsagi) Elsérendii mondatok egy ¥ halmazénak van modellje
akkor és csak akkor ha ¥ minden véges részének van modellje.

A tétel = irdnya trividlis. A tételre 6ndllé bizonyités is adhatd, de a Godel
teljességi tételbdl bizonyitjuk a % fejezetben.

A tétel az dgynevezett "végesités” folyamatdt illusztrdlja a matematikdaban,
ezér is igen fontos. Szamos alkalmazdsa létezik.

Lattunk példdkat arra, hogy hogyan formalizdlhatunk eslorendii nyelven tu-
lajdosnsdgokat. Most példdt mutatunk arra, hogyan igazolhaté az, hogy egy
tulajdonsag nem formalizalhaté elsérendii nyelven.

PELDA

Igazolja a kompaktsagi tétel segitségével, hogy a "végesnek lenni" tulajdon-
sdg nem elsérendi tulajdonsag, azaz nem formalizdlhaté elsérendben.

M. Indirekt. Tegyiik fel, hogy a [ elsérendii formula jelentése az, hogy egy
halmaz véges.

Az, hogy egy halmaz legaldbb n elemii, igy formalizélhato:

JrqFzg ...z (1 Ao Axy A 23 A ANTp_1 # xp). Jeldlje ezt a formuldt
a,. Tekintsik a ¥ = U {ay, : n > 1} formula halmazt. Minden véges része
kielégithetd, mert minden m természetes szdmra van legaldbb m elemfi véges
halmaz. Ezért, a kompaktsdgi tétel értelmében X is kielégitheté. Ez azonban
ellentmond  és az a.,-ek definiciéjanak.
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6.6 Logikai kovetkezmény fogalom az elsorendii logikaban

Definiédljuk elsérendii esetben a logikai kévetkezmény fogalmaét.

Definicié. Tegyiik fel. hogy ¥ elsérendil zart formuldk egy halmaza. Akkor
mondjuk, hogy az « formula logikai kovetkezménye Y-nak, ha minden olyan
struktirdn, ahol ¥ valamennyi formuldja igaz, az a formula is igaz -vagy, ha
egyaltaldn nncs -t kielégitd struktira. Ha, specidlisan ¥ = (), akkor azt mond-
juk, hogy a egy azonosan igaz formula.

Jelolés: ¥ =, specidlisan = a.

A matematikiban ¥ szerepét altaldban egy axiéma rendszer tolti be, a-ét
pedig altaldban egy tétel. A ¥ = « reldci6 tehdt az elsérendi esetben is "jelen-
tés fiiggetlen" bizonyos értelemben, teljesiilése csak a benne szerepld formuldk
szerkezetétdl fiigg. Teljesiilésérol beszélni egyetlen struktirdn értelmetlen.

A kovetkezmény helyességének itt is fontos atfogalmazédsa a kovetkezo:
Y = « teljestil akkor és csak akkor ha a ¥ U {—«a} kielégithetetlen.

A rezolicidés kovetkezmény séma az elsérendi logikdban is érvényes (igy a
modus ponens is).

Definicié.Az « és § elsérend{i formulakrol akkor mondjuk, hogy (logikailag)
ekvivalensek, ha igazsdg értékiik barmely struktirdn, a benniik szerepld szabad
individuum valtozék barmely helyettesitésére megegyezik.

A fogalom itt is azt jelenti, hogy o |= 8 és 8 | « egyszerre teljesiil.

Hasonlban az allitds logikdhoz, 1éteznek trividlisan ekvivalens formula parok.
Tlyenek példaul a Jzdya és a JyTza,vagy a VaVya és a VyVza (azonos jel-
legii kvantorok felcserélhetdsége) vagy a Jra és Jya(z/y), valamint a Vza és a
Vya(x/y) ha a-ban nem fordul eld y (x dtjelolése, vagy cseréje). Viszont kevésbé
nyilvdnvaléak a kovetkez6 tételben tartalmazott ekvivalencidk:

Tétel A kovetkezd formula pdrok logikailag ekvivalensek:
(i) Jz(a Vv B) és Jza V xp
Va(a A B) és Vea AVl
(il) “Vza és Jz—a
~Jra és Vr-a
(ili) Jrdya = JyIza
VaVya = VyVza
(iv) Jza és Vza, ha a-ban nem szerepel x

Biz.: A tétel az igazsagértékelés definicidja segitségével igazolhato.

Példdul az (i) els6 ekvivalencidjanak igazoldsa:

Legyan A tetszbleges struktira. Jz(aV 3) pontosan akkor igaz, ha van olyan
a € A, hogy (aV B)(xz/a) igaz. Ez utébbi akkor teljesiil,ha
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(a)(z/a), vagy (B)(x/a) igaz. (6)
Jra V 3z akkor igaz, ha Jra vagy 3x3 igaz. Ez akkor teljesiil ha

(a)(z/a) vagy (8)(z/b) teljesiil valamely a-ra,vagy b-re. (7)

Ha a (6) teljestil,akkor nyilvan a (7) is teljesiil és forditva.
A t5bbi ekvivalencia hasonléan igazolhato.
q.e.d.

Felhivjuk ugyanakkor a figyelmet, hogy édltaldban nem logikailag ekvivalensek
a kovetkez6 formula pédrok:
Jz(a A B) és Jza A Jzf
Va(aV B) és Vea V Vel

VaIya és JyVea (kiilonbozd jellegli kvantorok cseréje)

Jz(a — B) és Jra — Fzf (3x kiemelhetdsége az implikdciobol)
Va(a — B) és Vea — Va B (Vo kiemelhetdsége az implikdciobol)
a és alz/y)

A fiiggetlenség, vagy az ellentmonddstalansdg fogalma hasonléan definidl-
haté, mint &dllitds logikdban, valamint hasonlé tételek érvényesek.

Az elsbrendii logikai kovetkezmény vizsgalata joval problematikusabb az &l-
litas logikaindl, tobbek kozott azért, mivel nem véges jellegii (t6bbek kozott a
kvantorok miatt), jelentésen igényli a végtelen halmazok elméletének hasznalatat.
Altalaban nincs gépies médszer annak eldontésére, hogy egy-egy allitds, logikai
kovetkezménye-e (tétele-e) egy axidoma rendszernek. Ezért az elsérendi logika
nem eldonthet.

Az elsbrendts logika kovetkezményei helyességének a vizsgdlata foleg
bizonyitdselméleti eszkizikkel torténik (lasd %).

A bizonyitdselmélet alapgondolata az, hogy az axiém&kbdl kiindulva,
kovetkeztetési szabalyok segitségével, csupan véges sok formadlis manipuldcié
segitségével nyerjiink tételeket - elkeriilve a végtelen halmazok elméletét. Bi-
zonyitaselmélettel a % pontban fogunk foglalkozni.
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6.7 Az axiomatikus mdédszerrol, a bizonyitdaselméletrol

A 19. szdzad végén Frege és Hilbert voltak azok, akik 1j utat vdlasztottak
a kovetkezmény fogalom vizsgdlatdra, egytttal forradalmasitottdk a matem-
atikdban az axiomatikus mddszert és ezzel létrehoztédk a matematika egy 1j
4gdt, a bizonyitdselméletet.

Frege az aritmetika-, Hilbert pedig a geometria felépitésére alkalmazta az 1j
modszert. Az axiomatikus mdédszer forradalmasitdsa, mint Hilbert féle program
valt ismertté. Ehhez elészor bevezettek egy-egy formalis nyelvet. Az alapgon-
dolat az volt, hogy a nyelvben megfogalmazott axiémakbdl, bizonyos formélis
szabdlyok, a kovetkeztetési szabalyok ismételt, véges sokszori alkalmazdsdval
hozzanak létre tételeket, megkeriilve a kovetkezmény szemantikai fogalmat és
a végtelen halmazok elméletének mélyebb alkalmazdsat. Az ilyen rendszereket
bizonyitési rendszereknek nevezziik. Azéta sok bizonyitasi rendszer keletkezett.
Az 4j moédszer azt is célozta, hogy ilyen moédon &llitsék a struktirdk Th(A)
elméleteit.

A kovetkezOkben réviden vazoljuk a Hilbert altal felallitott levezetési rend-
szert.

A nyelv legyen a % pontban vézolt elsérendfl nyelv, azaz a formédlis nyelv
fogalma a bizonyitdselméletnek is alapjat képezi.

Feltételeziink dgynevezett “szakmai” és tgynevezett “logikai” axiémaékat.

A szakmai axiomdk az illetd szakteriiletre jellemz6 axiomak, Hilbert vizs-
galatai esetén ezek a geometria axiémai. A logikai axiéméak pedig tulajdonkép-
pen a logika szakmai axiémai, ezek az axiémdak mindig ugyanazok. Megengedett
végtelen sok axiéma, s6t ez a logikai axiémék esetén sziikségszerii. Beszélhetiink
axioma sémdkrol, ahol egyetlen axiéma séma mogott végtelen sok axiéma Aall.
Altalaban megkoveteljiik, hogy az axiémak legalabb véges sok séméban legyenek
osszefoglalhatok. Csak példaként néhédny ilyen axiéma séma:

Természetesen mind a szakmai, mind a logikai axiémék védlasztdsdra szdmos
lehetéség van.

A Hilbert rendszerben két tgynevezett kovetkeztetési szabdly van, ezek:
Elképzelhetok lennének természetesen més kovetkeztetési szabdlyok is.

Alapvet6 fogalma a Hilbert rendszernek, és igy a bizonyitdselméletnek is a
levezethetbség (bizonyithatésdg) fogalma:

Definicié « formuldk egy ¥ halmazabdl levezethetd, azaz ¥ + «, ha van
levezetése, azaz formuldk egy olyan «aq, as, . .. au, sorozata, amelyekre igaz, hogy
minden i-re vagy «; € X, vagy «; két, a sorozatban 6t megel6z6 formuldbol
modus ponens-el kovetkezik
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Egy ¥ formula halmazbdl levezethetd tételek tsszességét Ded(X)-val jeloljiik.

A levezethetdség ezen fogalma természetesen tiikrozi a bizonyithatésag fo-
galmdt a matematikai gyakorlatban, azonban annak elsé preciz definicidja a
matematika torténete folyamén.

A bizonyitdsok véges természetét haszndlja ki a Dedukcio tétel szintektikai
valtozata:

Tétel (szintaktikai dedukcié) ¥ F « akkor és csak akkor, ha Y-nak valamely
véges Y/ részhalmazara ¥ + «.

Biz.: Az &llitdasnak csak az egyik irdnya nem trivialis. Tegyiik fel, hogy
Y F a.Gyfijtsiik ossze X-bdl azokat a formuldkat, amelyek szerepelnek a ¥ F «
levezetésben. A definiciébdl adédik, hogy csak véges sok ilyen formula 1étezik,
legyen ezek 6sszessége X'. Nyilvan, kovetkezik X' F a.

q.e.d.

Lathato, hogy a bizonyithatésdg definiciéja nem ad dontési eljardst arra
nézve (nem ad “médszert” annak eldontésére), hogy egy dllitds tétele-e egy ax-
iéma rendszernek (levezethett-e beldle). Azonban lehetdséget ad egy bizonyitds
formalis keresésére, vagy egy létezd bizonyitds preciz dokumentdldsdra. Az al-
litdslogika esetén, amelyik eldonthetd, a bizonyitdselméletnek kisebb a jelen-
tosége.

A 20. sz. els6 évtizedeiben két egészen kiemelkedd bizonyitdselméleti ered-
meény is sziiletett, mindketté Kurt Godel nevéhez fliz6dik (a bizonyitasok megha-
ladjak e konyv kereteit).

Az egyik, az elsérendii logika igynevezett teljességi tétele:
Tétel (Godel teljességi)

¥ | a akkor és csak akkor ha ¥+ «

ahol ¥ elsérendii mondatok egy tetszdleges halmaza (axiéma rendszere), «
pedig tetszbleges mondat.

A Hilbert rendszeren tilmenden, akkor tartjuk a logikai axiémék és a lev-
ezetési szabalyok egyiittesét azaz a levezetési rendszert) teljesnek, ha igaz rd a
fenti jellegii teljességi tétel.

A tétel visszaigazolja a bizonyitaselméletnek azt a torekvését, hogy
megkeriilje a logikai kévetkezmény fogalmat, és “szimuldlja” azt. A
tétel a bizonyitaselmélet erejét mutatja, valamint azt, hogy a matem-
atika kettds, halmazelméleti és bizonyitdaselméleti felépitésii, ahol a
teljességi tétel értelmében a két felépités ekvivalens, igy kontrollaljak

egymast.
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A Godel teljességi tétel egyik kovetkezménye, hogy szdmos logikai fogalom-
nak létezik a bizonyitdselméleti megfeleléje. Ilyen fogalom példdul az ellent-
monddstalansdg: egy X axiéma rendszer ellentmondéstalan, ha nem létezik
olyan « formula, hogy ¥ - « és ¥ F -« is igaz. Ekkor igazolhatd, hogy ¥ ellent-
monddstalan a szemantikai értelemben akkor és csak akkor, ha ellentmonddsta-
lan a bizonyitdselméleti értelemben.

A masik nevezetes, Godeltdl szarmazo bizonyitaselméleti tétel az tigynevezett
Godel (elsd) inkomplettségi tétel egy valtozata. Megfogalmazdsahoz sziikséges
a kovetkezd definicio:

Definicié Egy A struktira Th(A) elmélete axiomatizalhat6, ha van olyan
Y véges, vagy "effektiv megadhatd" axiéma rendszer, hogy Th(A) =DedX

Tétel (Godel I. inkomplettségi)

Th(N) nem axiomatizdlhaté elsérendben

ahol N az aritmetika szokdsos struktiréja.

A tételbdl tehat az deriil ki, hogy Th(N), azaz az aritmetika tételei “nem
megragadhatéak” az axiomatikus maédszerrel. Azaz, barmely axiéma rendszer
esetén van olyan aritmetikai igazsdg, amely az axiéma rendszerbdl nem lev-
ezethet6. Megmutathaté, hogy a tétel az aritmetika elméletérdl oroklodik a
matematika legtobb nagy és fontos elméletére. A tétel tehdt azt mutatja, hogy

az a (Hilbert féle) program, hogy a struktirdk elméleteit (Th(A)-t
az axiomatikus médszer segitségével irjuk le, nem megvalésithaté.

A tétel csaléddst okozott azoknak, akik hittek az axiomatikus mddszer bi-
zonyos “mindenhatésdgdban”. A tételt, mint a bizonyitdselmélet korldtait jelzd
tételt is emlegetik. Azonban az elsd csalédottsdgot a tétel jobb megértése
kovette. Az inkomplettség jelenségére a vélasz a széban forgé axioma rendszer
alkalmas bdvitése.

A tétel a tudomanynak azt a tapasztalatat tiikkrézi és igazolja
vissza, hogy nincsenek mindent megmagyardzé axiéma rendszerek.
Barmely axiéma rendszer esetén lesz azzal nem “magyardzhaté” je-
lenség. A tétel ezt a filozéfidt igazolja matematikailag.

A bizonyitdselmélet hatalmas fejlédésen ment keresztiil a 20. sz els6 évtizedei
6ta. Ez féleg annak koszonhetd, hogy a bizonyitdselméletben szdmos olyan foga-
lom sziiletett, amelyik késobb lehetové tette a matematika szdmitégépre vitelét
és egydltaldn a matematika és a szdmitdstudomdny interakciéjat. Ez az in-
terakcié a bizonyitdselmélet létrejotte nélkiil nem mehetett volna végbe. A bi-
zonyitdselméletre épiil példdul az automatikus bizonyitasok (gépi bizonyitdsok)
elmélete, vagy a logikai programozds elmélete.
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A % pontban visszatériink a bizonyitdselméletre. Ismertetiink egy olyan
bizonyitédsi rendszert, amelyik szemléletesebb és szamitégép bardtabb, mint a
fenti klasszikus Hilbert féle rendszer.

ELLENORZO KERDESEK

1. Adjon példat arra, hogy a VxIya és a JyVra formulak logikailag nem
ekvivalensek.

2. Logikailag ekvivalensek-e a Va(a V ) és a Veza V Vo formuldk?

3. Logikailag ekvivalensek-e a 3z(a — ) és a Jza — Iz formuldk?

4a. Mit értiink zart formuldn és hogyan nyer egy ilyen formula igazsig
értéket?

5. Mit értiink nyitott formuldn és hogyan nyer egy ilyen formula igazsdg
értéket?

6. Adjon meg tobb olyan természtes nyelvi dllitast, melyeknek a kovetkezd
a formalizéltja:

—(Fza — Vaa)

7. Mia kiilonbség a kozott??, hogy « = 8 helyes és a kozott, hogy a —
igaz egy struktiran?

8. Hogyan vezetjiik vissza a logikai kovetkezmény helyességének vizsgdlatét,
kielégithet6ség vizsgalatra?

9. Mit értiink egy T C A® halmaz henger-, azaz cilinder halmazan?

10. Mit értiink cilindrikus halmazalgebrdn?

11. Halmazalgebrét alkotnak-e egy struktiran az igazsaghalmazok?

12. Mit értiink struktira elméletén?

13 Definidlhaté-e dltaldban elsérendii axiomakkal egy struktira?

14. Meghatérozza-e dltaldban a struktira elmélete a struktirat?

15. Mit értiink nem-standard struktiréan?

16. Fogalmazza meg a kompaktsdgi tételt negdlt alakban.

17. Mit értiink masodrendii formuldn?

18. Emlitsen mdasodrendii axiémékat.

19. Emlitsen olyan axiomatizacidkat, ahol az axiémdk nem hatdrozzék meg
a strukturat.

20 Axiomatizdlhaté-e dltaldaban egy struktira elmélete?

21 Fogalmazza meg a Godel teljességi tételt.

22. Van-e kiilonbség egy struktira fiiggvényének neve és a széban forgé
fiiggvény nyelvi jele kbzott?

23. Tekintsiik az naxn -s métrixok additv csoportjat. Mi a miiveletek jele a
struktirdban és mi a mfiveletek jele a nyelvben?

24.Adjon példét, amikor Va(a — B) igaz, de Vz(a A 8) hamis.

25. Melyik a valés axiémak koziil a masodrendii axiéma?
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7 A végtelen halmazokrdél.

7.1 Szamossagok

7.1.1 Definicié, nevezetes szamossiagok

Definicié Két halmaz ekvivalens, ha létezik kozottiik kolesonosen egyértelmii
megfeleltetés.

Az "ekvivalencia" egy altaldnositott elvivalencia reldcié a halmazok sszességén
(amirdl tudjuk, hogy nem halmaz). Ez az altaldnositott ekvivalencia reld-
ci6 definidlja a szdmossdg fogalmat, azaz, ennek az osztilyai a szdmossagok.
Két halmaz szdmossdga tehat megegyezik, ha a halmazok kozott kélesonosen
egyértelmli megfeleltetés létesithetd. Egy A halmaz szdmossdgat |A| val, vagy
#(A)-val jeloljiik. Beldthato, hogy a szémossigok sem alkotnak halmazt, hanem
osztdlyt alkotnak.

A véges halmazok szdmossdgainak elemszamukat tekintjiik. A végtelen hal-
mazok szédmossdgai bizonyos tekintetben rokonithaték a véges szamossdgokkal,
példéaul rendezhetdk és rendezésiik kiterjesztése a természetes szdmok rendezésének.
De egyéb vonatkozdsokban igen eltérd a viselkedésiik. Az egyik ilyan kiilonb-
ség, hogy részhalmaz szdmossdga megegyezhet az egész halmaz szamossdagaval,
példa erre a paros természetes szdmok és az 0sszes természetes szdmok halmaza,
hiszen e két halmaz kozott 1étezik kolesonosen egyértelmit megfeleltetés.

Nevezetes végtelen szamossdgok példdul a természetes szdmok szdmossdga
és a valds szamok szdmossdga. A természetes szamok szamossagat megszamldal-
hatdan végtelen szémossdgnak nevezziik és Ng-al jeloljiik (az alef R a héber abc
elsd betiije). Sokszor haszniljuk a megszamldlhatd, vagy a legfeljebb megszdm-
ldlhato elnevezést, mint kozos elnevezést a véges és a megszamlalhatéan végtelen
szamossédgra (a megszamldlhatéan végtelen angolul denumerable, mig a legfel-
jebb megszdmldlhaté countable). A valds szdmok szdmossdga az ugynevezett
kontinuum szdmossdg, jelolése c.

Halmazok szamossdagat gyakran hatdrozzuk meg a definicié alapjdan.

Lemma Megszamldlhaté halmaz részhalmaza is megszamlédlhato.

Biz: Elegend6 azt igazolni, hogy a természetes szémoknak minden részhal-
maza megszamldlhaté. Legyen A a széban forgé részhalmaz. Ha A véges, akkor
készen vagyunk. A természetes szamok jolrendezését haszndljuk és teljes induk-
ciéval definidljuk a természetes szdmok és A kozotti f kolecsonosen egyértelmii
megfeleltetést. Han = 1, akkor f(1) legyen A legkisebb eleme. Tegyiik fel, hogy
f definidlt n = k -ig és kiilonbo6z6 elemeket vesz fel.. Tekintsiik A azon elemeit,
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amelyek nincsenek az f(1), f(2),... f(k) elemei kozott. Legyen f(k+1) az utéb-
biak kozott a legkisebb elem. Ez nyilvdn nem eshet egybe f addigi értékeivel.
Ezzel f-t definidltuk indukciéval w -n, f injektiv, tovdbbd A n minden eleme fel-
1ép értékként, hiszen A minden eleme legkisebb a nélandl nagyobb, vagy egyenld
elemek halmazdban.

q.e.d.

Lemma A természetes szdmokbdl dlkotott rendezett parok halmaz megszdm-
lalhato, azaz |[NzN| = Rg - Ng.

Biz: Rendezziik a pédrokat tdbldzatba és jarjuk be a tébldzatot az &tlés
eljarassal.

(L1 (1,2) (1,3) (1,4)
2,1y (2,1) (2,1)
3,1) (3,2

(4,1)

Az egyes lépésekhez (kK = 1,2,3,...) hozzdrendeljiik a tdblazat egy-egy el-
emét, egy-egy értelmii médon. A pontos hozzdrendelést teljes indukcidval is
definidlhatndnk. Igy allitdsunk a definicié alapjan kovetkezik.

qed

Tétel |Q| = Ny, ahol @ a racionélis szdmok halmaza.

Biz. Tekintsiik példdul a pozitiv raciondlis szdmok QT halmazdt. Tudjuk,
hogy a pozitiv raciondlis szdmok egyértelmiien frhaték fel £ alakban, ahol p
és q pozitiv relativ primek. Halmazuk teh&t tekinthetd gy, mint |[NxN| egy
részhalmaza. Tehdt a % értelmében Q1 megszdmlilhaté. Hasonléan, a negativ
raciondlis szdmok ()~ halmaza is megszdmlalhaté. Az 4tlos eljards segitségével
igazolhaté, hogy Q1T UUQ™ U {0} is megszdmldlhato.

q.e.d.

Megjegyezziik, hogy a végtelen w-sorozatoknak (roviden, a szokdsos soroza-
toknak) megszdmlalhatéan végtelen tagja van, de tagjainak halmaza nem feltétleniil
végtelen, hiszen egy-egy elem tobbszor is eléfordulhat a sorozatban. Megszam-
ldlhatéan végtelen halmazokra viszont azt is szoktuk mondani, hogy sorozatba
rendezhetok,

Tétel A a (-7, 5) nyfilt intervallumba esé valés szamok szdmossaga c.
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Biz: Tudjuk, hogy a tgz fiiggvény egy-egy értelmii mgfeleltetést létesit a
(=%, 5)-beli szamok és az Gsszes valésak kozott.

qed

Kovetkezmény, hogy barmely (a,b) nyilt intervallum valésainak szamossdga

is ¢, hiszen az ;’:Eb = £=2 egyenes kolcstndsen egyértelmiien képezi (a,b)-t
2

at+%g
(_%7 %) -re.

Megjegyzés: Igazolhatd, hogy az egyenes pontjai és a valds szdmok kozott
kolcsonosen egyértelmil megfeleltetés létesithetd.Ennek segitségével példdul azt
is igazolhatjuk, hogy egy intervallum pontjainak szdmossdga is c.

Példaul igazoljuk, hogy a (0,27) intervallum szdmossdga c.Tekintsiik az
22 + (y — 0,5)2 = 1 kort. Fektessiink szeléket a kor x = 0,y = 1 pontjabol
az y = 0 egyeneshez. Igy a kor keriiletének pontjait, kivéve a vetité pon-
tot, (tulajdonképpen a (0,27) intervallum pontjait) kolesondsen egyértelmiien
megfeleltetjiik az y = 0 egyenes pontjainak (ez a geometriai megfeleltetés az
ugynevezett sztereografikus projekcio).

FELADATOK

1. Hény olyan kor létezik a koordindta sitkon, amely kozéppontjdnak ko-
ordinétai és sugara is raciondlis szdm?

M: A széban forgé korok halmaza azonosithaté a raciondlis szam harmasok
halmazaval. Raciondlis szampédr a tdbldzatos eljards szerint megszdmlalhatéan
sok van. Hasonlé megfontolds miatt, ezért raciondlis szamhérmas is.

2. Igazolja, hogy a pozitiv valés szdmok szamossdga c.

M: Példéul a logaritmus fliggvény kolcsondsen egyértelmiien felelteti meg a
pozitiv valds szdamokat az 0sszes valdsr szamoknak.

7.1.2 Szamossagok rendezésérol

Fontos tulajdonsdg a szamossdgok rendezhetdsége.

Definicié Egy A halmaz szdmossdga kisebb a B halmaz szémossdganal,
ha A kolcsonosen egyértelmiien megfeleltetheté B valamely részhalmazanak, de
maginak B -nek nem. Egy o szdmossdg kisebb a (§ szdmossdgndl, ha egy-
egy reprezentdns halmazuk szdamossagai kozott, rendre, fenndll a kisebb reldcio.
A szédmossagok kozotti kisebb-egyenlo relécié jelentése a szokdsos "kisebb vagy
egyenld". Jelolesek: |A| < |Bl,a < g, |A] < |B|,a<p

Ellendrizhetd, hogy a szamossagok kozotti kisebb reldcié definiciéja nem fiigg
a reprezentdns halmazok vdlasztdsdtol.
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Mar emlitettiik, hogy lehetséges, hogy egy A halmaz részhalmaza B-nek,
szémossdguk mégis megegyezik, azaz A C B -b8l |A| < |B| nem kovetkezik.
Viszont |A] < |B| kovetkezik.

Megjegyezziik, hogy az |A| < |B]| fogalom kapcsolatos a % pontban mér
emlitett "skatulya elvvel" - végtelen halmazok esetén. Definicié szerint ugyanis,
ha létezik egy f injektiv fiigvény A-bol B-be, akkor |A| < |B|.Ez a skatulya elv
kovetkezo véltozatat dltalanositja:ha n kiillonb6z6 dolgot elhelyeziink kiilonb6z6
skatulydkba, akkor a felhasznélt skatulydk szdéma legaldbb n.

Tétel A szémossdgok kozotti < reldcié rendezés a szdmossagokon
Az §llitas a < definiciéjabdl adédik.
Tétel A < reldcié antiszimmetrikus.

A tétel a kovetkezd nevezetes tételnek kovetkezménye:

A tétel a k(.jvetkez(l:,) €EeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeerrIrIIrrIrIrrIrrIIrrIrIrrIrrrIrrIrIrIIrTIIrrIITIITIIITITIITTTTY
tételnek az egyszerti kovetkezménye

Tétel (Bernstein, Schroder, Cantor, Banach) Ha az A és B halmazokra | A|
< |B| és |B| < |A| egyszerre fennall, akkor |A| = |B].

Bizonyfités:

A reprezentans halmazokra igazoljuk a kovetkezot:

Legyen f egy injektiv leképezés A-bol B-bem g pedig legyen egy injektiv
leképezés B-bol A-ba. Megmutatjuk, hogy ekkor A ekvivalens B-vel.

Lemma. Létezik az A halmaznak olyan A = A/ UA”" AANA" =0 ésa B
halmaznak olyan B = B’ U B”, B’ N B"” = () felbontdsa, hogy f(A") = B’ és
g(B//) — A"

Ebbdl a tétel dllitdsa mar kovetkezik, hiszen az A és B kozott keresett egy-
egy értelm{i megfeleltetés a kovetkezo:

ha z € A’, akkor fx

ha z € A”, akkor g~ 'u.

A lemma bizonyitdsa:

A felbontasokat iterdcié segitségével definidljuk.

Legyen X C A tetszbleges halmaz. Képezziik X-re a kovetkezd hX C A
halmazt:

B(X) = A— (g(B — F(X))).(x) -bol

Tekintsiik a kovetkez6é halmaz sorozatot:

AO =Aés An+1 = h(An)

A sorozat segitségével definidljuk elészor az A” halmazt. Meg fogjuk mutatni,
hogy A’ a h leképezés "fixpontja", azaz h(A') = A'.
Legyen A’ := ﬂ A,.

new

Legyen tovéabbd B’ := f(A’), B” := B — B'és A” := g(B").
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Ha A’ valéban fixpontja a h leképezésnek, tehdt h(A’) = A’ akkor (*)-bol
és a definiciékbdl:

B(A') = A— (g(B— f(A) = A— (g(B — B') = A— (g(B")) = A— A7,
azaz A’ = A— A" és az A’, A", B, B” halmazok megfelel6k.

Hatra van megmutatni, hogy A’ fixpontja h-nak.

Bontsuk ki (*)-t "beliilré]" az X = A’ esetben:
fa) = f(mAn) = ﬂf(An) Utébbi egyenléség f injektivitdsa miatt

new new
kovetkezik (nem injektiv fiiggvény esetén ez nem feltétleniil kovetkezik).

Ebbol B” = B — ﬂ f(4,) = U (B — f(Ay)) a deMorgan azonossig miatt.
Alkalmazva az egyen;('jesué}gre g-t, aZtG;apjuk, hogy g(B") = ¢( U (B=f(A,))) =
U g((B — f(A,))) mivel az utébbi egyenléség minden uni(’)rT;e‘iugaz.
newTekintsiik ezutén A’ — U 9((B — f(Ap)))-t. Alkalmazva ismét a deMorgan

new
azonossdgot, ez utobbi.

(A =g((B= f(An) (*)

new

De, figyelembe véve (*)-t (A —g((B — f(4,))) = h(An) = Apta.

Tehat (**) egyenld ﬂ Apy1 = ﬂ A, = A'-vel, azaz h(A’) = A’ valéban.
necw new

qed

Szdmossdagok antiszimmetridjat gyakran alkalmazzuk halmazok szdmossdaga-
nak bizonyitdsdra, azaz |A| = «a -t gy bizonyitjuk, hogy bizonyitjuk |A| < a -t
és |A| > a -t.

Tétel A < a szamossdgokon egy <-rendezés.
Biz. A reflexivitds, tranzitivitds trividlis. Az antiszimmetridt fent igazoltuk.

Megjegyezziik- bizonyitds nélkiil- , hogy < a szdmossdgokon jélrendezés
is, valamint linedris. Igazolhatd, hogy a linearitds tulajdonsdag ekvivalens a
kivélasztési axiéméval.

PELDA

Mennyi a valés szamokbdl készithetd szamsorozatok szamossiga?

M: A széban forgé széamossdg, nyilvan, legalabb c¢. Megmutatjuk, hogy legfel-
jebb c.

A valés szédmsorozatokat injektiv médon leképezziik a valés szamok hal-
mazsaba a tdbldzatos mdédszer segitségével. Elegendd (0,1)-beli valés szdmokat
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tekinteni. Gondoljuk a valés szamokat végtelen tizedes tort alakban és zérjuk
ki a végtelen sok kilencesre végzodo alakokat.
Tekintsiink egy valds szémsorozatot és frjuk fel tablazatos alakban.
0, a1 a2 a3 au
0, a1 ax a3 ax
0, as1 asex ass ass
0, au a2 a43 a4

Rendeljiik ehhez a sorozathoz a kovetkezo tizedes jegy alakot:
0,a11a12a21a31022013014023032041 - - .

Ezekben az alakokban sem szerepelhet végtelen sok kilenecesre végzodo alak.
Kiilonb6z6 sorozatokhoz pedig kiilonb6z6 tizedes alakokat, azaz kiilonb6z6 valés
szdmokat rendeliink. Ezzel a széban forgé halmazt injektiv médon leképeztiik
a valds szdmok halmazdba.

A kovetkez6, rendezésekre vonatkozo tétel, nevezetes szamossdgokra vonatkozik:

Tétel (i) A megszamldlhatéan végtelen a legkisebb végtelen szamosség

(i) Rg < ¢

Bizonyitds. (i) Indirekt. Ha lenne Rg-ndl kisebbvégtelen szamosség, ez azt
jelentené, hogy w-nak lenne olyan H végtelen részhalmaza, amelyik nem felelte-
thetd meg kolesonosen egyértelmii médon w -nak.Viszont a % lemma miatt H
bérmely részhalmaza megszdmldlhaté. Ez ellentmondés.

(i) Rg < ¢ nyilvdnvals, elég megmutatni, hogy Ry # ¢

Elegendd megmutatni, hogy a (0,1) -beli valés szdmok szdmossdga nem
megszamldlhaté. Mar hasznaltukt, hogy a valds szdmok egyértelmiien felirhaték
végtelen tizedes tort alakban, ha nem engediink meg végtelen sok kilencest
egymds utdan a tort végén.

Indirekt, tegyiik fel, hogy [(0,1)] = Rg. A végtelen tizedes tortek (amelyek
nem tartalmaznak hétul végtelen sok kilencest) végtelen tablazatba irhatok:
lasd a fenti % tébldzatot.

Definidlni tudunk egy olyan (0, 1) -beli valés szdmot, amelyiket nem soroltunk
fel, ez ellentmondas. Ezt a szdmot ugy kapjuk, hogy az atléban taldlhato je-
gyeket rendre megvéltoztatjuk, kilencestdl eltérd értékkeé.

q.e.d.

7.1.3 Miveletek szamossdgokkal

Definicié Az « és [ szamossdgok « + 3 tsszegén értjiik diszjunkt reprezenténs
halmazok unidjédnak szamossdgit. Az « és 8 szdmossdgok « - 3 szorzatan értjiik
A és B reprezentans halmazok AxB direkt szorzatdnak szamossagat.
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Megmutathaté, hogy a fenti definicidk fiiggetlenek a reprezentans halmazok
valasztasatol.

Szamossdgok mfiiveletek eredményének meghatdrozasdndl haszndlhatjuk a
definiciot, illetve hasznalhatunk méar ismert miiveleti értékeket.

Tétel

(1) Ro+Rg = Rg

(i) Ng - Ng = Rg

A tétel hasonléan igazolhaté, mint ahogyan az, hogy a raciondlis szamok
szamossdga No.

A kovetkezdkben a tétel dltalanositasaival foglalkozunk.

A tétel nyilvan dltaldnosithato, teljes indukcié segitségével, véges sok kom-
ponensre. Altaldnosithaté-e végtelen sok, példaul Xg sok komponensre?

Tekintsiik elészor (ii)-t. Konnyi latni, hogy Rg - R - Rg - ... nem megszdmlal-
hat6. Ennek a halmaznak ugyanis reprezentdnsa példdul a természetes szémok-
bdl all6 végtelen sorozatok halmaza. Azonban mér a 0 és 1 értékekbdl 4116 végte-
len sorozatok halmaza sem megszémldlhaté, hanem kontinuum szamossigu,
hiszen azonosithaté a avlés szémokkal.

(i)-re godolva, azonban az éltaldnositds sikeres:

Tétel Megszamlalhaté sok megszamldlhaté halmaz uniéjanak szdmossdga
szintén megszamlalhato.

Biz. Rendezziik a megszamlalhaté sok halmazt egy tédbldzatba. A tdbldzat
elemeit 4tlés modszerrel sorozatba rendezhetjiik. A széban forgé unié a tablaza-
tot képez6 elemek halmazédnak részhalmaza, amelynek szamossdga a % Lemma
értelmében szintén megszamldlhato.

q.e.d.

Rovidesen ldtni fogjuk, hogy igaz a % tétel azon dltaldnositdsa, amikos a Rg
szdmossagot c-re cseréljiik.

FELADATOK

1. Mennyi az egész szédmokat tartalmazé 5x5-s matrixok szamossdga?

M: A sz6ban forgé métrixok azonosithaték a 25 dimenzids, egészeket tartal-
mazé vektorokkal. Utébbiak szdmossdga megegyezik a Z2°

halmaz szémossdgaval, ahol Z jeloli az egész szamokat. |Z2°| = Rg a % tétel
(ii) pontjanak ismételt, 25-szori alkalmazdsa miatt.

2. Legyen A egy véges halmaz, példul n elemii.. Mennyi az A elemeibdl
készithetd véges sorozatokosszességének szamossdga?
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M: Rogzitett k-ra véges sok ilyen k-sorozat van. Az Osszes véges sorozat ezek
megszdmldlhaté (diszjunkt) unidjaként &8ll eld, ezért a fenti % tétel értelmében
a keresett szdmossdg N.

3. Mennyi a racionélis szamokbdl készithetd véges sorozatok szdmossdga?

M: Rogzitett k-ra RE ilyen sorozat van, azaz % (ii) miatt Ry sok. Az 6sszes
véges sorozat ezek megszamlalhaté (diszjunkt) uniéjaként 4ll eld, ezért a fenti
% tétel értelmében a keresett szamossdg No.

4. Mi az egy adott véges halmazbdl készitheto végtelen sorozatok tsszességének
szamossaga?

M: A kérdezett szdmossag a c. Ugyanis megegyezik az n alapui szdmrend-
sezrben felirt vads szamok szédmossagaval.

4. c-c="?

M: A kérdezett szédmossdg c. Ugyanis, egyrészt ¢ < ¢ - ¢, mésrészt, tekintsiik
példdul a (0,1) -beli valésak végtelen tizedes tortjeibdl dll6 szampdrokat. Egy
ilyen (0,a1as..., 0,b1ba,...) szdmpdrhoz hozzdrendelhetjiik a 0,a;biasbs ...
“osszefésiilt” valos szamot. Ez egy injektiv leképezés (0,1) -be. Ezért ¢ - ¢ <
c.Ezért c-c=c.

A kovetkez6 tétel az elézd tétel (i) részének altaldnositdsa:
Tétel (a szdmossdg aritmetika alap tétele)

a-a=q
tetszdleges végtelen szdmossagra.

A tételt nem bizonyitjuk.A tétel véges sok komponensere is dltaldnosithato.
Igazolhatd, hogy a tétel ekvivalens a kivélasztdsi axioméval.

"o

Megmutathaté, hogy az elézd tétellel ekvivalens a kovetkezd, amennyiben
legaldbb az egyik szdmossdg végtelen:

Tétel a + 8 =« - f = max{a, S}.

ahol « és 3 tetszbleges végtelen szdmossdagok.

Példaul, a tétel kovetkezményeként

No+c=¢, Ng-c=c¢, c-c=c, sth.

Definicié Az o szdmossdgon értjiik az AP halmaz szamosségat, ahol A és

B az « és [ szamossdgok egy-egy reprezentans halmaza..

A definicié ebben az esetben sem fiigg a reprezentdns halmazoktol.
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Az of hatvény fontos esete a 27 hatvany.

Igaz a kovetkezo:
Tétel 2% = ¢

Blzonyitds: Ugyanis 2%°-t tekinthetjiik, mint a lehetséges 0-1 sorozatok
Osszességét. Ekkor példdul a (0,1)-beli valss szamok digitélis alakjéra gondolva
(kizérva a végtelen sok egyesre végzédoket), kapjuk hogy ¢ = 2%0.

q.e.d.

20-t a {0, 1}B halmaz reprezentélja, azaz P(B). Ugyanis minden B-n értelmezett
0 — 1 értéki fiiggvényhez rendelheté B-nek egy részhalmaza és forditva B min-
den részhalmazahoz rendelhetd egy B-n értelmezett 0 — 1 értékil fiiggvény. A
P(B) hatvinyhalmazhoz kapcsolédik a kovetkezd fontos tétel:

Tétel |B| < [P(B)|

Biz.

Nyilvdnvalé, hogy |B| < |P(B)|, ezért elég igazolni, hogy |B| # |P(B)]|.
Indirekt, tegyiik fel, hogy |B| = |P(B)|. Ekkor létezik B-r8l P(B)-be képezd
egy-egy értelmii f fiiggvény. Tekintsiik a kovetkez6 B = {a:a ¢ fa} halmazt
(B esetleg lehet iires is). Mivel B C A ezért B is hozzdtartozik f értékkes-
zletéhez, azaz van olyan b € A, hogy fb = B. Két eset van: b € B, vagy b ¢ B.
Ha b € B, akkor b ¢ fb. De fb = B, ezért b ¢ B, ez ellentmondds. Ha b ¢ B,
akkor B definicija miatt b € fb. De fb = B miatt, b € B kovetkezik, ami
szintén ellentmondds. Tehdt |B| # |P(B)|, azaz |B| < |P(B)| kovetkezik.

q.e.d.

A tétel kovetkezményei

o A tételt dtfogalmazva szdmossdgokra:

p<28 (%),
azaz, Ng < 280, = ¢

e barmely szdmossdgnal van nagyobb szidmossig

Hires probléma az, hogy létezik-e szamossdg [ és 28 kozitt, azaz létezik-e
olyan v szdmossdg, amelyre 8 < v < 2°. Ezt a problémét nevezziik dltaldnos
kontinuum hipotézisnek. Specidlis esete a § = Ng, ezt a problémat kontinuum
hipotézisnek nevezziik. Cohen igazolta, hogy az dltaldnos kontinuum hipotézis
fiiggetlen a halmazelmélet szokdsos axiémaitol.

(*) -bol kovetkezményként kapjuk a mér bizonyftott Ny < ¢ dsszefiiggést,

Hatvényokra igaz a kovetkezo:
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Tétel (o) = a7

A tételt nem bizonyitjuk

Erdekesek dltaldban az o0 alakd hatvanyok, ugyanis ezek reprezentans hal-
mazai az A-bol készitett sorozatok (kozonséges végtelen sorozatok) osszessége,
ahol |A4] = a.

FELADAT

Ny =?

Mo e = [2%] < [RP| < [eto] = [(@N)e] = [(@)% o] = 2% = ¢ Az
utolsé lépéseknél hivatkozhatunk arra is, hogy a fentiekben igazoltuk, hogy a
valés sorozatok szdmossédga c, .azaz |cN°| =c.

Végiil, felvetédik a kérdés: mi kapesolat rendszamok és szamossdgok kozott?

Ellen6rizhetd, hogy szdmossdgok specidlis rendszdmok: az egymdssal ekvi-
valens rendszdmok kozott a legkisebbek. Megmutathaté, hogy a rendszémok
rendezése kiterjesztése a szamossdgokénak és ez a rendezés is jélrendezés.

7.2 Axiomatikus halmazelmélet

A matematika legtobb teriiletén természetesnek és adottnak tartjuk az ax-
iomatikus felépitést (pl. valés szdamok, linedris algebra, valésziniiségszdmitds,
stb.). Az egyetemen szinte minden matematikdt, végs6 soron, axiomatikus
megkozelitésben tanulunk, ez onmagdban is indokolna a halmazoknadl is az ax-
iomatika felmutatdsit. Rdaddsul indokolja itt az axiomatikit az a kozismert
tény, hogy a halmazelmélet “naiv” megkoszelitése logikai ellentmondésokat pro-
dukal. A halmazok elméleténél azonban sokan, akik matematikdval foglalkoz-
nak, az axiomatikdt dltaldban nem haszndljdk, vagy kissé oncéli okoskodds-
nak tartjék, noha jogossdgdat nem tagadjak. Pedig ha a matematika gyokwr-
wit illetdéen valamiben bizonytalanok vagyunk, vagy kételyiink tdamad, akkor
dltalaban az axiomatikus halmazelmélethez tanacsos fordulni, a problémét ab-
ban érdemes elemezni.

A "naiv" halmazelmélet szabadsdgaval szemben, ahol "mindent sz-
abad" kivéve egynéhany dolgot, ami nem megengedett, az axiomatikus
halmazelméletben “minden tilos”, ami nem megengedett.

Miér emlitettiik, hogy a halmazok bemutatdsédndl ebben a jegyzetben is azt
az elfogadott eljardst alkalmazzuk, hogy a “naiv halmazelméletet” kovetjiik, de
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kontrollaljuk az axiomatikdval. Igy a szemléletességet is megtartjuk, de igyek-
sziink kikiiszobolni az ellentmondédsukat. Ennek az eljarasnak része a jelen pont,
a tiszta axiomatika bemutatdsa. (14sd Hajnal-Hamburger)

A halmazelmélet bemutatdsdra gyakori az az eljaras, hogy a “nad”
megkozelitést kontrollaljuk az axiomatikus felépitéssel, tehat egyfajta kozéputat
valasztunk (ilyen tdrgyalds pl. Hajnal-Hamburger).

Mér bevezettiik az elsérendfi (formélis) nyelv fogalmat, ezért pontosabban
meg tudjuk fogalmazni a halmazelmélet axiémait (az axiomatika dltaldnos és
fomalizalt fogalméra nézve 14sd a % pontot). Ebben a fejezetben az “axiomatika”
mtuitiv megkézelitésére épitiink, mint azt dltaldban is tessziik a matematikas
gyakorlatban.

A halmazelmélet nyelve elsérendii nyelv, amely egy kétvédltozds reldcié szim-
bélumot tartalmaz, az € szimbdlumot..Az axiomatikus halmazelméletben hal-
maznak az eleme is halmaz. Az.axiémék a halmazok tsszességére vonatkoznak.

Az ugynevezett Zermelo-Frankel féle axiomatikus halmazelmélet (ZF) elsé
hat axiémadja::

0. Ures halmaz axiéma

Jr-Iy(y € )

1. Meghatdrozottsdgi axioma:

VaVy(Vu(u € z s u €y) <z =y)

Két halmaz pontosan akkor azonos, ha elemeik megegyeznek.

2. Pér axiéma:

VaVy3zVu(u € z s u=xVu=y)

Bérmely két halmazhoz létezik olyan halmaz, amelynek pontosan ez a két
halmaz az eleme.

Megj. definidlhatjuk a tartalmazést....

3. Hatvdnyhalmaz axioma:

VeIyVu(u € y — Yo(v € u — v € z))

Barmely x halmazhoz létezik egy olyan y halmaz, amelynek elemei pontosan
az x halmaz részhalmazai.

4. Unié halmaz axiéma:

VedyVu(u € y < Fv(u € v Av € 1))

Halmazok egy tetszOleges x halmazahoz létezik olyan y halmaz, amelynek
elemei pontosan azok a halmazok, amelyek valamely z-beli halmazhoz hozzédtar-
toznak. Azaz, ha a halmazok elemeit egy halmaz elemeivel indexezziik, akkor
a szokdsos unié is halmaz. Mivel igy mindig kiilonb6z6 elemek generalédnak,
ismételten alkalmazva ezt a tulajdonsigot, kapjuk, hogy a halmaznak végtelen
sok eleme van.

5. Végtelen halmaz axiéoma:
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Fz(Fu(u € zAVV(v ¢ u)) AVu(u € 2 — Fv(v € zAVw(w Ev - w E UV w =
u))))

Van olyan nemiires x halmaz, amelynek az iires halmaz eleme és ha az u
halmaz eleme, akkor eleme az v U {u} halmaz is.Mivel igy mindig kiilsnboz6
elemek generdlédnak, ismételten alkalmazva ezt a tulajdonsdgot kapjuk, hogy a
halmaznak végtelen sok eleme van.

(mivel az uU{u} miiveletet végtelen sokszor tudjuk ismételni, ezért a halmaz
végtelen).

6. Helyettesitési axioma (séma)

Tegyiik fel, hogy a ¢ formula szabad véltozéi: z,y, z,wy, ... w,. Ekkor

VzVw; ... Yw, Vo € z lyp — FuVz € z Ty € u y)

ahol Vz € z « roviditi a Va(z € z A ) formulat, 3! roviditi a “létezik egy és
csak egy” kvantor és Jy € u @ roviditi a Jy(y € u A ¢) formuldt

A tulajdonsag jelentése az, hogy ha minden z-hez van pontosan egy y hal-
maz, amelyre ¢(z,y) teljesiil (a szabad véltozék barmely értékére),akkor van
egy olyan (univerzdlis) u halmaz is, hogy minden a-re van olyan y € u, hogy
o(z,y) teljesiil, azaz, ha ¢(x,y) fliggvény, akkor értékkészlete is halmaz.

A helyettesitési axioma alkalmazdsa széleskorii. Példaul ezen axiéma segit-
ségével lehet bevezetni halmazok kereszt szorzatdt, illetve ezen axiém&bdl
kovetkezik, hogy a tobbdimenziés halmazok "vetiiletei" is halmazok.

A halmazelmélet nyelve minimalis. De a halmazelméletben és a matem-
atikdaban is szamos mds jeldlésre, fogalomra van még szikségiink. Sziikségiink
van példaul reldcidkra, fiiggvényekre.

Sziikség van példdul az x C y reldcidra.

A C reldcié bevezetése a kovetkezdképpen torténik. A nyelv jeleihez hoz-
zdvessziik a C jelet és az axiémdkhoz hozzdvessziik a C relaciét definidlo

VaVy(z Cy « Yu(u € z — u € y) (8)

formulédt, mint definidlé axidmdt. Mindez tulajdonképpen az x C y :=
Yu(u € x — u € y informalis definicionak felel meg!

Sziikségiink van fiiggvényekre is, példdul a P(x) hatvanyhalmaz képzésre,
vagy az unié képzésre, vagy a () rendezett par képzésre. fiiggvényt vezetiink be
(definidlunk), akkor ez, a reldcick bevezetésével szemben, két 1épésben torténik
azaz, 2 axiéméval. Egy egzisztencia-unicitds axiémaval és egy definidlé axiéma-
val.

Példédul tekintsiik a P(x) (hatvdnyhalmaz képzés esetét:

A 3. axiéma biztositja a hatvanyhalmaz létezését, de ennél tobb is igazolhaté
(az 1. axiéma segitségével):
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VeIlyVu(u € y < Yo(v € u — v € 1)) (9)

ahol a 3! azt jelenti, hogy egy és csak egy létezik (ez is kifejezhetd kozonséges
kvantorokkal). Ez az egzisztencia-unicitds axiéma.
A definidl6 axiéma pedig, méar a C reldcié birtokdban, ez:

VaVy(y € P(z) < y C x) (10)

A fent bevezetett jelolések csupan informadlisak, tehat C vagy P nem tar-
tozik a halmazelmélet nyelvéhez, tehdt a fenti 8 és 10 axiémdk nem formulai a
halmazelméletnek.

A rendezett par bevezetésérdl mar sz6 volt a % pontban. A () jelolést ha-
sonléan vezethetjiik be.

1 Ures halmaz definiciéja:

Az egzisztencia-unicitds tulajdonsdg:

ANzx—Jy(y € z)

A definicié

—~Fy(y € 0)

2. Formalizaljuk azt a tulajdonsdgot, hogy az x halmaz egy bindris relacid,
felhaszndlva a () rendezett par fogalmat:

Rel (z) < Yu(u € z A Fvw(u = (v, w)

A halmazelmeélet hetedik axiémédja az ugynevezett regularitdsi axioma,(*)

Ve[Fy(ly € x) » Jy(ly e x A—-Fz(z € x Az € y))]

amelytdl azonban sokszor eltekintenek. A regularitdsi axiéma vezet el ahhoz a
kérdéshez, hogy milyen struktira elégiti ki a halmazelmélet eddigi ((0)-((vii))
axiomdit? Egy vagy tobb ilyen struktira létezik-e? Mér maga a kérdés is
paradoxnak t{inhet, hiszen a struktira klasszikus fogalma maga is tartalmazza
a "halmaz" fogalmdt. FEzt a paradoxont tgy lehet feloldani, hogy itt nem
"klasszikus" struktirarél van szé, hanem specidlis, dgynevezett "szintaktikai"
strukturakrol. Az egyértelmiiségre az a vélasz, hogy nem csak egyetlen a hal-
mazelmélet tobbi axiéméjdt kielégito ilyen struktiira létezik. Roviden azt mond-
hatjuk, hogy mem csak egyetlen halmazelmélet létezik. A vélekedések megos-
zlanak a tekintetben, hogy kell-e és lehet-e egyértelmiisiteni a halmazelmélet
szoban forgé{x, y} axiomait kielégitd "vildgot". Ilyen egyértelmiisitésre szolgdl
a regularitdsi axiéma, amely a halmazelmélet olyan megszoritdsdhoz vezet, hogy
a halmazokrdl feltételezi az ugynevezett "jolfundéltsdg" tulajdonsdgot, amely a
halmazokat egyetlen "hierarchidba" rendezi. Ezt itt most nem részletezziik.

Gyakran tekintik egy ZF axiomdnak a belefoglaldsi axiomdat (vagy részhal-
maz axiomdt):
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VzAyVez(x € y < x € 2 A (z)) -t igazoljuk
Errél a tulajdonsagrél mar szé volt a % pontban. Hatrdny, hogy nem
egyetlen axiéma, hanem axiéma séma.

A halmazelmélet "tiszteletbeli" axiémaja a kivdlasztdsi aridma Informélisan
maér megfogalmaztuk a % pontban. A kivdlasztdsi axiéma nem Zermelo-Fraenkel
axiéma, de a matematika nagy részében alkalmazzuk és inkdbb az szdmit érdekessé-
genek, ha egy-egy mélyebb &llitds bizonyitdsdhoz nincs rd sziikség (szoktdk
helyette a jolrendezési tulajdonsagot is axiémanak tekinteni). Akik a kivélasztdsi
axiémat elkiilonitik a ZF axiémédktsl arra hivatkoznak, hogy sokkal kevésbé
elemi, mint azok.A kivdlasztdsi axiémédval bévitett Zermelo-Fraenkel axioma,
rendszerét Z FC-vel jeloljiik.

Emlitettiik a % pontban a kontinuum hipotézist. A kontinuum hipotézis
allitdsa nevezetes fiiggetlen allitds a Z F'C-tol.

FELADATOK

Szamossdgok:

- Igazolja, hogy a szdmegyesen legfeljebb megszamlédlhaté sok diszjunkt in-
tervallum vehet6 fel (6tlet: mindegyik tartalmaz raciondlist)

- igazolja, hogy a sikon legfeljebb megszdmlalhaté paronként diszjunkt kor-
tartoméany vehet6 fel

- Igazolja, hogy a szdmegyenes felbonthaté kontinuum sok diszjunkt kontin-
uum szamossagu halmazra (6tlet a ~ b ha |a — b| racionglis

- igazoljuk, hogy a gomb feliilete kontinuum sok pontbdl all (stlet: legaldbb,
legfeljebb)

- Cantor halmaz: kihagyjuk a (0,1) intervallum kozéps6 nyilt harmadét,
majd a fennmaradd két intervallum kozépsé nyilt harmadét, majd a fennmaradé
intervallumok kézéps6 nyilt harmadér, stb. Mi a szdmossédga az igy fennmaradé
Cantor halmaznak?

Axiomatikus halmazelmélet:

1. Formalizélja azt a halmazelmélet nyelvén, ()-t is haszndlva, hogy
a) az = halmaz egy egyértékii reldcio.

M: Egyértékii(z) <« YW ({u,v) € x A (u,w) € t — v =w)

b) « halmaz egy fiiggvény

Megj: Fiiggvény [ z)—Rel(z)AEgyértékii(z {}

c){z:xz ey AP(x)} egy halmaz.

2. Milyen definiciékkal vezetjiik be
a) az {z,y} halmaz pédr fogalm4t?
b) a két tagui unié fogalmat?

- Egyéb egyszerii formalizdlasok

- Bevezetés definicidkkal
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ELLENORZO KERDESEK:

1.Lehetséges-e az, hogy egy halmaz és valamely valédi részhalmazdnak sza-
mossiga megegyezik?

2. Melyik igaz: egy szamossag egy specidlis rendszam, vagy forditva, egy
rendszdm egy specidlis szdmosség.

3. Mit értiink rakovetkezd rendszdamon (illetve szdmossdgon), illetve limesz
rendszdmon (illetve szdmossdgon)?

4. Hogyan kapjuk meg egy « rendszambdl a+1 -t? (ugyanez szamossdgrall)
|3« =7
jw| =7
. Létezik-e jolrendezése a raciondlis szamoknak?
. Hogyan szdl a szédmossdgok trichotémia tulajdonsdga?
. Igaz-e, hogy a- 8 = ha a < 37

© 0O W

1. Hogyan vezetjiik be a részhalmaz reldciét az axiomatikus halmazelmélet-
ben?

2. Hogyan vezetjiikk be a hatvdnyhalmaz fiiggvényt az axiomatikus hal-
mazelméletben?

3. Halmazt alkotnak-e a szdmossagok (rendszdmok)?

4. Emlitsen a ZFC-t6] fiiggetlen tulajdonsdgokat (axiomékat)

5. Igaz-e, hogy halmaz eleme csak halmaz lehet az axiomatikus halmazelmélet-
ben?

6. Honnan deriil ki az axiomatikus halmazelméletben az, hogy valami egy
valédi osztaly??

7. Emlitsen olyan axiémét, amelyik séma és nem egyetlen axiéma.
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8 A szamfogalomrél

Nem célunk itt, hogy a kiilonb6z6 szémfogalmakat részletezziik. Ez megtorténik
dltaldban az Analizis, vagy az Algebra témakorokben, de a szdmok kezelését
illetéen épithetiink a kozépiskolai tanulmanyokra is. Csupén rovid dttekintést
adunk az egyes szamfogalmak bevezetési lehet6ségeirdl és felsoroljuk néhany
fontos tulajdonsdgukat. Egyediil a nem-standard szam fogalmat tdargyaljuk kissé
részletesebben, mert ennek ismertetése altaldban nem tartozik a hagyomanyos
bevezetésekhez.

8.1 Természetes szamok, egész szamok

A természetes szdmokkal kapcsolatos gyakori félreértés, hogy bevezetésiik nem
igényel sok faradsdgot, mivel a természetes szamok létezése és mibenléte annyira
nyilvdnvalg.

A természetes szamok egyik lehetséges bevezetése mellékterméke a véges
halmazok elméletének, amely utébbi egy 1ényegesen korldtozott halmazelmélet.

Masik szokdsos bevezetés az axiomatikus, azaz a Peano axiémaékkal térténd
bevezetés. Azonban ez sem konnyebb 1t az eléz6nél, mivel itt igazolni kell a
Peano axiéma rendszer ellentmondéstalansagét lehetdleg elemi esszkozokkel.

A természetes szamok bevezetése utan az egészek bevezetése mar konnyfi.

8.2 Racionalis szamok

A racionilis szdmok bevezetése a tobbi ismert szimfogaloméhoz képest viszony-
lag egyszerii. A raciondlis szdmokhoz az egész szamok ismeretében a multiplikativ
inverz sziitkségessége (és dltaldban a szorzds invertalhatésdgdnak sziikségessége)
vezet . A raciondlis szdmokat, formalis (p, q) (% -nak megfelel8) rendezett szdm-
paronként vezetjiik be, kiterjesztve az egész szamokon ismert miiveleteket.Az
eljardst nem részletezziik. A raciondlis szdmok tgynevezett rendezett testet
alkotnak, azaz testet, amelyen adott egy linedris rendezés.

A racionilis egyik fontos tulajdonsiga, hogy rendezésiik sfirfi.

A racionalis szamok bovitését példaul az teszi sziikségessé, hogy a hatvény-
ozds nem invertalhat6, azaz példaul az ™ = r (ahol r raciondlis szdm) egyenlet
altaldban nem megoldhaté a raciondlis szdamok koérében. A racionalis szamok
bévitését az is indokolja, hogy a raciondlis szdmok struktiurdja nem teljes, azaz,
az dnmagukban konvergens (Cauchy konvergens) sorozatoknak nem feltétleniil
létezik hatarérértéke a raciondlis szamok kozott.
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8.3 Valés szamok

A széamfogalom fejlédésénél technikailag taldn a valés széamok létrejotte a leg-
nagyobb 1épés.

Szokdsos bevezetés az axiomatikus bevezetés. Ez a test axiomékkal torténik
(lasd %), plusz a supremum tulajdonsag (barmely korlatos szamhalmaznak van
legkisebb felsé korldtja, azaz supremuma). Ez esetben azonban be kell l4tni,
hogy az axiomadk kielégithettek (ezért a Godel teljességi tétel értelmében ellent-
mondéstalanok, 1d4sd %)

Az egyik gyakran alkalmazott szemantikai bevezetés az tigynevezett Dedekind
szeletek alkalmazdsa.

Misik elterjedt bevezetése a valés szdmoknak az tigynevezett teljessé tételi
eljards, azaz a raciondlis szamok teljessé tétele. Ezt az eljardst vazoljuk. A
kovetkez6 1épésekben torténik:

1. Tekintsiik az énmagukban konvergens raciondlis szamsorozatokat. Ezek
kozott definidlunk egy ~ reldciot:

Legyen (r,) ~ (pn) akkor és csak akkor, ha az (r, — p,) sorozat 0— sorozat.

~ nyilvdn ekvivalencia reldcié, tehat sorozatok ekvivalencia osztélyait definialja.
Azonositsuk ezen ekvivalencia osztélyokat a bevezetendd valds szamokkal. Jelslje
az (ry,) sorozatot tartalmazé osztélyt, azaz valés szémot (r,,)*.

2. A fenti ekvivalencia osztédlyokon, azaz a valds szdmokon, definidljuk a
valés miiveleteket és a < reldciot.

Ezt az osztdlyok reprezentédns sorozatai segitségével végezziik. Példdul legyen

Ez értelmes, mert beldthato, hogy (r, + pn.) is konvergens tnmagédban,
tovabbd a definicié nem fiigg a vélasztptt reprezenténs sorozatoktdl.

(rn)* > 0 legyen akkor, ha r,, > 0 valamely indextl fogva.
(rn)* > (pn)* legyen akkor, ha (r, — p,)* >0
Belathato, hogy ezek a definiciék sem fiiggenek a reprezentédns sorozatoktol.

Ezzel definidltunk egy valés tipusu struktirdt..Jelolje:

R=(R,<,+,-,—,0,1)

ahol R a valés szdmok halmaza.

A raciondlis szémok ebben a struktirdban a racionalis szamokhoz konvergdlés
orozatokat tartalmazé osztdalyok. A miiveletek kiterjesztései a racionalisokon
értelmezett miiveleteknek. Igazolhaté, hogy ez a struktira kielégiti a valds
szdmok szokdsos axiéomait.
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A teljesség igazoldsanak vazlata: Kiterjesztjiik a a raciondlis szdmsoroza-
tokra értelmezett fenti ~ ekvivalencia reldciot a valds szémokbol &ll6 szam-
sorozatokra. Ez megtehetd, hiszen a miiveletek kiterjesztése utdn a valds szémok-
bél all6 sorozatok Cauchy konvergencidja mar definidlhaté. Ezutén igazoljuk,
hogy minden ilyen tj osztdly tartalmaz raciondlis szémsorozatot, azaz igazoljuk
azt, hogy minden valés szamsorozathoz taldlunk olyan raciondlis szdmsorozatot,
hogy az vele ekvivalens, azaz, kiilonbségiik Cauchy nulla sorozat. Ez a racionélis
szdmsorozat dltal definidlt valds szdm lesz a valés szémsorozat hatarértéke.

A valés szémok tehdt teljesek és rendezett testet alkotnak (lasd % fejezet).
Igazolhat6, hogy a teljesség tulajdonsag és a sup tulajdonsdg ekvivalensek (ldsd
% feladat) Tovabb4 az is beldthat6, hogy a sup tulajdonsdggal rendelkezd testek
izomorfak, azaz jogos a valds szdmokat, mint sup tulajdonsdgal rendelkez6
testeket definidlni (feltéve, ha igazoltuk ilyennek a létezését)

A wvalds szdmok néhdny tovdbbi nevezetes tulajdonsdga:

A valés szadmok is sfiriin vannak. Tovabbd, barmely két valds szdm kozott van
racionélis szdm és forditva, barmely két raciondlis szdm kozott van irracionélis
szdm.Ugyanis barmely intervallum megszdamldlhaté sok raciondlis és ezért kon-
tinuum sok irracionélis szdmot tartalmaz.

Cantor tulajdonsdg: Tekintsiik egymadsba skatulydzott zart intervallumok
(o]

egy végtelen sorozatét [ar,b1] 2D [ag,b2] D ... [an,by] 2 ... Ekkor ﬂ [, bn] #

0.

n=1

Tétel. A sup tulajdonsdg és a Cantor tulajdonsig ekvivalensek.

o0
Biz.  Tételezziik fel elészor a sup tulajdonsdgot. Igazoljuk, hogy ﬂ
n=1
[@n, by] # 0.Az (a,,) sorozat monoton névekedd és nyilvdn korldtos, ezért van egy
A hatérértéke a sup tulajdonsdgot kihaszndlva. Ugyanez igaz a (b,) monoton
csokkend sorozatra is, legyen a hatdrérértéke B. Ha A < B, akkor készen
vagyunk. Ha A = B, .akkor az (a,) vagy a (b,,) sorozat nem éri el a hatarértékét,
mert ha mindkettd elérné, akkor elég nagy indexre elfajult intervallumok lép-
npnek fel. Mivel az egyik sorozat nem éri el A = B -t, ezért ez esetben ez a
pont az intervallumok kozos pontja.
Tételezziik fel a Cantor tulajdonsdgot. Igazoljuk a sup tulajdonsagot. Legyen
H egy feliilrdl korldtos valés szamhalmaz. Legyen h € H tetszleges rogzitett
és legyen K egy tetszoleges felsd korlatja H-nak. Tekintsiik a [h, K] interval-
lum felezépontjat hi-t. Ha hy € H, akkor tekintsiik a [hy, K] intervallumot,
ha hy ¢ H akkor pedig a [h, hq] intervallumot. Ezutdn felezziik meg az igy
keletkez6 intervallumot és folytassuk az eljardst. Egymaésba skatulydzott zért in-
tervallumok sorozatét kapjuk, amelyek hossza 0-hoz konvergil, ezért a Cantor
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tulajdonsag miatt tartalmaznak egy és csak egy A pontot. Azt &llitjuk, hogy
ez lesz supH. Az A szdm fels6 korldtja H -nak, mert ha nem igy lenne, akkor
létezne t € H olyan, hogy A < t. Viszont a konstrukcié miatt A tetszélegesen
kozelitheto feliilrol felsd korldtokkal, ezért létezne olyan K fels6 korlédt, amelyre
A < K; <t ellentmondédsban azzal, hogy K egy felst korl4t.

A alegkisebb felst korlat, mert ha K7 < A is fels6 korlat lenne, akkor létezne
t € H "elég kozel" A-hoz, azaz létezne K1 < t € H ellentmonddsban azzal, hogy
K fels6 korlét..

q.e.d.

A valds szdmok rendelkeznek az Archimedesi tulajdonsaggal:
Archimedesi tulajdonsdg: Ha x pozitiv valés, akkor barmely y valdshoz
létezik olyan természetes n € N hogy y < n - x.

Algebrai szdmoknak nevezziik az egész egyiitthatés polindmok gyokeit. A
nem algebrai szémok a transzcendens szdmok.

Tétel: létezik transccendens szam.

Ehhez elegendé meggondolni azt, hogy az algebrai szdmok csak megszam-
ldlhatéan végtelen sokan vannak a kontinuum szdmosségui valés szémok kozott.
Ugyanis rogzitett n-re megszdmlalhatéan sok egész egyiitthatds poliném létezik,
mivel az egylitthat6ikbdl képezett rendezett szam (n+1)-sek megszamlalhatéan
vannak. Az algebra alaptétele értelmében, minden n-ed foku polinémnak legfel-
jebb n valds gyoke lehet, ezért az n-ed fokud egész egyiitthatds polinémok gyokei
is legfeljebb megszamlalhatéan sokan vannak. Attérve az dsszes egész egyiit-
thatés polinémra azt hasznaljuk, hogy megszamldlhatéan sok, megszdmldlhaté
halmaz uniéja is megszamlalhato.

Erdekes tulajdonsdga az irraciondlis szémoknak a kovetkezo:

Tétel Barmely ¢ irraciondlis szdmhoz van olyan % raciondlis szdm, hogy

i <@

Biz. Tekintsiik az {i},{2i},{3i},...{ni} szdmokat, ahol {} itt a tortrész
fliggvényt jeloli és n rogzitett pozitiv egész. E szdmok beleesnek valamely
(%, ~) intervallumba, ahol n = 1,2,...n. Tehdt, n + 1 szdm beleesik n
intervallumba, azaz valamelyik intervallum legaldbb 2 szdmot tartalmaz - a

"skatulya-elv" értelmében. Igy léteznek olyan 0 < k < m < n egészek, amelykre
[{mi} — {ki}| < 1 < L, amibél kovetkezik ‘z —pal o

an’ a2

q.e.d.
Megjegyezziik, hogy konnyii beldtni, hogy nem csak 1, hanem végtelen sok
a tétel-beli tulajdonsagu % szam is létezik.

E gy A halmaz részhalmazainak H-~, v € I rendszere tartalmazkodd, ha
barmely v1 # vo-re H,, C H,,, vagy H,, C H., teljesiil Megszdmldlhatéan
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végtelen halmazrendszerek, azaz H;,1 = 1,2, 3, .. .esetén a halmazrendszer vagy
H1 QHQ gHggvagy Hl QHQ 2H3 ... alak.

Nyilvdnvalé, hogy példdul a természetes szamoknak 1étezik megszamldlhato,
tartalmazkod6 halmazrendszere. Ilyen példdul a H; = {1,2,3,...4} rendszer.
Latszolag ennél "finomabb" tartalmazkodé rendszer nem létezik, azaz azt se-
jtjik, hogy nem lehet példdul kontinuum szdmossagu ilyen rendszer. A kévetkezd
tétel azonban ennek ellenkezdjét dllitja. Ez ugyan nem a valés szdmok tulaj-
donsdga, de a valésak viselkedésének egy kovetkezménye:

Tétel A természetes szamoknak létezik kontinuum szdmossagu tartalmazkodo
halmazrendszere.

Biz:A rendszert két tény birtokdban definidlhatjuk. Az egyik tény az, hogy az
irraciondlis (a nem raciondlis) szamok kontinuum sokan vannak. A mésik tény
pedig az, hogy a raciondlis szamok megszdamlalhatéan sokan vannak. Az egysz-
eriség kedvéért szoritkozzunk csak pozitiv szamokra. Legyen f a természetes
szamokat a pozitiv raciondlisok halmazdba képezb egy-egy értelmii leképezés
(ilyen létezik). Legyen v egy rogzitett pozitiv irraciondlis szém. Definidlja a
természetes szamok H., részhalmazat a kévetkezd

H,:={n:fn<~v}

H., egy kontinuum szdmossdgi halmazrendszer és kiilonb6zé y-kra kiilon-
bozok a tagjai. Tovdbbd, nyilvdn tartalmazkodd, hiszen barmely v, < 7q-re
H’Yl g Hvz'

q.e.d.

Megjegyzés: A fenti példa arra hivja fel a figyelmet, hogy a végtelen halma-
zok mér sok tekintetben nem viselkednek olyan szemléletesen, mint a véges hal-
mazok, példdul természetes szdmok halmazérol kissé leegyszerfisitett a képiink.
A példa mutatja, hogy végtelen halmazokban mér szimulalhatjuk a limesz, vagy
a torléddsi pont fogalmakat.

A valds szamok tobbféleképpen bdvithetok. Két nevezetes bdvités a kom-
plex szémok strukturdja, illetve a nem-standard szémok struktirdja. Azonban
mindkét bovités olyan, hogy elveszitjiik a sup tulajdonsdgot. Azaz példaul igaz,
hogy a komplex szdmokon nem létezik olyan rendezés, hogy az igy rendezett
komplex szamok kielégitsék a sup tulajdonsdgot. A komplex szamokndl ugyanc-
sak elveszitjiik a valésak linedrisan rendezettségét, azaz a valdsak linedris ren-
dezettsége nem terjed ki a komplex szdmokra. A nem-standard szamok esetén
szintén elveszitjiikk a sup tulajdonsdgot.

Feladatok
: - Igazolja, hogy valds szdmok esetén a sup tulajdonsdg ekvivalens a tel-
jességgel (zéart a hatdrérték képzésre)

- Adja meg a természetes szémoknak kontinuum sok olyan részhalmazit,
hogy barmely kettd metszete véges legyen (tlet: a raciondlis konvergens soroza-
tok dtjdtszdsa)

- Tgazolja, hogy az e szdm irraciondlis (felhaszndlva e sorfejtéses alakjat
e=1+ 343+ 4 +... és indirekt)
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- Igazolja, hogy V2 + /3 az irracionélis

8.4 Komplex szamok

A val6s szdmok korében nem értelmezhetd korldtlanul az n-dik gy6kvonds (példdul
v/—1 nem értelmezett). Ennek a felolddsa vezet a komplex szédmok fogalmghoz.

A komplex szdmok olyan a 4+ b - j alaki formaélis algebrai kifejezéseknek
tekinthet6k, amelyekkel ugyanigy szdmolhatunk, mint a valds szdmokkal, fi-
gyelembe véve azt, hogy a j igynevezett imagindrius egység /—1-t jeloli, azaz
j? = —1.

Szemléletesen az a+b-j komplex szamok kétdimenziés vektoroknak foghaték
fel, ahol az egyik bazis egység vektor a valds 1 szam, a méasik bédzis egység vektor
pedig az imagindrius j szam. Az analégia a sikvektorokkal azonban csak addig
miitkodik, ameddig ©sszeaddsrdl beszéliink, a szorzdst tekintve a két fogalom
szétvalik. A komplex szdmok tdrgyaldsit nem kivanjuk részletezni.

ELLENORZO KERDESEK:

1. Miért bovitjiik az egész szdmok korét?

2. Miért bovitjiik a racionalis szamok korét?

3. Miért bovitjiik a valés szdmok korét?

4. Bévithetdk-e a komplex szdmok hiper (vagy nem-standard) komplex
szdmokkal?

5. Elegend6-e a természetes szamok axiomatikus bevezetéséhez csupédn a
(Peano) axiémak felirdsa?

6. Elegendd-e a valés szdmok axiomatikus bevezetéséhez csupdn a valds
axiomdk felirdsa?

7. Melyik a mdsodrendii Peano axiéma?

8. Melyik a masodrendii valés axiéma? Milyen ekvivalensét ismeri?

9. Lehetséges-e elsérendben axiomatizélni a termeészetes szamokat? (77)

10.Lehetséges-e elsdrendben axiomatizdlni a valés szdmokat? (77)

11.Hény tagja lehet (mi a szdmossdga) egy tartalmazkodé lancnak a ter-
mészetes szamokon? ITT??7

12. Egyértelmfiien tudunk-e felirni minden valés szémot végtelen tizedes tort
alakban?

13. Melyek a raciondlis szdmok végtelen tizedes tortjei?

14. Kiterjeszthet6-e a valds szdmok linedris rendezése a komplex szamokra?
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8.5 Nem-standard valés szamok

A valés analizisben, a hatdrérték szamitdséandl, gyakran sziikség van a 400 és
—oo fogalmak bevezetésére. Bizonyos tekintetben e fogalmak gy viselkednek,
mint a "szdamok". Alapvetd szerephez jutottak ezek a fogalmak, és kiilonosen
reciprokuk, az +%mes —=» azaz az ligynevezett "infinitezimélisok" mar a hatdrérték-
szamités felfedezésénél, amikor Newton és Leibniz még intuitiv értelemben

hasznaltédk 6ket. Csak a 20. sz. méasodik felében sziiletett meg az az elmélet
Abraham Robinson-nak koszonhet6en, amelyik kiterjesztette a valds széam fo-
galmat "végtelen nagy" és a "végtelen kicsiny" valds szamokra. Ahhoz képest,
hogy az elmélet megsziiletése a klasszikus hatdrérték szdmitds megsziiletését
kovetden évszdzadokat varatott magdra, bevezetése igen természetes és egysz-
erfi - kiilongsen a valés szdmok fenti bevezetését tekintve.

8.5.1 1 valdsziniiséggel

Az elmélet meglep6 vondsa, hogy megjelenik a sztochasztika a szdamfogalom fe-
jlédésénél (és igy a felhaszndlt halmazelméletben, algebrdban, logikdban). Ugyan
a terminolégidban ez elkeriilhetd, de mi fontosnak tartjuk a sztochasztikus
vonatkozdst hangsilyozni.

A matematikidban gyakori, hogy vizsgédljuk, hogy egy-egy a természetes szamokon
értelmezett R tulajdonsdg teljesiil-e az 6sszes természetes szamra (példdul tel-
jes indukcidval). Azaz, vizsgdljuk, hogy igaz-e a VxRz dllitds az w-n. Felve-
thet6 az, hogy mikor kovetkezik be az, hogy egy R tulajdonsig legaldbb "nagy
valosziniiséggel" teljesiil w-n, azaz véletleniil valasztva egy n természetes szamot,
Rn nagy valészintiséggel igaz.

Tegyiik fel, hogy p az w részhalmazaihoz rendel 0 vagy 1 valds értékeket.

Definicié p egy 0 — 1 valdszinfiségi mérték, roviden 0 — 1 valdszinfiség w-n,
ha minden A, B C w-ra

(i) plw) = 1

(ii) ha p(A) =1 és p(B) =1, akkor p(ANB) =1

(iii) ha p(A) =1 és A C B, akkor p(B) =1

(iv) p(A) = 1 vagy p(A) =

Esetek: P(A) = P(B) = 1 nem lehet, mert akkor (ii) miatt p(AN B) =1
lenne. Ha az egyik 1 amdsik 0, akkor A C AUB és (iii) miatt p(AUB) = 1. Ha
mindkett6 0, akkor P(A) = P(B) = 1, akkor (ii) miatt P(A N B) = 1, tehdt
p(AU B) = 0) VEGE

Rogzitve tehdt egy p valdszinliségi mértéket w-n, a fenti kérdés gy fogal-
mazhaté, hogy p{n: Rn igaz} = 1 teljesiil-e. Ha teljesiil, akkor azt mondjuk,
hogy R teljesiil 1 valésziniiséggel, vagy azt mondjuk, hogy R "majdnem min-
deniitt" teljesiil, roviditve, R m.m. teljesiil.
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Vegyiik észre, hogy az 1 valésziniiségli halmazok F rendszere rendelkezik a
kovetkezé tulajdonsdgokkal:

HHweF

(ii) ha A€ Fés Be F,akkor ANB e F

(iii) ha A€ F és A C B, akkor B € F
(iv) minden A C w-ra A € F vagy B € F teljesiil

Definicié w fenti (i)-(iii) tulajdonsdgai halmazrendszereit w-n értelmezett
filtereknek nevezziik. Ha egy filter kielégiti (iv)-t is akkor ultrafilternek nevez-
ziik.

Megmutathaté, hogy az is igaz, hogy minden w-n értelmezett ultrafilterhez
tartozik egy w-n értelmezett p 0 — 1 valésziniiség, azaz, kolcsonosen egyértelmii
a kapcsolat az w-n értelmezett 0 — 1 valésziniiségek és az w-n értelmezett ultra-
filterek kozott. A filter, ultrafilter fogalmak lényeges fogalmai az algebrédnak,
halmazelméletnek topolégidanak. Altaldban gy interpretaljak &ket, mint egy
halmaz "nagy" részhalmazainak Osszessége. Megjegyezziik, hogy logikdban az
ultrafiltereknek "logikai elméletek" felelnek meg, erre  ALGLOG -ban vissza-
tériink.

PELDA

Legyen M € w rogzitett természetes szam. Legyenek az 1 valésziniiségii
halmazok w-nak pontosan az M-t tartalmazé részhalmazai. Igazolhatd, hogy
ez 0 — 1 valdszintiséget definidl w-n. A megfelel§ ultrafiltert principdlis (vagy
"f6"-) ultrafilternek nevezziik:

Definicié Az {B : a € B, B C w,a € w} alaku ultrafiltereket, azaz, egy rogzitett
a € w elemet tartalmazé részhalmazok sszességét, principdlis ultrafiltereknek
nevezziik.

Tétel Nemprincipélis ultrafilter nem tartalmazhat véges halmazt

Biz: Vegyiik észre, hogy ha F egy tetszdleges ultrafilter és AUB € F, akkor
A € F vagy B € F. Ugyanis, ha ez nem teljesiilne, azaz A € F és B € F, akkor
(ii) miatt AN B € F, azaz AU B € F teljesiilne

Ha F nemprincipélis és tartalmazna egy véges, példdul n elemii halmazt,
akkor az elébbi tulajdonsdg értelmében tartalmazna n — 1 elemii halmazt is.
Indukciét alkalmazva kapjuk, hogy F tartalmazna 1 elemii halmazt is, tehat F
principélis lenne.

q.e.d.

Kovetkezmény: a nemprincipdlis ultrafilterek tartalmazzak a kofinit halma-
zokat.

Ha példaul (a,,) egy konvergens sorozat A hatdrértékkel, akkor ismert, hogy
az {n:|A — a,| < £} halmaz kofinit.
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A kovetkezokben rogzitettnek tekintink egy w-n értelmezett és nem- prin-
cipalis ultrafilterhez tartozé p wvaldszintiséget, vagy gy is tekinthetjik, hogy
rogzitink w-n egy nem-principdlis ultrafiltert.

Fontos szerepe lesz annak, hogy az ultrafilter nemprincipalis. Igy a tanult
elmélet valahol lényegesen a "végtelen halmazokrdl szol", hiszen w végtelen,
valamint az 1 valésziniiségii halmazok, azaz a nemprincipélis ultrafilter tagjai is
végtelenek. Ha w-t egy véges halmazzal helyettesitenénk, vagy nem kivdnnank
meg a nemprincipdlis feltételt az ultrafiltertol, akkor az elmélet semmitmonddéva
valna.

Megjegyezziik, hogy magédnak a nemprincipdlis ultrafilternek a létezése sem
nyilvdnval6 w-n!

Tétel Létezik w-n nemprincipélis ultrafilter.

Biz. A bizonyitdshoz a Zorn lemmét kell hasznélni.

Tehat, tekintsiik w kofinit halmazait. Vegyiik észre, hogy a kofinit halmazok
rendelkeznek az tgynevezett véges metszet tulajdonsdggal, azaz, azzal a tulaj-
donsdggal, hogy barmely véges sok kofinit halmaz metszete nem iires. Hiszen
ha iires lenne, akkor ellentmonddsba keriilnénk azzal, hogy az alaphalmaz w
végtelen.

Azt allitjuk, hogy a kovetkezd G-beli halmazok filtert alkotnak:

G={A:AD B;NByN...N B, valamely By, Bs, ... B, kofinit halmazokra}

Kénnyen ellendrizhetjiik a filtert definialé (i)-(iii) tulajdonsdgokat. Megje-

gyezziik, hogy G-t a kofinit halmazok, mint halmazrendszer éltal generilt fil-
ternek nevezziik.

Ezutdn megmutatjuk, hogy létezik G-t tartalmazé nemprincipalis ultrafilter.
Most alkalmazzuk a Zorn lemmat.

Ehhez sziikség van egy olyan részben rendezett ©sszességre, amelyben a
linedrisan rendezett részhalmazoknak van felsé korlatja.

Legyen ez az 0sszesség a G filtert tartalmazo filterek Osszessége, a rendezés
pedig a C tartalmazss reldci6. Ha Ky C Ko C ... C K, ilyen filterek egy
linedrisan rendezett Gsszessége, akkor konnyen lathaté, hogy ezeknek felsé ko-

m

rlitja a C tartalmazdsra nézve az Ule halmazrendszer. Ugyanis konnyen
j=1

m
ellendrizhet6k az (i)-(iii) filter tulajdonsdgok és latszik, hogy UICj €g.
i=1
A Zorn lemma értelmében tehdt létezik G-ben egy M mafximélis filter. Ez
ultrafilter is, mert ha létezne olyan C' C w, hogy sem C sem C nem eleme M-nek,
akkor valamelyikkel bévithetd lenne M, ellentmonddsban M maximalitasaval.
Tovébbd, M nemprincipélis, mert minden i € w-ra w — {i} € M a kofinitség
miatt, igy az ultrafilter tulajdonsdg miatt {i} ¢ M.

q.e.d.
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8.5.2 Nem-standard valés szamok és struktirdjuk

Tekintsiik a valés szamsorozatok halmazdt. Az (r,) és (g,) valés szdmsoroza-
tokat akkor tekintsiik ekvivalensnek, ha r,, = ¢, m.m., ezt jelolje (r,) =~ (g.).

~ nyilvan egy ekvivalencia reldci6. Az osztdlyai dltal definidlt szamokat,
nevezziik nem-standard valés szdmoknak, jelolje az Osszességiiket *R. "Nem-
standard" szém tehdt lehet egy szokdsos (azaz standard) valds szdm, vagy egy
1j tipusi szam. Ha a "nem-standard" szémot a "nem standard" értelemben
h=asznéljuk, akkor ezt kiilon hangsilyozzuk.

A régi valds r szémoknak olyan osztalyok felelnek meg, amelyek tartalmazzak
az (r) konstans sorozatot. Egy ilyen sorozattal nyilvan ekvivalens egy olyan
(r!) valés szamsorozat, amelynek tagjai véges sok kivétellel megegyeznek r-

n
rel. Nem ekvivalensek viszont (r)-el az 1,2,3,... vagy az 1, %, %, ... sorozatok,

hiszen a feltételezett ultrafilter nemprincipélis. Elmondhatjuk tehdt, hogy az 1j
szamfogalom bovitése a réginek.

Nem-standard valds szamok struktirdja:

*(rn) * < (gqn) teljestiljon ha r, < ¢, m.m.

Igazolhatd, hogy a definicié nem fiigg a reprezentdns sorozat valasztasatol.
Speciélis esete az, ha (g,) egy konstans sorozat

(rn) < (q) teljesiiljon ha r, < ¢ m.m.

A miiveletek definiciéi:

*(rn) +* (qn) legyen *(rp, + qn)

*(Tn) - (Qn) legyen *(rn 'Qn)
- *(Tn) legyen *(_TH)

Szintén Igazolhatd, hogy a definiciék nem fiiggenek a reprezentédns sorozatok
vélasztdsatol.
Az is megmutathato, hogy a fentiek kiterjesztései a megfeleld valés miiveletek

és a < definicigjanak.

Definidltuk tehat a nem-standard valds szdamok
*R — <*R,* <7* _|_7>k .7* _7* O,* 1>

nem-standard strukturdjat. A * jelet a miiveletek és reldciok jeloléseibol
dltaldban el szoktuk hagyni.

Létni fogjuk, hogy
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A nem-standard szamok is rendezett testet alkotnak a kiilénb6z6 valészintiségekkel
nyert struktirdk izomorfak.

Fontos, hogy a definidlt rendezett test nem fiigg az w-an kiinduldsul vilasz-
tott 0 — 1 valésziniiségtdl, azaz az w-dn valasztott nemprincipélis ultrafiltertl.

Ezt nem bizonyitjuk, de megjegyezziik, hogy ennek igazoldsdhoz, kissé meglepd
modon, fel kell haszndlni a kontinuum hipotézist!

8.5.3 Valédi bovités

Megvélaszolandé az a kérdés, hogy a létrehozott struktira valéban bovitése-
e a valés szdmoknak és "szdmoknak" tekinthetdk-e a végtelenek, illetve ezek
reciprokai? Ennek megvélaszoldsdhoz bevezetiink néhdny definiciét.

Jelolje R a valés szdmok és N a természetes szamok szokdsos halmazét és <
jelolje * <-t. "Szdmokon" az aldbbiakban

Definicié. Egy pozitiv a szdm véges, ha van olyan 0 < r € R szdm, hogy
a < r. Egy pozitiv a egy végtelen nagy szdm, ha nem pozitiv véges.

Hasonléan definidlhato6 a negativ véges szdm, a negativ végtelen szdam, illetve,
a véges szam és a végtelen szam fogalma.
Igazolhatd, hogy egy pozitiv a szdm végtelen, ha n < a barmely n € N-re

(*1)

Definicié Egy pozitiv a szdm infinitezimdlis (vagy végtelen kicsiny), ha
0 < a < r bdrmely 0 < r € R-re. A 0-t szintén infinitizemildsnak tekintjiik, az
egyetlen szokdsos valds infinitezimalisnak.

Hasonléan definidlhaté a negativ infinitezimadlis, illetve, az abszolut érték
segitségével, maga az infinitezimdlis fogalma.

Igazolhatd, hogy egy pozitiv a szam infinitezimdlis, ha 0 < a < % bérmely
n € N-re.  (*2)

Tétel

(i)Ha egy hagyoményos valés szémsorozat +oo-hez "konvergal" a szokdsos
értelemben, (r,) — +oo, akkor (r,) egy pozitiv végtelen szdmot hatdroz meg.

(ii) Ha egy hagyomdnyos pozitiv valés (r,,) szamsorozat 0-hoz konvergdl a
szokasos értelemben, akkor (r,,) egy pozitiv infinitezimélist hatdroz meg.

Bizonyitéds (i)(r,) — 400 ugyanis definici6 szerint azt jelenti, hogy bérmely
K € N -hez van olyan M € N kiiszbindex, hogy K < r, ha M < n, azaz
K < r, véges kivétellel, ami, definicié szerint (K) < (r,) -t, azaz K < (r,) -t
jelenti tetszoleges K -ra.

(i) (rn,) — 0-bol kovetkezik, hogy bdarmely K € N-hez létezik M € N
kiiszobindex gy, hogy 0 < r,, < %, ha M < n. Ezt azt jelenti, hogy
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rn < 7 véges sok kivétellel, azaz (r,,) < (+) barmely K € N-re. Ez viszont
éppen (*2)-t jelenti.

A tétel éltaldnosithaté negativ sorozatokra, illetve tetszoleges 0-hoz tarté
sorozatokra is. Sejthet6,hogy nem csak egyetlen végtelen, vagy csak egyetlen
infinitezimadlis szdm létezik (hanem végtelen sok), tovdbbd a végtelen szamok
"reciprokai" infinitezimélisok és forditva - erre a kovetkezd pontokban tériink
ki.

Nincs legkisebb végtelen pozitiv M szdm, mert ha M végtelen, akkor M —1
is végtelen. Hasonl6 okokbdl nincsen legkisebb pozitiv ¢ infinitezimalis, mert ha
1 infinitezimdlis,akkor példédul % is az.

Bbvités a kompaktsigi tétel segitségével

8.5.4 Tovabbi, valésokon értelmezett reldciék és fiiggvények kiter-
jesztései

Az el6z6 pontbeli médszerekkel barmely a valds szamok szokdsos struktirdjan
értelmezett reldcid, vagy fiiggvény kiterjesztheté *R-ra.

Ha @ példaul egy egyvéltozos reldcid, akkor igy

Q(ry) teljesiiljon ha Qr,, teljesiil m.m.

A kiterjesztett @ reldciét *Q-gal jelolhetjiik.

Ha f egy egyviltozés valds fiiggvény, akkor
f(rn) legyen az (fr,) érték.

A Kkiterjesztett f fiiggvényt * f-gal jelolhetjiik. Ha félreértés nem lehetséges,
akkor gyakran elhagyjuk a *-t.

Ilyen valés f fiiggvény lehet areciprok, a sinus, a logaritmus, az exponencidlis
fliggvény, az abszolit érték, stb.

Megéllapithatjuk, hogy ha feltételezziik, hogy a valds szamok struktirdjét a
konkrét Ry Ry, ... Ry reldcidkkal és az fifa ... fm, fliggvényekkel ldtjuk el, akkor
az

R = <R, <,R1R2’ .. ~Rk7+, -, —,0, 1,f1f2) - fm>

strukturdnak a
*(R/)* — <*R,* <’* Rlv* RQ7 . .* Rk7* +,* ',* 7,* O,* 1’* fla* ]t'27 . '* fm>

struktira kiterjesztése.

Jelolje £ azt a nyelvet, amelyet a valésak nyelvébdl az Ry Ry, . .. Ry, reldcidk-
nak megfelelé reldcié jelekkel és az fifa ... f,, fliggvényeknek megfelelé fiig-
gvény jelekkel torténd bovitéssel kapunk.

PELDAK Nevezetes kiterjesztésekre:
ha egy (r,,) sorozat elemei
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- természetes szamok, véges sok kivétellel, akkor (r,) €* N

- raciondlis szdmok, véges sok kivétellel, akkor (r,) €* Q

- primszémok véges sok kivétellel, akkor (r,) €* P, ahol P jelsli a szoks-
sos primszamok halmazét (r,) €* Q. Tehdt *P alkotja a nem-standard prim-
szamokat, kozottiik a végtelen primszamokkal

Megjegyzés: ez az utébbi észrevétel, a szdmelméletben egy 1ij szemléletet
hozott.

Vigydzzunk, a fentiek csak elégséges feltételek a transzformalt halmazhoz
tartozdsral

8.5.5 A kiterjesztés tulajdonsagai

Tahdt maga az *(R’') struktura kiterjesztése az R'struktirdnak (digynevezett
szuper strukturdja). Kérdés, hogy az R’ struktira milyen tulajdonsdgai orok-
186dnek *(R') -ra. Erre a nevezetes vélasz, hogy az eredeti struktira elsdrendt
tulajdonsdgai, azaz, a struktira elsérend{i £ nyelvén megfogalmazhaté tulajdon-
sdgai, 6roklédnek. Ezt fogalmazza meg a kiovetkezd Los-t6l eredd tétel:

Tétel Legyen a az L nyelv egy zart formuldja. Ekkor
« igaz az R’ struktirdn akkor és csak akkor ha « igaz a kiterjesztett *(R')
struktirédn.

A tételt nem bizonyitjuk. Ezt a tételt transzfer elvnek (vagy permanencia
elvnek) hivjuk. A tétel mutatja, hogy a nem-standard szdmok elméletében

nagy szerep jut az formdlis nyelv (nevezetesen itt az elsérendii nyelv) fo-
galménak

Az L nyelv definidlja, hogy mely tulajdonsagok croklédnek az 1j struktiréra.
Latni fogjuk, hogy masodrendii éllitdsokra a tétel mér nem igaz! A bizonyitas
egy nevezetes konstrukciét haszndl, az ultrahatviny konstrukciét. A tételt nem
bizonyitjuk. A tételnek kovetkezménye, hogy a nem-standard szamok struktirdja
szintén rendezett test.

Jelolés! Szokdsos az L nyelv formuldit gy képezni, hogy az atomi formulak
helyébe R'-beli konkreét relaciok és fiiggvények jeloléseit irjuk. Ebben az esetben
a transzfernél ezeket a konkrét reldcidkat és fiiggvényeket bal felsé csillagozni
szoktuk.
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Tovabba, célszertl lesz korldtozott kvantorokat hasznalni. Azaz aVa(z € A —
a)formula helyett a roviditett Va € A(a) formuldt és a Jx(z € A A a)formula
helyett a roviditett 3z € A(«a) formulét.

Az alabbi példdakndl mér hasznédljuk ezeket a konvencidkat.

Definicié A valés szamok egy H részhalmazan értelmezett @ binaris reldcié
konkurrens, vagy végesen kielégitheto, ha ha barmely véges sok aq,as,...a, € H
valésakhoz van olyan b € H szdm, hogy Qa;b igaz, ha 1 <i < n.

PELDAK:

Konkurrens relacié példdul

- a valésakon értelmezett < reldcid, hiszen barmely a1, as, . .. a, € R valésakra
van b € R, hogy a; <bhal<i<n.

- az RT pozitiv valésakon értelmezett > reldcié, hiszen barmely ay, as, ... a, €
R* valésakra van b € R, hogy a; >bhal<i<n.

Tétel Ha Q egy konkurrens H C R -n értelmezett reldcié, akkor van olyan
*b € *R nem-standard szdm, hogy *Q(*a)(*b) fennall minden a € H-ra.

A tételt nem bizonyitjuk.

A tétel kovetkezményeként, a fenti < konkurrens reldcié esetén azt kapjuk,
hogy létezik végtelen szdm, a > konkurrens reldcié estén azt kapjuk, hogy
létezik pozitiv infinitezimalis szam.

Kovetkezmény. Ha R részhalmazainak egy {Aﬂ,}yer rendszere olyan, hogy
koziiliik barmely véges sok metszete nem iires, akkor van olyan *b € *R elem,
hogy *b € ﬂ *A,

ver

Az allitast igy kapjuk, hogy a konkurrencia fogalmét kissé dltaldnositjuk,
ezt nem részletezziik. A végtelen szam és az infinitizemadlis 1étezését ebbdl is
megkapjuk. Példdul ha {AV}Wer—nak a (0,7) intervallumokat valasztjuk, akkor
azt kapjuk, hogy az intervallumok (0,*r) rendszere tartalmaz nem-standard
valés szémot, azaz, infinitizemalist.

PELDAK a transzfer elv alkalmazésdra

Mely formuldknal alkalmazhatjuk a transzfer elvet?

1. Vzdm(xz < m Am € N). Ez a tulajdonsdg R-n nyilvdnvaléan igaz.

Korldtozott kvantorokat hasznalva {gy is frhatjuk: Vo € R 3m € N(z < m)

A formula igy transzformal6dik #-nal:

Ve € *R 3Im € *N (xz <m).

Tehat a transzfer elv értelmében ez a formula igaz *R-on. Azonban kozvetleniil
is ellendrizhetjiik, hogy igaz.

Vegyiik észre, hogy ha N-t nem transzformaljuk, akkor a Vo € *R dm € N
(z < m).formula mér hamis! Ellenpélda az x = (1,2,3,4,...) szdm!
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2. A raciondlis szdmok sfirfin vannak a valés szdmok kozott.
Vie RVyeR(z<y—3z€eQ (x<z<y)
Transzformaltja:

Vee *RVYy € *R(z<y—3z€*Q (r<z<y)

Tehét ez is igaz a transzformdlt *@Q raciondlis szamokra.

3. Két rogzitett szomszédos természetes szdm kozott (n és m + 1) nincs
harmadik természetes szam:

VeeN (n<z<n+l—oz=nVz=n-+1)

Transzformaltja:

Vee* N ("'n<z<*(n+1)—z=*nVae="(n+1))

De *n = n és *(n+ 1) = n+ 1, ezért a tulajdonsdg érvényben marad a
nem-standard természetesekre, ugyanazon n és n + 1-re.

4. A test axiémak teljesiilését is a transzfer elv segitségével igazolhatjuk.
Ilyenek példdul a kommutativitds:

Ve € *RVy € *R (z +y =y + z) dtvitele
Ve RYye R (z+y=y+x)

vagy a trichotémia:

Ve RYye R(x<yVa=yVy < x)dtvitele

Vxe*RVye *R(x<yVr=yVy<z

De igazolhatjuk traszferrel azt is, hogy minden nem-nulla elemre 1étezik mul-
tiplikativ fnverz:

VeeR(z#0—3JyeR (x-y=1)), tehdt

Vee*R(x#0—Jye*R (z-y=1))

5. Klterjeszthetjiik az elemi fiiggvényeket, példdul a logaritmust és az ezekre
vonatkozé azonossdgokat, pl ezt:

Vo € RT Yy € RY (log (z-y) = log = + log y),igy

Vo € *RT Vy € *R* (log (z-y) = log = + log y),itt a log * log -al is jelolhetd
lenne.

A nem-standard szamok rendezett testet alkotnak. De a valds szdmok maso-
drendt tulajdonsdgai viszont nem feltétlentil oroklodnek.

PELDA

Tekintsiik a korldtos valds szimhalmazok supremum tulajdonsigat, azaz azt
a tulajdonsdgot, hogy barmely feliilrél korldtos valés szdmhalmaznak létezik
legkisebb fels6 korlédtja:

Jelolje F'z azt, hogy z a P tulajdonsdgu elemek halmazédnak felsé korldtja,
azaz,

Fz:=Vy(Py — y < 2).

Ekkor a széban forgé tulajdonség:
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VP [3zFz — Bz (Fz A (VuFu — z < u)))]

Itt reldciét kvantdlunk, tehdt a formula m&asodrendii.A formula transzfor-
maéltja azt éllitja, hogy * R barmely korldtos részhalmazanak van legkisebb fels6
korlatja. Tekintsiik a véges szdmok halmazait, ez korldtos és barmely végtelen
szam fels6 korlatja. Igazolhaté viszont, hogy a végetelen széamok kozott nincs
legkisebb (hiszen ha y végtelen szdm, akkor y — 1 is végtelen szdm).

Megjegyezziik, hogy a % tétel a kovetkezOképpen dltaldnosithato:
Tétel Ha o 1 szabad viltozés formula, akkor
al(r,)] igaz *(R') -on akkor és csak akkor ha a(r,) m.m. n-re igaz.

Ez a tétel azt dllitja, hogy a struktura kiterjesztésének definicija (14sd)
alkalmazhaté az tsszetett formulédkra is.

8.5.6 R* szerkezetérol

Tekintsiik a véges nem-standard szamokon a kovetkezd ekvivalencia reldciét:

r ~ s akkor és csak akkor, ha r — s infinitezimalis

Koénnyti ellenérizni, hogy valéban ekvivalencia reldciot definidltunk.Ez azt
jelenti, hogy egy particiét definidltunk a véges valésakon. A particié tagjait
monddoknak nevezziik.

Tétel (felbontdsi tétel) Minden véges nem-standard szam egyértelmiien eléall
egy véges valds és egy infinitezimélis szdm 6sszegeként.

Biz: A felbontdshoz elég azt igazolni, hogy minden véges h nem-standard
szdmhoz van olyan r valds szdm, hogy h — r infinitezimélis. Ugyanis jeltlje ez
utébbit i, ekkor h — r = i -b6l kovetkezik h = r + i. Tegyiik fel az egyszeriiség
kedvéért, hogy h > 0. Tekintsiik a kovetkez6 A = {v:v < h és v valés}. h
véges, ezért van olyan k valés szdm, hogy h < k. Ezért az A halmaz egy korldtos
val6s szamhalmaz. fgy A-nak van valés szuprémuma, jelslje ezt c. Azt allitjuk,
hogy c infinitezimalis kozel van h-hoz, azaz h — c¢ infinitezimadlis. Legyen € egy
tetszbleges rogzitett pozitiv valés szdm.

Elég megmutatni, hogy |h — ¢| < & bdrmely pozitiv e-ra. |h—c¢| < ¢ ek-
vivalens azzal, hogy ¢ — ¢ < h < ¢+ ¢. Egyrészt h < ¢ + ¢, mert ha ez nem
teljesiilne, akkor ¢ + & < h esetén, A definiciéjit és ¢ < ¢+ ¢ -t tekintve, ¢ nem
lenne A-nak fels6 korlatja. Mdsrészt, ¢ — ¢ < h, mert ha h < ¢ — ¢ teljesiilne,
akkor h < ¢ —e < c a ¢ — ¢ lenne a legkisebb fels6 korlit, ellentmondédsban a
feltétellel.

A h =r + 1 felbontds egyértelmii, mert ha lenne egy mésik r’ + 4’ felbontds

is, akkor r +1¢ = 1’ + ¢’ -t dtrendezve azt kapjuk, hogy r — ' = ¢ — 7. Itt a bal
oldal valés, a jobb oldal pedig infinitezimdlis. Ez csak gy lehetséges, ha i — i’
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a valés infinitezimélis, azaz 0. De ¢ — ¢’ = 0 -bdl, azaz 1 = i’ -b8l médr r = 1’ is
kovetkezik, azaz a felbontds egyértelmii.

qed

Kovetkezmény: Minden méndd tartalmaz egy és csak egy hagyomanyos valés
szdmot.

Tekintsiink egy tetszoleges M ménddot és abban egy nem-standard r szamot.
Az el6z6 tétel értelmében, létezik egy olyan ¢ valés szam, és i infinitezimalis,
hogy r =t 4 4. Mivel r — ¢ infinitezimdlis, r és ¢ egy M-ben vannak. Mds valds
nem lehet M-ben,mivel két valds eltérése nem lehet nem nulla infinitezimalis.

A moénddokat szemléltethetjiik a valds sikon, a ¢ valéshoz tartozé ménddot
a x =1 egyenesen.

Ezutédn ekvivalencia reldciét definidlunk az ¢sszes nem-standard szamokon

r ~ s akkor és csak akkor, ha r — s vér ~ s akkor és csak akkor, ha r — s
véges

Az ezen ekvivalencia reldcié dltal definidlt particié tagjait galazisoknak nevez-
ziik. Az Osszes véges szdm egyetlen galaxisba tartozik. Ha r és s végte-
len szamok, de kiilonbségiik nem véges, akkor nyilvdn kiillonboz6 galaxisokat
hatdroznak meg.Kiilonosen érdekesek a végtelen egész szémok galaxisainak egész
tagjai.

8.5.7 Kitekintés

A nem-standard szamok elméletét el6szor annak érdekében dolgoztak ki a 60-as,
70-es években , hogy matematikai precizséggel rekonstrudljék a Newton-Leibniz
altal bevezetett analizist. Azonban hamar kideriilt, hogy az igy alkalmazott
mddszer nem csak a klasszikus matematikai analizisre, hanem a matematika
szinte minden teriiletére alkalmazhaté,. Példdul definidlhatunk nem-standard
szamokat a komplex szamokbdl kiindulva is. Alkalmazhat6 a mdédszer a

mértékelméletre, a funciondlanalizisre, a topolégidra, a halmazelméletre, stb..
Erre is Abraham Robinson mutatott ra elészor. Az eredeti elméletbdl egy
kiterjedten &ltaldnositott elmélet vélt, széles irodalommal. Ezt az &dltaldnosi-
tott elméletet is Nem-standard analizisnek hivjuk. Szdmos olyan eredmény
sziiletett, amely a klasszikus mdédszerek haszndlatdval addig nem volt elérhetd
és ha sziiletett is ezekre késobb klasszikus bizonyitds, a nem-standard bizonyitéds
vélt elterjedtté. Az eredeti gondolat dltaldnositdsdnak legfontosabb vonulata az,
hogy elsérendii logikdrdl, magasabbrendii logikdra, s6t azok egyesitésére, a ti-
puslogikdra dltaldnositottik az elméletet. Ezen kiviil az ultrahatvany technikét is
széleskoriien finomitottdk. Ebben a pontban csak arra volt lehetdségiink, hogy
a specidlis elmélet alapgondolatait ismertessiik.

Feladat: A pozitiv irraciondlis és a pozitiv racionalis szdmok kozott 1étezik
kolcsonosen egyértelmii megfeleltetés, mert minden pozitiv irraciondlishoz tudunk
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rendelni egy néla kisebb pozitiv raciondlist, és bdrmely két kiilonb6z6 pozitiv
irraciondlishoz pedig tudunk rendelni naluk kisebb kiilénb6z6 raciondlisakat.
Ezért a raciondlis és az irraciondlis szdmok szdmossaga megegyezik.

ELLENORZO KERDESEK:

1. Miért bovitjiik az egész szamok korét?

2. Miért bovitjiik a racionalis szamok korét?

3. Miért bovitjiik a valés szdmok korét?

4. Bovitheték-e a komplex szdmok hiper (vagy nem-standard) komplex
szdmokkal?

5. Elegend6-e a természetes szamok axiomatikus bevezetéséhez csupédn a
(Peano) axiémak felirdsa?

6. Elegendd-e a valés szdmok axiomatikus bevezetéséhez csupdn a valds
axiomak felirdsa?

7. Melyik a mdsodrendii Peano axiéma?

8. Melyik a masodrendii valés axiéma? Milyen ekvivalensét ismeri?

9. Lehetséges-e elsérendben axiomatizdlni a természetes szamokat?

10.Lehetséges-e elsérendben axiomatizélni a valés szamokat?

11.Hény tagja lehet (mi a szdmossdga) egy tartalmazkodé lancnak a ter-
mészetes szamokon?

12. Egyértelmfiien tudunk-e felirni minden valés szémot végtelen tizedes tort
alakban?

13. Melyek a raciondlis szdmok végtelen tizedes tortjei?

14. Kiterjeszthet6-e a valds szdmok linedris rendezése a komplex szamokra?

Helyesek-e a kovetkezo allitdsok? (igen-nem-t lehetne varidlni)
. Végtelen sok infinitezimélis szam létezik

. Bérmely pozitiv inf.-ndl létezik néla kisebb pozitiv inf.

. Barmely két inf. kozott van egy harmadik.

. Az inf. szamok szdmossaga c

Egy hiperval6s véges, ha van nédla nagyobb valés szdm

. Egy véges hipervalds szamhoz taldlhaté inf kozel valés szdm
. A sup tulajdonsédg igaz a hipervalés szamokra is

. Barmely két végtelen hipervalés kiilonbsége véges.

. A hipervalésak rendezése linedris rendezés.

10. Bérmely két végtelen szdm kozott van egy harmadik.

11. Van legkisebb pozitiv végtelen szdm

12. Bérmely végtelen szamndl van nagyobb.

©

1.A kofinit halmazok w-an ultrafiltert alkotnak (nem)

2.A principédlis ultrafilterek tartalmazzdk a véges halmazokat

3. Minden filter egyértelmfiien terjeszthetd ki ultrafilterré

4. Nemprincipdlis ultrafilterek w-dn tartalmazzék a kofinit halmazokat
5. A kofinit halmazok w-én filtert alkotnak.
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