Harmadik A4 gyakorlat

1. Feltételes valoszintiség

Vizsgilhatjuk egy A esemény bekovetkezésének valdszintiségét gy is, hogy tudjuk, hogy egy masik B esemény mar
bekovetkezett. Példdul ha a lottén az elsd 4 szdm taldlt, és még most hizzak az 6todik nyer6szamot, akkor nagyobb
a telitaldlat valoszinGisége, mint a sorsolds megkezdése el6tt. A feltételes valészintliség jelolése: P(A|B). Olvasva: A
val6szintisége feltéve B-t. Szamitasa:

P(ANB)

P(AIB) = =5

1. A baratommal snapszerozom. Ebben a jatékban 20 darab lap van, minden szinbdl 5. Kiosztok 5 — 5 lapot. Mi a
valészintisége, hogy az ellenfélnek van zoldje, ha nekem 3 zoldem és két pirosam van? Es ha nem tudom milyen
lapjaim vannak (még nem néztem meg)?

2. Egy szabdlyos kockdval dobtam. Bardtom latja a dobas eredményét, de én nem. Mennyi a valdszintisége, hogy
parosat dobtam, ha bardtomtdl tudom, hogy legalabb 4-est dobtam?

3. Feldobunk 2 kockat. Mi annak a valészinlisége, hogy legaldbb az egyik kockan 2-est dobunk, ha mar tudjuk,
hogy a dobott szdmok Osszege 6? Es ha nem tudunk semmit?

4. Egy iskoldba 260 ember jar, 230 tanul6 és 30 tanar. Egyszer egy influenzajarvany tort ki koztiik. Az orvos az
alabbi tablazatot készitette:

Beteg | Egészséges | Osszesen | Esemény
Fid 50 60 110 Bl
Lany 40 80 120 B2
Tanér 10 20 30 B3
Osszesen | 100 160 260
Esemény Al A2

a) Véletlenszertien kihtizunk egy kartont. Mi a valdszintisége, hogy: i) fiié? ii) betegé? iii) beteg fiué?

b) Ha el6zetesen a fitik, ldnyok és tandrok kartonjait kiilon fickokba gy(jtotték, én a 1anyokébdl hiizok, mi a
valészinlisége annak, hogy beteg ldnyt hiztam?

¢) Az orvos szorgos asszistense egy kupacba kidobélta a fiokokbdl az 6sszes kartont, aki beteg volt. Ebbdl
véletlenszertien hizva egyet, mi a valészinfisége annak, hogy tanar az illet§?

d) Ha kettSt hiizok ugyanebbdl a beteg-kupacbdl egymds utdn, mi a valdszintisége, hogy az elsé fid lesz, a
masodik lany? Es hogy mindkettd fid lesz?

2. Szorzasi szabaly

Feltételes valoszintiségek szorzdsi szabdlya (avagy toronyszabaly):

P(ApNAn_10... A1) = P(Ap|Ap_10... AsNAL)P(Ap_1|Ap_an. .. AsNAy)-. .. P(A5|AsNAy)-P(A3| Ay)-P(Ay).
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Egy urnaban 3 piros, 5 fehér és 6 zold goly6 van. Kihdzunk koziiliik 3 golydt. Mennyi a valészintisége, hogy
elsdre pirosat, masodikra fehéret, harmadikra zoldet hizunk, ha hizds utdn a golydkat a) visszatessziik b) nem
tessziik vissza?

Egy lakételepen csotanyirtdst végeztek. Az elsd vegykezelés még a csétdnyok 60%-ét irtja ki, de utdna a cs6td-
nyok egyre inkdbb immunissd valnak, igy a mdsodszorra mar csak a 40%, harmadszorra pedig csak a 20%-uk
pusztul el. Mi a valészinfisége, hogy egy megjelolt csétany a) dtvészeli a teljes eljarast? b) az utolsé irtaskor
pusztul el? c) tiléli a kezelést, ha az els6 kezelés utdn még lattak élve?

Egy dobozban 16 alkatrész koziil 3 hibas. Mi a val6szintisége, hogy harom egymads utan kivett alkatrész miiko-
déképes?

. Egy valszdmvizsgan 30 tétel van. Ezek koziil 6 a nevezetes eloszldsokkal kapcsolatos. Az elsé két szdbelizd

hallgat6 kihiz egy-egy tételt. Mi annak a valészinfisége, hogy a) csak az els6 hallgaté hiz nevezetes eloszlasos
tételt? b) mindkét hallgaté ilyen tételt hiiz (hiizhatjdk mindketten ugyanazt is!) c) egyik sem hiiz ilyen tételt?

3. Teljes valoszintiiség tétele

Ha H,,H,_1,H,_o,...,Hs, Hy teljes eseményrendszert alkot (azaz paronként diszjunktak és egyiitt kiadjak
a biztos eseményt), A pedig tetszGleges esemény, akkor:

P(A)= P(A|H,) - P(Hy,) + P(A|Hp—1) - P(Hp—1) + ... P(A|Hy) - P(Hy).

Egy suli tanul6inak 80%-a lany. Az els6 matekvizsgédn dltaldban a ldnyok 15%-4t, a fidk 10%-at hizzak meg. A
hallgat6sdgnak hany %-a bukik meg az els6 vizsgan?

Informécidink szerint az A céggel kotott iizleteink 60%-a, a B céggel kotott iizletek 70%-a bizonyul kedvezd-
nek. KettGjiik koziil a hamarabb jelentkezd céggel rogton két iizletet is kotiink. FeltehetS, hogy 1/2 val6szin-
séggel jelentkezik hamarabb A B-nél, és forditva. Mi a valdszintisége, hogy a) az elsd tizletkotés kedvezs lesz?
b) mindkét iizletkotés javunkra valik? c) lesz koztiik rossz és jo tizlet is?

Iszakos Ivan a nap 2/3 részét kocsmdban tolti. Mivel a faluban 5 kocsma van, és nem vélogatés, azonos eséllyel
tartézkodik barmelyikben. Egyszer elindulunk, hogy megkeressiik. Négy kocsmat mar végigjartunk, de nem
talaltuk. Mi a valészinlisége annak, hogy az 6todikben ott lesz?

Ping-pongban az a nyertes, aki el6bb éri el a 11 pontot, de legaldbb 2 pont kiilonbség kell a nyeréshez (11-10-nél
folytatjdk két pont kiilonbségig). Egy versenyen csak a nyertes kap pénzjutalmat: 1.000.000 Ft-ot. Két azonos
képességii jatékosnal a dontd szettben 10-9-es dllasndl dramsziinet lesz, nem lehet folytatni. Mi az igazsdgos
osztozkodds a pénzen?

4. Bayes tétel

Ha tudjuk, hogy A mar bekovetkezett, mi annak a valészintisége, hogy ez pontosan H; eseménnyel valésult
meg? (Itt Hy, Ho, ... H, ismételten teljes eseményrendszert alkot.) A definici6 szerinti képletet felirva a szdm-
laloban a feltételes valoszindségre, és a nevezdben a teljes valdszintiség képletét alkalmazva adédik a kovetkezd
képlet:

ANH;) P(A|H;) - P(H;)

_ P _
P(Hi|A)— P(A) - P(A|Hn).P(Hn)+-~-+P(A|H1)'P(Hl).
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A ketyere gyarban az A, B és C gépsoron allitjak eld a ketyeréket. Az A gépsoron a ketyerék 25, a B-n 35, a
C-n 40%-at gyartjak. Az A gépsoron elballitott ketyerék 5%-a, a B gépsoron el6allitottak 4%-a, a C-n gyartott
ketyeréknek csak 2%-a hibds. A hibdsakat félredobjak egy nagy kupacba. Ebbd] véletlenszerlien kiszedve egy

ketyerét, mi a valdsziniisége, hogy azt az A, B, illetve a C gépsoron gydartottdk?

Viandorlasai kézben Odiisszeusz egy harmas uteldgazashoz ér. Az egyik it Athénbe, a méasik Spértdba, a harma-
dik Miikénébe vezet. Az athéniek kereskedd népség, szeretik amitani a latogatdkat, csak minden 3. alkalommal
mondanak igazat. A miikénéiek egy fokkal jobbak: 6k csak minden masodik alkalommal hazudnak. A szigord
spartai neveltetésnek koszonhetSen a spartaiak becsiiletesek, 6k mindig igazat mondanak. Odiisszeusznak fo-
galma sincs, melyik Ut merre vezet, igy feldob egy kockét, egyenl esélyt adva mindegyik dtnak. Megérkezve a
vdrosba, megkérdez egy embert, mennyi 2 x 2, mire kozlik vele, hogy 4. Mi a valdszintisége, hogy Odiisszeusz
Athénba jutott?

Az igazak varosdban az emberek 90%-a igazat mond, a hazugok vdrosaban az emberek 85%-a hazudik. Mivel
lefiiggdnyozott busszal hoztak ide minket, nem tudjuk melyikben vagyunk. Megkérdeziink egy embert, aki azt
mondja, hogy "Ez a hazugok vérosa." Mi a valészinlisége, hogy igazat mond?

Egy bindris csatorndn a 0 jelet 1/3, az 1 jelet 2/3 val6szintiséggel adjdk le. Mivel az addst zajok zavarjék, ha 0-t
adnak le, akkor 1/4 valészintiséggel 1 érkezik, ha pedig 1-et adnak le, 1/5 valészintiséggel 0 érkezik.

a) Kaptunk egy 0-t. Mi a valdsziniisége, hogy ezt 0-ként is adtdk le?
b) Mi a valésziniisége, hogy 1-et kapunk?

Tegyiik fel, hogy a lakossag 0.001-ed része szenved egy bizonyos artalmas betegségben, 0.999-ed része egészsé-
ges. A betegség kimutatdsdra szolgalé teszt olyan, hogyha valaki beteg, akkor 0.998 valdsziniiséggel betegséget
jelez, 0.002 valdszintiséggel azt mutatja, hogy az illetd egészséges; ha pedig egészséges emberen végzik el a
tesztet, akkor 0.995 valdszinlséggel egészségesnek diagnosztizdlja az illetSt, 0.005 valészintiséggel betegnek.
Tegyiik fel, hogy Mdricka tesztje pozitiv, vagyis betegnek mutatja a teszt. Mi a val6szinlisége annak, hogy
Moricka tényleg beteg?

5. Fiiggetlen események

Az A, B események fiiggetlenek akkor és csak akkor, ha teljesiil, hogy P(AN B) = P(A)P(B).
Tobb esemény fiiggetlensége esetén nem csak annak kell teljesiilnie, hogy

P(Al NAsNAsN---N An) = P(Al)P(AQ)P(Ad) .. P(An)7
hanem tetszGleges A;-k helyett mindkét oldalon azok komplementerét véve is igaz az egyenlGség, példaul:
P(A N AN AN AL N1 A,) = P(A)P(As)P(A5)P(A3) ... P(Ay).

Ilyen egyenletbdl 2™ darab van. Forditva is igaz: ha az Osszes igy szarmaztatott egyenlet fennéll, akkor az
Ay, Ag, ... A, eseményekrdl azt mondjuk, hogy egyiittesen fiiggetlenek.

Kétszer egymads utdn feldobunk egy szabélyos pénzérmét. Legyen A az az esemény, hogy elsére fejet dobunk, B
az az esemény, hogy masodikra dobunk fejet, C' pedig, hogy a dobdsok egyezbek. Gy6zodjiink meg réla, hogy
A, B, C eseményekbdl barmely kettd fiiggetlen egymastol, de a 3 esemény egyiittesen mar nem alkot fiiggetlen
rendszert!

Egy piros és egy z6ld kockdval dobunk. Tekintsiik az aldbbi eseményeket: A = a dobott szimok tsszege 7, B =
legaldbb az egyik kockéan van hatos , C' = mindkét kockaval paratlant dobok , D = a két kockdval kiilonb6z6
szamokat dobok , ¥ = a zodld kockaval 4-est dobok .

Vilaszoljuk meg a kovetkezd kérdéseket:
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a) Fiiggetlenek-e egymastol az A és C események?
b) Kizdrdak-e az A és C' események?
¢) Mennyi a B esemény valdszintisége?
d) Hogy viszonul egymdshoz A és D? Milyen kovetkeztetést vonhatunk le ebbdl a val6sziniiségeikre nézve?
Es a fuggetlenségekre nézve?
e) Fiiggetlenek-e egymastdl az A és F események?
f) Mindezek alapjan mutassunk példét olyan eseményekre, amelyek
i. fiiggetlenek, de nem kizdréak,
ii. kizdréak, de nem fiiggetlenek.

6. Tovabbi feladatok

Az A dobdkockanak 4 piros és 2 fehér oldala van, a B kockédnak pedig 2 piros és 4 fehér. E16szor feldobunk egy
szabalyos érmét. Ha fej, akkor a tovdbbiakban mindig az A kockaval jatszunk; ha {rds, akkor pedig mindig a B
kockaval.

a) Mutassa meg, hogy a piros dobdsdnak valészintisége mindig %

b) Ha az els6 két dobds piros, mi a valdsziniisége, hogy a harmadik is piros?

¢) Ha az elsé harom dobds piros, akkor mi a valdszintisége, hogy az A kockat hasznéljuk? (Csak a kocka
felsd lapjat latjuk, a kocka tobbi oldalat nem.)

(Feliiletes utazo) Egy utaz6 az {réasztaldban, a nyolc fiok egyikében hagyta az ttlevelét. Miel6tt a repiilStérre
indulna, kapkodva prébdlja megtaldlni. A kapkodds miatt 0, 1 valdszintiséggel akkor sem veszi észre az ttlevelet,
ha az éppen megnézett fiokban van.

a) Mi a val6szintisége, hogy nem taldlja meg az elsd 5 fiokban?
b) Ha nem taldlta meg az els6 5 fikban, mi a valészintisége, hogy az utlevél nem is volt ezekben?

Az A vdrosbdl a B vdrosba harom diszjunkt ut vezet. Egy havas téli éjszakdn A-bdl B-be kell menniink, és a
radiot hallgatjuk, hogy hol vannak az utakon hétorlaszok. Kordbbi tapasztalatbdl tudjuk, hogy mind a hdrom
dton hdrom kritikus pont van, amelyek mindegyike, egymastdl fiiggetleniil, p val6szintiséggel jarhatatlan a hé
miatt. Mi a valdszinlisége, hogy éjszaka el tudunk jutni A-b6l B-be?

a) Minden héten egy szelvénnyel jatszunk az 6tos lotton. Hany hétig kell ezt megtenniink, hogy legalabb %
valésziniiséggel legyen legaldbb kettes taldlatunk?

b) Mi a valdészintisége, hogy egy adott héten legaldbb kettes taldlatunk lesz, ha két fiiggetleniil kitoltott szel-
vénnyel jatszunk?

¢) Miavaloszinlisége, hogy egy adott héten legaldbb kettes taldlatunk lesz, ha két olyan szelvénnyel jatszunk,
amelyeken nincsen egyforma szdm? (Segitség: A 90 szdmot ossza hadromfelé: 545 szdm van a szelvénye-
ken, 80 szdm pedig nincs egyiken sem.)

(Nehéz feladat!) Szindbad, az Ezeregyéjszaka meséinek hires hdse, N haremholgy koziil szeretné kivalasztani
a legszebbet, akik egyesével elsétalnak elbtte. Szindbad az un. K-stratégidval valaszt koziilik: hagyja, hogy
K lany elsétdljon elbtte (ezek koziil semmiképpen nem vélaszt), majd kivdlasztja az elsd olyat, aki minden ko-
rébban latottndl szebb. Feltéve, hogy a lanyok kozott szE€pség szempontjabol egyértelmii rendezés van, és egy
teljesen véletlen sorrendben jonnek elS, mi a valészintisége, hogy Szindbad ki tudja vélasztani a legszebbet a
K -stratégiaval? Kb. mennyi az optimalis K érték, ha IV nagy? (Segitség: Alkalmazza a teljes val6szintiség for-
muldjat azokkal az A, eseményekkel, hogy a legszebb lany r-edikként jelenik meg, » = 1,2, ..., N. Hatarozza
meg annak az eseménynek a feltételes valoszintiségét, hogy az els6 » — 1 (r > K + 1) 1lanybdl a legcsinosabb
nem esik az els6é K lany k6zé! Ugyanis ekkor Szindbad hib4zni fog.)



