Matematika A4
VI.-VII. gyakorlat

1. Eloszlas- és siirtiségfiiggvény

Az eloszlasfiiggvény = pontban felvett értéke megadja, hogy az X valdszinfiségi valtozé mekkora valdsziniiséggel
vesz fel az 2 valés szdmnal kisebb értéket: F(z)=P(X <z), zekR
Az eloszlasfiiggvény jellemz6i:

1. a (—o0)-ben 0-hoz, a co-ben 1-hez tart,
2. monoton névekv (nem feltétleniil szigordan!) vagyis ha x; < xo, akkor F'(z1) < F(x2),
3. mindenhol balrél folytonos.

Amikor F(z) eloszlasfiiggvény folytonos: ekkor X eloszlasat folytonosnak nevezziik. Ebben az esetben azt is
feltessziik, hogy van olyan f siiriiségfiiggvény, amellyel F(z) = ffoo f(t)dt, z €R.

Minden olyan = pontban, ahol f folytonos, fenndll, hogy f(x) = F’(x). Tetsz6leges (a,b) vagy [a, b] interval-
lumba esés valdszintisége a folytonos esetben:
Pla< X <b)=Pla< X <b)=F(b)— Fla) = [ f(t)dt.

A stiriségfiiggvény tulajdonsagai:

1. f(z) > 0 minden x-re,
2. [ flx)dz =1

A valésziniiségi valtozé vdrhato értéke a folytonos esetben:
o0

E(X)= [ zf(z)dz,

— 00

(o)
és tetszGleges t(X) fiiggvényének varhat6 értéke: E(¢(X)) = [ t(z)f(z)dz.

2. Nevezetes folytonos eloszlasok

1. Normdlis eloszlds

xz
A standard normalis eloszlds siirGiségfiiggvénye: p(z) = \/%76_7 ha —oo < x < o0,

eloszlasfiiggvénye: ®(x) = [ ¢(t)dt ha —oco <z < c0.

Az m € R és o > 0 paraméterli (m a varhat6 érték, o az tn. szdras, 1. kés6bb) normadlis eloszlds a standard
normadlisbdl szarmaztathaté. Ha X standard normalis eloszlasu valdszintiségi valtozo, akkoraz Y = 0 X +m
val6szintiségi valtozé m és o paraméterd normadlis eloszlasud; Y eloszlasfiiggvénye:

F(y)—P(Y<y)—]P’(aX+m<y)—IP’<X<y;m> —cp(y;m>,
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stirtiségfiiggvénye:

F) =Pl = 2o (157 ) = o A0

g

. Exponencidlis eloszlds

Egy val6szinliségi valtozd orokifjii tulajdonsagd (mdas néven: memoria nélkiili), ha teljesiil rd a kovetkezo:
P(X > s+ t/X >t) = P(X > s) minden s,t > 0 esetén. Azaz ha a valésziniliségi vdltozé valaminek az
élettartama, akkor az 6rokifju tulajdonsag jelentése a kovetkezd: amig a szébanforgé dolog ,.é17, a tovabbi jo-
vjét illetSleg esélyei olyanok, mint egy ,,0jsziilott” dolognak.

Egy pozitiv értékii folytonos valészinliségi valtozé akkor és csak akkor 6rokifji tulajdonsdgu, ha exponencidlis
eloszlasu.

Megjegyzés:

Egy X eloszlasrdl azt mondhatjuk, hogy 6regedik, ha P(X > s+ ¢t|X > t) < P(X > s) teljesiil rd. Példa: egy
elhasznal6do alkatrész élettartama.

Hasonl6an azt mondhatjuk, hogy fiatalodik, amennyiben P(X > s+¢|X > t) > P(X > s). Példa: egy nagyon
elmaradott orszdgban sziiletett csecsemd élettartama.

A )\ paraméter(i exponencidlis siiriiségfiiggvénye: f(z) = Ae™?, eloszlasfiiggvénye: F(x) = 1 — e™?* ha
x> 0.

A )\ paraméterd exponenciélis eloszlds vérhat6 értéke: 1/\. Tehat ha egy exponenciélis eloszldsd valdszintiségi
véltozé varhat6 értéke adott, akkor a paramétere a varhaté érték reciproka.

Feladatok

1. Legyen X egy egyenletes eloszldsi valészintiségi véltozé az (a, b) intervallumon.

a) F(x) =P(X <) ="
b) BXE@122)) 9 ha g < 3y < 3y < b.

T2—T1

2. Az alabbi fiiggvények melyike lehet eloszlasfiiggvény? (Ahol a fiiggvény nincs megadva, ott automatikusan 0.)

a)
Fx)=1+e* ha —l<uz
b)
Gz)=2-— 2 ha >0
r+1
9)
H(z)=1—e* ha x>0
d)
I(:E):Z(Zl—x) ha 0<z<2 é 1 ha z>2
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3. Az aldbbi fiiggvények melyike siiriségfiiggvény? (Amelyik tartomany nincs megadva, ott a fiiggvény 0.)

a)

f(x):% ha z>1
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b)

g(z) = sm2(x) ha O0<z<2
9
1 j z £ x—1
h(z) = 3 sm(§) ha O<z<m é 3 In(38) ha z<0
d)

i(x)=2e"% ha x>0

Egy tiizérségi 16vedék a célteriiletet egy r sugart koron beliil éri el. A koron barmely tertiletre érkezés valo-
szinfisége ardnyos az adott teriilet mérészamaval.Az X valésziniiségi valtoz6 jelentse a becsapddas pontjanak
tavolsagat a célteriilet kozéppontjatol. Hatdrozzuk meg X eloszlasfiiggvényét és stirliségfiiggvényét! Mennyi

o

annak a valészintisége, hogy a lovedék az /2 ill 3r /4 sugarakkal hatdrolt korgyfird belsejébe esik?

. Egy [ hossziisagi ropit taldlomra valasztott pontban kettétoriink. Mi az igy keletkezett darabok koziil a rovideb-

bik eloszlasfiiggvénye?

A [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlédssal és egymastdl fiiggetleniil kijeloliink 4 pontot. Mi a nagység szerinti
3. pont eloszlasfiiggvénye? Es a siirliségfiiggvénye? Es ha 10 pontot valasztunk, mi a 6. eloszlasfiiggvénye?

Vilasszunk az egységnégyzetben egyenletesen egy pontot. Jelolje X e pontnak a négyzet legkdzelebbi oldalatol
vett tdvolsdgit. Hatdrozzuk meg az X eloszldsit! Mi annak a valésziniisége, hogy a pontunk tdvolabb van az
oldalaktdl, mint 1/4? Mennyi X vdrhaté értéke?

Egy tavolsdgi busz egyenletes eloszlds szerint érkezik a megédlléba, munkanapokon 13:00 és 13:15 kozott, hét-
végén 13:00 és 13:10 kozott. Utazdsaim 1/3-a hétvégére, 2/3-a hétkdznapra esik. Mindig 13:00-ra érkeziink a
buszmegélléba. Hatdrozzuk meg a buszra varakozds eloszlasat. Mi annak a val6szintisége, hogy kevesebb mint
5 percet kell varakoznunk?

Egy busz az A és B varosok kozott kozlekedik, amelyek tdvolsaga 100 km. Ha a busz meghibasodik, a meg-
hibdsodds helyének a tdvolsdga az A vdrostdl egyenletes eloszlasd a (0, 100) km intervallumon. Busz-szerviz
A-ban, B-ben és a féliiton van. Egy javaslat szerint jobb lenne a szervizeket A-t6l 25, 50 és 75 km-re elhelyezni.
Hasonlitsa 6ssze a két alternativat!

Egyenletesen vélasztunk egy félkoriven egy pontot, vagyis egy adott ivhosszba esés valdszinlisége aranyos az
ivhosszal. Az igy kapott pontot a kdzéppontbdl kivetitjiik a félkor atmérdjével parhuzamos érintére, amely egy
szamegyenes, ahol az érintési pont a 0, és a skdldzasa megegyezik a félkorével. Mi annak a valdszintisége, hogy
a kivetitett pont a (—oo, 2) intervallumba esik? Es annak a valészintisége, hogy a (—1, 1) intervallumba esik?
(Az igy kapott eloszlds a Cauchy-eloszlds.)

Egyenletesen valasztunk egy pontot a egységsugaru félkoriven, majd az igy kapott pontot levetitjiik az atmérdre.
Mi annak a valdszintisége, hogy az igy kapott pont a (—0.5,0.5) intervallumba esik? Mi annak a valdsziniisége,

hogy kisebb, mint 0? Es, hogy kisebb, mint ?? (Az igy kapott eloszlds az drkuszszinusz-eloszlds.)

Egyenletesen vélasztunk egy pontot a [—1, 1] intervallumban, jeldljiik ezt X -szel. Mi annak a valészintisége,
hogy X3 < 0.5 ? Es ha a pontunkat a [0, 1]-ben vélasztjuk egyenletesen? Mi lesz X2 eloszldsfiiggvénye?
Es a stirtiségfiiggvénye? Mi lesz a vérhat6 értéke? Milyen z-re lesz F/(x) = 0.5? (Azt az = szdmot, melyre
P(X < ) = 0.5, az X valdsziniségi vdltozd medidnjdnal nevezziik. Hasonlitsuk dssze a vdrhatd értékkel!)

Egy buszmegélléban annak a valészintisége, hogy a kovekez6 t percen beliil jon busz 1 — e~5t. Mi annak a
valészintisége, hogy t5bb mint 10 percet kell varakoznunk? Es annak, hogy kell varnunk legaldbb 5 prcet, de
legfeljebb 10-et? Mi a véarakozasi idénk véarhat6 értéke? Mi annak a valészinfisége, hogy ha mar sikerteleniil
vartunk 4 percet, akkor kell még varnunk legaldbb 10 percet?
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Legyen X2 egyenletes a [0, 1]-en. Mi lesz X eloszldsa? Mi a medidnja, varhat6 értéke?

Egy bergengéc DVD napokban kifejezett élettartamanak strtiségfiiggvénye f(z) = ?23’ ha z > 1. Mi annak a
valdészintisége, hogy ha januar 26-an hoztuk haza a boltbél, akkor februar 1-én még miikodik? Melyik DVD-t

érdemesebb megvenni, a dél-szaharait, aminek stirtiségfiiggvénye f(x) = I% (ha z > 1) vagy a bergengdcot?
Atlagosan mennyit id6t birnak ki ezek a DVD-k?

Egy iroddban atlag 5 percenként cseng a telefon. Az utolsé hivds 4 perce volt. Mi a valdszintisége, hogy az
utolsé hivas és a kovetkez6 hivas kozti idStartam 5 és 10 perc kozé esik?

Egy utcai telefonfiilke foglalt, amikor odaérek. A beszélgetés hossza véletlen, percekben mérve % paraméterd
exponencidlis eloszldsi. Mi a valdszintisége, hogy 5 perc milva sem keriilok sorra? Mi a helyzet akkor, ha
tudjuk, hogy odaérkezésiinkkor mér 2 perce tart a beszélgetés?

Adott tipusu elektromos berendezések 2%-a 1000 tizeméran beliil elromlik. Tegyiik fel, hogy a meghibasoddsig
eltelt id6 exponencidlis eloszlast kovet. Mekkora a valdsziniisége, hogy egy ilyen berendezés az atlagosnal
tovabb miikodik?

Egy orokifja tulajdonsagi villanykorténél % annak a valdsziniisége, hogy 2000 6randl tobbet lizemel. Egy va-
rosban 200 ilyen égé6t helyeziink el. Mi a valészintisége annak, hogy 200 6ra elteltével éppen 150 ég6 vilagit?

Bizonyitsuk be, hogy az

P(X <z)=F(z)=1—¢* haz>0,

P(Y <y)=G(y)=1—e VY hay>Q0,

eloszlasfiiggvényekkel megadott X és Y valdszintiségi véltozdk koziil az egyik dregedd, a masik fiatalodd!

Szamitsuk ki a kovetkez0 valdszintiségeket, ha X standard normalis eloszlast valdszintiségi valtozo!
@P(-1<X<1)P(-2<X<2))P(-3<X <3

Szamitsuk ki azokat az értékeket, amelyeknél kisebbet egy standard normadlis eloszlasu valészintiségi valtozo
0.2, 0.9, illetve 0.99 valdszintiséggel vesz fel!

Egy nagy populdciéban az emberek atlagos testmagassdga 178 cm, a magassagok szérdsa 9 cm, és a magassag
normdlis eloszldsnak tekinthetd. Mennyi ekkor annak a valdsziniisége, hogy egy véletlenszerien kivédlasztott
személy testmagassdga 169 és 187 cm kozé esik? Mennyi annak a valdsziniisége, hogy ezen személy magasabb
2 méternél? Most mennyi az az érték, amelynél kisebb magassag 0.2, 0.9, illetve 0.99 valdsziniiségti?

Egy pontosnak tekinthetd ismersiinkkel 7 6rakor van taldlkozénk. Erkezése normailis eloszldsi, o = 5 perc
szérassal. Melyik az az id6pont, amely el&tt ismerdsiink 0.9 valdszintiséggel megérkezik?

Megfigyelték, hogy egy napszakban egy metrékocsiban az atlagos utaslétszam 80 f6, a szérds 20 £6. Mekkora a
val6sziniisége, hogy az utaslétszdm egy kocsiban

a) 50 f6 alatt

b) 80 és 100 f6 kozott lesz, ha mindkét esetben feltételezziik, hogy az utaslétszam kozelitheté normadlis el-
oszlassal?

Egy X val6szintiségi véltoz6 varhaté értéke 0, szdérdsa 1. Melyik esetben valdszintibb, hogy X > %; akkor, ha

X eloszlasa normélis, vagy akkor, ha egyenletes? (Az (a, b) intervallumon egyenletes eloszlds szdérdsa ;’\_/%)

Legyen az X egy tetszSleges folytonos valszintiségi viltozé F'(z) eloszldsfiiggvénnyel, U pedig egyenletes
eloszlasi a [0, 1] intervallumon. Tegyiik fel, hogy F'(z) egy [A, B] intervallumon (A lehet —co, B lehet co)
szigordan novekvs, és F(A) = 0, F(B) = 1. Hatdrozzuk meg F~'(U) eloszlasat! (Altaldnositott inverz
eloszlasfiiggvény haszndlatdval nincs sziikség a feltevésekre, de ezzel részletesebben nem foglalkozunk).



