Masodik A4 gyakorlat

1. Binomialis eloszlas

Tipikus példa egy pénzdobas sorozatban a fejek szama. Ha n-szer dobtunk fel egy érmét, amely p va-
loszintiséggel fej (tehat lehet, hogy hamis), akkor annak a valoszintisége, hogy pontosan k db fej van a
dobasok kozott:

P(X =k) =b(k;n,p) = (Z)pk(l —p)nk (k=0,1,...,n).

Példaul, pontosan 3 hatos valoszintisége 20 dobasbol: P(X = 3) = (230)(1/6)3(5/6)17.

1. A vidamparkban a céllovoldében jatszom. Egymas utan vonulnak fel a célpontok, mindegyiket egy-
mastol fiiggetleniil 2/3 valoszintiséggel eltalalom. Mennyi a valoszintisége, hogy 6 célzasbol pontosan
4-et, talalok el? Mennyi a valoszintisége, hogy 2-nél tobbet talalok el, de azért nem az Gsszeset?

2. Pisti nem tanult semmit a vizsgara, ahol 10 darab eldéntendd kérdésre kell valaszolnia. Az anyagbol
valami kicsi dereng, ezért kicsit t6bb, mint 50%-o0s, mondjuk olyan 60%-os valoszintiséggel ir jo
valaszt egy-egy kérdésre. Milyen valoszintiséggel megy at, ha a ketteshez 8 jo valasz kell? Hany jo
valasz a legvaloszintibb?

3. Egy szocske elindul a szamegyenes orig6jabol. Minden lépésnél 1/2 valoszintiséggel jobbra, 1/2
valoszintiséggel balra ugrik. 20 ugras megtétele utan
(a) milyen valoszintiséggel lesz a 0-ban?
(b) milyen valoszintséggel lesz az 1-ben?

(¢) milyen valoszintiséggel lesz a (-2)-ben, ha az utolso el6tti ugras utan a (-3)-ban volt?

2. Folytonos egyenletes eloszlas

Ha egy véges intervallumra gy dobunk egy pontot, hogy a pont az intervallum barmely részinterval-
lumara annak hosszaval ardanyos valoszintiséggel esik, akkor a pont koordinataja egyenletes eloszlasa az
adott intervallumon. Jel6lje a és b ennek a véges intervallumunk két végpontjat. Annak a valoszintisége,
hogy egy ilyen eloszlast véletlen szam egy d hosszisagt részintervallumba essen (a fentiek alapjan): ﬁ;

. az eseménynek megfelel halmaz hossza
valoszintiség =

az egész eseménytér hossza

Hasonl6 elgondolas alapjan ha egy pont egy véges teriiletii siktartomény barmely részére a kivalasztott
rész teriiletével ardnyos valoszintiséggel esik, akkor a pont helyének eloszlasa egyenletes eloszlasi az adott

siktartomanyon:
az eseménynek megfelel¢ halmaz teriilete

val6szintiség = - — ”
az egész eseménytér teriilete

Véges térfogati térrészen értelmezett egyenletes eloszlas esetén:

az eseménynek megfelel6 halmaz térfogata

valoszintiség = - PR
az egész eseménytér térfogata
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Egy szabalyos haromszogbe kort rajzolunk, mely érinti a haromszdg oldalait. A haromszog bel-
sejében egyeneletes eloszlas szerint valasztunk egy pontot. Mi a valészintiisége, hogy a pont a kor
belsejébe esik?

Egy korbe szabalyos hatszoget rajzolunk. Mi a valoszintisége, hogy a kdrben egyenletesen valasztott
pont a hatszogben is benne van?

Mi a valdszintsége, hogy a (0,0), (0,1), (1,0), (1,1) pontok altal meghatarozott négyzetben egyen-
letesen valasztott pont koordinatai koziil

(a) az els koordinata legfeljebb kétszerese a masiknak?

(b) az els6 koordinata négyzete kisebb a masodik koordinatanal?
Egy véletlen téglalapot ugy szerkesztiink meg, hogy mindkét oldaldnak hosszat egymastol fiigget-

lentil 0 és 1 kozott egyenletes eloszléas szerint valasztjuk. Mi a valoszintisége annak, hogy a téglalap
keriilete nagyobb 2 hosszegységnél, és a teriilete kisebb 1/4 tertiletegységnél?

Mi a valészintsége, hogy ha a (0, 1) intervallumon kivalasztunk

(a) 2 pontot egyenletes eloszlassal, akkor az elhelyezkedésiik szerint a kisebbik pont kisebb z-nél?
(b) 3 pontot egyenletes eloszlassal, akkor az elhelyezkedésiik szerint a legkisebb pont kisebb z-nél?

(c) 3 pontot egyenletes eloszlassal, akkor az elhelyezkedésiik szerint a legnagyobb pont kisebb
z-nél?

(d) 3 pontot egyenletes eloszlassal, akkor az elhelyezkedésiik szerint a kozéps6 pont kisebb z-nél?

Valasszunk k db pontot a (0, 1) intervallumon egymaéstol fiiggetleniil, egyenként egyenletes eloszlas
szerint. Mi a valoszintisége, hogy az elhelyezkedésiik szerint a j-edik kisebb z-nél?

Buffon-féle tiprobléma: Egy nagy papirlapra 4 cm-enként parhuzamos egyeneseket hizunk, majd
egy 2 cm hosszi tiit magasrél a papirra ejtiink. Mi a valoszintisége, hogy a ti metszi valamelyik
egyenest?

Egy papirra 4 cm-enként fiiggéleges és vizszintes vonalakat hizunk, akkor mennyi a valoszintisége,
hogy a 2 cm hosszu ti

(a) legalabb 1 vonalra esik?

(b) pontosan 1 vonalra esik?
Mi a valoszintisége, hogy 3 fliggetlen (0,1)-en valasztott pont koziil pontosan 1-1 essen a (0, 3),
(3,2), és (2,1) intervallumba?
0 és 1 kozott két szamot valasztunk egymaéstol fiiggetleniil, egyenletes eloszlas szerint.

(a) Mi a valoszintisége annak, hogy a két szam kiilonbségének abszolat értéke kisebb, mint a

kisebbik szam?
(b) A két szam harom darabra vagja a [0, 1] intervallumot. Mi valoszintisége annak, hogy a harom

részintervallumbol haromszoget lehet szerkeszteni?

Egy egységnyi oldalu négyzet két atellenes oldalan egy-egy pontot valasztunk egymaéastol fiiggetlentil,
egyenletes eloszlas szerint. Mi a valoszintisége annak, hogy a két pont tavolsaga kisebb, mint x
(1<z<V2?

Mi a valoszintisége, hogy fiiggetlen, (0, 1)-en egyenletes eloszlas szerinti két véletlen szam koziil az
egyik n-edik gydke kisebb a masik m-edik gyokeénél, azaz P ({/RND; < %/RND3))?

Jancsi és Juliska 12 és 1 6ra kozott szeretnének talalkozni. Az egyszertiség kedvéért jeloljiik a 12 6rat
0-val, igy mindkettsjiik érkezése egy (0, 1)-beli szam. Tudjuk, hogy érkezésiik egymastol fliggetlen
(0, 1)-en egyenletes eloszlast. Mi a valoszintisége, hogy talalkoznak, ha mindketten 20 percet (1/3
orat) varnak a masikra?
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Egy korbe szabalyos haromszoget rajzolunk. A korlapon egyenletes eloszlas szerint valasztunk egy
pontot. Mi a valoszintisége annak, hogy a pont a haromszog belsejébe esik?

A (0,1) intervallumban egyenletes eloszlas szerint valasztunk egy szamot. Mi a valoszintsége, hogy
olyan szamot valasztunk, amelynek végtelen decimélis kifejtése nem tartalmaz egyes szamjegyet?

Egy hosszu, magas kerités egymastol L tavolsagra leszurt, D atmérdji fiiggsleges rudakbol all. Egy
d atmérgji labdat elég messzirdl, csukott szemmel a kerités felé dobunk. A labda vagy nekititddik
valamelyik ridnak, vagy érintés nélkiil atrepiil kozottiikk. Mi a valészintisége annak, hogy a labda
a rudak érintése nélkiil atrepil a rudak kozott?

Egy ropit két egymastol fiiggetleniil, egyenletes eloszlas szerint valasztott helyen eltoriink. Mi a
valoészintisége, hogy a kozépsd darab hosszabb a ropi felénél?

Altaldnos Buffon-féle tiprobléma: Egy nagy papirlapra d cm-enként parhuzamos vonalakat hizunk,
majd egy 2] cm hosszua tiit magasrél a papirra ejtiink. Mi a valoszintisége, hogy a tii vonalra esik?

Egy piros, egy fehér és egy zold pontot tesziink a [0, 1] intervallumra egymastol fiiggetleniil, kiilon-
kiilon egyenletes eloszlas szerint. Mi a valosziniisége annak, hogy a piros és a zold pont kdzotti
tavolsag legfeljebb % , és a fehér pont a piros és a zold kozé keriil?

Bertrand-paradoxon: Egyezziink meg abban, hogy a kor egy hurjat "hossztinak" nevezziik, ha a
hirhoz tartozo kézépponti szég 120 foknal nagyobb, vagyis a htr hosszabb, mint a kérbe rajzolhato
egyenloldalu haromszog oldaldnak a hossza. Egységsugari kor esetén ez annyit jelent, hogy a hur
hosszabb, mint /3 egység. Mi a valoszintisége annak, hogy a kor hurjai koziil véletlenszertien
valasztva hosszt hur adodik, ha a véletlenszert valasztas az alabbi médszerek egyikét jelenti?

(a) A kor egyik atmérgjét véletlenszerten kivalasztjuk tgy, hogy az dtmérd iranyat kijelols szog
egyenletes eloszlasu legyen 0 és 2w kozott, majd pedig a kivalasztott atmérén egyenletes el-
oszlas szerint valasztunk egy pontot. Azt a huart tekintjiik, mely atmegy ezen a ponton, és
merdleges az atmérdre.

(b) A kor keriiletén egymaéstol fiiggetleniil két pontot valasztunk egyenletes eloszlas szerint, és
tekintjiik a két pont altal meghatéirozott hirt.

(¢) A korlapon egyenletes eloszlas szerint valasztunk egy pontot, és tekintjiik azt a htrt, aminek
ez a pont a felez6pontja.



