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1.1 Ramsey szamok
Folsé becslés: R(k,0) < R(k —1,¢) + R(k,¢ — 1). Ebb6l ugye azt kapjuk, hogy

_ k
R(k,0) < <k2f12> P R(k,k)gC%. (1.1)

Itt ugye a (Qkk) /4 =<1/ vk nagységrendet az 1-dimenziés bolyongésra vonatkozé lokélis CHT-bél
rogton lehet latni, ha valaki nem emlékezne a Stirling-formulara.
Alsé becslés [ASO8, §3.1]: minden n-re és p-re,

R(k,0) >n — (Z) p(3) - (Z) 1 p)a). (1.2)

¢ .
n\ (k nn—1)---(n—j5+1)
k>p<2>_ '

R(k,C<¢) >n — ( (1—p). (1.3)

j=3

Az els6ben, k = £ esetén p = 1/2 a logikus vélasztés, és R(k, k) > c2¥/2k-et kapunk. Ez messze
van ([LI)-tél, de ez van, lényegesen jobb nem ismert egyik oldalrél sem.

Ha ¢ pici fix, és k nagy, akkor persze 1 — p-t kicsinek érdemes valasztani. Valéban, tetszOleges
€ > 0-hoz, ha § > 0 elég kicsi, akkor 1 — p = n=770 és m = k3¢ vélasztassal az (C2)-beli
mésodik kivonandé tag o(n), tovdbbd 1 —p = k71T€ & > 0 miatt az els6 kivonandé tag o(1).
Tehat R(k,0) > koW Az a sejtés, hogy k!~11t°() ay igazsiég. Ez ¢ = 3-ra ismert, fogunk
ra latni egy Lovasz Lokalis Lemmés bizonyitést [Spencer 1977]; sét, a pontos o(1) tag is ismert:
R(k,3) < k?/log k, ahol [Ajtai-Komlés-Szemerédi 1980] a fols6, és [Kim 1995] az alsé becslés.

Hasonloképpen, tetszdleges € > 0-hoz, ha § > 0 elég kicsi, akkor p =1 — P

£
ésm=Fki-1"°¢
valasztéssal az (L3)-beli masodik kivonandé tag o(n), tovabba 1 — p = k~1+¢ € > 0 miatt az els6
4
kivonandé tag o(1). Tehdt R(k,C<y) > ke17°W)  Ey azért érdekes, mert ezek szerint 1éteznek G

grafok n csicson
n

(@)
paraméterekkel, tehat a kromatikus szdm egyaltalan nem lokalis: minden pont egy nagy kornyezete
2-szinezhetd, és mégis x nagy. [ASO8|, Lens 3.

girth(G) > ¢ és x(G) > > petoll)

Q
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1.2 Osszegmentes halmazok

Ha B C Z, |B| = n, akkor létezik A C B, |A| > n/3, hogy (A+ A)N A = (.
Az alapotlet az, hogy tegylik eltoldsinvaridnssd a problémaét, hogy a véletlen részhalmazunk
vérhaté mérete szamolhaté legyen. Lasd [ASOS|, §1.4].
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2.1 Fiiggetlen halmazok konstrualasa grafokban

Ha n csicson d az dtlagfokszdm, akkor primitiv 6tlettel a(G) > np— %dp2, ami p = 1/d vélasztassal
a(G) > g5-t ad. [AS08] §3.2]

Egy fokkal kevésbé primitiven, ha S := {v € V : U, > U, Yv ~ w}, ahol U, iid Unif[0, 1]
cimkék, akkor ez egy fiiggetlen halmaz, és E[S| =3 ﬁ, igy létezik ekkora S. Ebbdl konnyen
kovetkezik az ext(n, K)-rél sz6l6 Turdn-tétel. [ASO8| Lens 6]

Megjegyzés: Legyen Gy, 4 az uniform véletlen d-reguldris graf n csicson. Ismert, hogy ag :=
lim, a(Gyp q4)/n létezik [Bayati-Gamarnik-Tetali 2010], szigorian kisebb 1/2-nél minden d > 3-ra
[Bollobés 1981], nagy d-re ag ~ 2(logd)/d [Frieze-Luczak 1992], és 0.4361 < a3 < 0.45537 [Cséka-
Gerencsér-Harangi-Virdg 2013]. Utdbbi alapotlete, hogy egy iid mez6 lokélis maximumai helyett
valami jobb mez&t kellene venni, pld a bolyongas Markov-operatoranak egy sajatvektorat, latunk
majd még ilyesmit.

2.2 Hipergrafok kétszinezhetosége

Hipergrafok csicsait akarjuk j6lszinezni, hogy ne legyen monokromatikus él. Legyen m(n) a
legkisebb szém, amire létezik n-uniform nem-2-szinezhetd hipergraf ennyi éllel. Tétel: 271 <
m(n) < Cn?2". Mindkét korldtot valszam médszerrel bizonyitottuk [AS08, §1.3].

2.3 Hamilton-utak tournamentekben

Rédei tétele, hogy minden tournamentben létezik Hamilton-ut: P(7) > 1. Lehet, hogy csak
egy: pld egy linedris rendezést leiré tournamentben. Mennyi lehet legfeljebb? Legyen ez P(n) :=
max{P(T) : |V(T)| = n}. Tétel [Szele 1943, Alon 1990]: n!/2"~! < m(n) < n!/(2 — o(1))".

Az als6 becslés az els6 megjelenése a véletlen mddszernek [ASO8| §2.1]. A fels6 becslést Brégman
tételének [ASO8| Lens 2] segitségével csindltuk: ha A = (a;;) egy 0-1-matrix, r; = Z?:l agj

sorosszegekkel, akkor
per(A) := Y [ awa < [Jr)"".
oceSp 1=1 i=1

Az a kapcsolat, hogy ha Ap a tournament adjacencia matrixa, akkor per( A7) pont az 1-ki-1-befoku
feszitérészgrafok szama, ami persze fols6 becslés a Hamilton-korok szamaéara, ami meg nincs messze
a Hamilton utak szamatol. Ezutén kell még egy

max {i]f[l(ri!)l/” : z:r - <Z> }

optimalizalas, Taylor sorfejtéssel, Stirling formulédval, ilyesmi, ezt inkédbb hagytuk [ASO8, Lens 4].
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3.1 0—1 matrix permanensének becslése

Brégman tételének valszamos bizonyitdsa [ASO8, Lens 2].

3.2 A primek véletlenszeriiségérol

Hardy-Ramanujan (1920), Turdn (1934), Erdés-Kac (1940). Ha x € N-re v(z) jeloli az = kiilonboz6
primtényezdinek szdmat, akkor a kovetkezé CHT igaz [ASOS, §4.2]:

v(z) —Inlnn
vinlnn

ahogy n — oo, ahol ®(z) a standard normalis eloszlasfiiggvénye. Egy gyengébb verziéhoz masodik
momentumokat szamoltunk és a Csebisev-egyenl6tlenséget hasznaltuk, a CHT-hez a k-adik mo-
mentumok is kellettek.

%#{1§x§n: <)\}—><I>()\),
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A Brégmanbdl maradt darabkédval kezdtiink.

4.1 Fix részgrifok az ErdSs-Rényi G(n, p)-ben

Monoton csatolas: U. ~ Unif[0, 1] iid cimkék, és w, := {e € E(K,,) : U. < p} — egy valszintéren
definidlt valtozok, minden p € [0, 1]-re, G(n,p) eloszlassal, és p < g-re wp C wy.
Ha A = A, egy folfelé zart esemény, mint pld hdromszog-tartalmazds, akkor p — P,[A] egy
folytonos monoton noévé fiiggvény; folytonos, mert egy polinom, monoton pedig a csatolds miatt.
Elsé momentum mdédszerbdl X,,-re, ami a hdromszog részgrafok szdma: p < 1/n-re

P[3A C G(n,p)] <E,[X,] — 0.
Alsé becsléshez tobb kell.

4.2 Masodik momentum maddszer

Cauchy-Schwarz-Paley-Zygmund: ha X > 0, akkor Cauchy-Schwarzot E[X]| = E[1 x~¢X]-re alka-
Imazva:

2
P[X > 0] > (EE[Q] . (4.1)
Sét, t € (0,1)-re,
E[X](1—t) < E[lxsmxX] < P[X > EX]"*E[x?]"/?. (4.2)

A Csebisevvel ellentétben a (&) akkor is ad valamit, amikor 2(EX)? < E[X?] < C(EX)?,
barmilyen fix C-re.



4.3 Vissza a haromszogekhez
Konnyen kiszamolhatd, hogy
3 nd

n
Var,[X,,] ~ Eps + 7])5.

Ez p > 1/n-re o((EX)?), {gy P[3A C G(n,p)] — 1. S6t, p ~ A/n-re egy a(A\) > 0 alsé becslést
kapunk, kicsi A esetén b(\) < 1 f6ls6 becslést, igy azt latjuk, hogy =< 1/n-nél torténik az atcsapds,
egy =< 1/n méretii atcsapdsi ablakban jatszédva le. [ASO8|, §4.4] és [Pet14, §12.2].

4.4 Threshold fiiggvények

Ha A = A, folfelé zért események sorozata, legyen pii(n) az a p amire A valszine t. Kritikus
avagy atcsapdsi ablak: 7A(n) := pit (n) — pA(n).

Tétel [Bollobds-Thomason 87]: Minden folfelé zart eseményekbdl all6 {A,, } sorozatra, ha p(n) >
pf/z(n), akkor P, [A,] — 1, ha pedig p(n) < pf/z(n), akkor P, [A,] — 0. (Ha p“14/2(n)
nem tart 0-hoz, akkor kicsit mashogy kell mondani, hogy ne legyen trivi.) Ezt ¢k hiperkockabeli
izoperimetrikus egyenlGtlenségek segitségével bizonyitottak, de mi egy igen egyszerii bizonyitast
adtunk, lasd [JLROO0, §1.5].

Miés széval, 7.(n) = O(pfm(n)). Ha 7.(n) = o(pfp(n)) is igaz, akkor sharp, ha nem, akkor
coarse thresholdrol beszéliink. Lattuk, hogy a haromszogtartalmazasnak coarse thresholdja van.
Nem bizonyitjuk (diszkrét Fourier-analizis kellene hozzd), de coarse pontosan akkor, ha a tulaj-
donséag “lokalis” [Friedgut-Bourgain 1999].
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5.1 Kiegészitések a G(n,p) részgrafjaihoz

Egy fix H véges graf maximalis slirtisége legyen p(H) := max{e(H')/v(H') : H C H}. Egy gréfot
kiegyensulyozottnak szoktak hivni, ha p(H) = e(H)/v(H). Az els6é momentum mddszer rogton
adja, hogy a p{%(n) threshold az biztos legaldbb n~1/P(H) nagysigrend(i. Erdés-Rényi igazoltak,
hogy valéban ennyi is. Lasd [ASOS, §4.4].

Meg lehet nézni pld G(n,1/2) legnagyobb klikkjét is. Miikodik az elsé és masodik momentum
médszer: ha k = k,, olyan, hogy

fky = ()2 ® o,

akkor Plw(G(n,1/2)) > k,] — 0, ha pedig f(n, k) — oo, akkor Plw(G(n,1/2)) > k,| — 1. Ez k,, ~
2logy n értéknél kovetkezik be, és konnyt latni, hogy egyetlen k,, érték lehet, amire f(n, k) se nem
pici, se nem nagy. Erre a ky-re tehdt Plw(G(n,1/2)) € {kn, kn + 1}] — 1, széval aszimptotikusan
két lehetséges értéke van csak w(G(n,1/2))-nek, ami elsé rénézésre dobbenetes koncentracié. Ha
nem vildgosan a részletek, lasd [ASO8] §4.5].

5.2 A flirt-méretek fazisatmenete

A részgraf-tartalmazdas durva atcsapasa utan egy éles atcsapast fogunk most vizsgalni: a térfogattal
Osszemérhetd méretli 6rids komponens megjelenését. Intuitiven taldn vildgos, hogy p = 1/n
kornyékén kell szamitani erre, mert ha elkezdjik folfedezni egy adott csics komponensét, akkor



p = (1 + €)/n-nél az elsé sok lépésben Poi(1 + €) koriili 14j csicsot kapunk minden lépésben, ami
€ > 0-ra biztatd, € < O-ra pedig elszomorité, ha nagy komponenst akarunk.

Tétel [Erdés-Rényi 1960, Luczak 1990, Aldous 1997]: Ha %; az i-edik legnagyobb fiirt p ~
(1 + €,)/n-nél, akkor

(i) n7Y? <« —€, < 1 esetén, j > 1 fix,

i1 P
9 3 .
2¢,“ log(e3n)

Specidlisan, ha €, < €, ahol € > 0 fix, akkor a legnagyobb fiirt mérete O(logn).

(ii) Ha e, = An~'/3, ahol A € R fix, a véletlen (|€1],|%%,...)/n*? vektornak egy nemdegeneralt
hatéareloszlasa van: vegylnk egy Brown-mozgast A\—t drifttel ¢t idépontban, és ennek a pozitiv
kirdndulasainak hosszat csokkend sorrenben.

(iii) Ha n™1/3 < ¢, < 1, akkor

€] P
=1,
2e,m
mig minden j > 2-re
%51 P

— — 1.
2€n 2 log(e3n)

Specidlisan, €, > ¢ > 0 esetén van egy érids fiirt, minden més fiirt pedig O(logn) méretii.

Alogn — n?/3

— n dtmenetet Erdds és Rényi “double jump”-nak hivtdk; azéta mar természetes,
hogy a kritikus ablakban érdekes hatvanyok jelennek meg. A tételt nem fogjuk minden részletében
bizonyitani, de azt latni fogjuk, mi torténik fix € < 0, = 0,e¢ > 0 esetén. Ehhez el6szor végtelen

fakkal kell foglalkoznunk.

5.3 Elagazé folyamatok avagy Galton-Watson fak

Legyen ¢ a gyerekeloszlas, 7, az n-edik generdcié mérete. Ha p = E¢ < 1, de P[{ = 1] # 1, akkor
a folyamat majdnem biztosan kihal. Ha pu > 1, akkor pozitiv valszinnel 6rokre tilél. Erre harom
bizonyitést is csindlunk; ldsd [Petl4l (12.4) és Exercise 12.10 kornyéke] és [Durl0], §5.3.4].

Elsé bizonyitds: az f(z) = E[2¢] generdtorfgv vizsgalata. P[Z, = 0] = f°*(0).

Masodik bizonyitas: p < 1-re els6 momentum médszer, p > 1-re masodik momentum modszer,
= l-re martingél konvergencia tétel: Z,/u" mindig egy martingél, és az egészekbdl ll6 Z,, csak
0-hoz tud konvergalni.

Kimondtunk néhany Martingal Konvergencia és Opcionalis Megallasi Tételt és lattunk
néhany példat és ellenpéldat; lasd pld [Petld], §6.3] és [Durl0, Chapter 5].
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6.1 GW-fak harmadik bizonyitas

Az aktiv csticsok szama mélységi bejarasnal (breadth first search): Sy = 1és ;41 = S;+X;—1, ahol
X; iid €. Az a kérdés, hogy a 79 = min{i : S; < 0} megélldsi id6 majdnem biztosan véges-e (azaz



bekovetkezik-e); pontosan akkor hal ki a fa, ha ez véges [Petld] Figure 12.2]. Egy bolyongasunk
van Y; = X; — 1 ugrdsokkal, EY; = u — 1.

Ha p < 1, akkor NSZT szerint S,, — —o0, igy P1[1p < oo] = 1.

Ha p > 1, akkor NSZT szerint S,, — oo, igy 1étezik K > 0, hogy Py [minizo Si > —K] >c; >0,
mikozben Pq[rx < 79] > co > 0 nyilvén, és igy Pq[m9 = 00| > c1c0 > 0.

Végiil, u = 1 esetén, pld a Chung-Fuchs tétel szerint [DurlQ, §4.2], rekurrens az S,, bolyongas,
hiszen S,,/n — 0 valdszintliségben, igy megintcsak bekovetkezik 7.

6.2 Chung-Fuchs kitéro

A tételt nem bizonyitottuk, de néztiik a kovetkezd nagyon szép anti-példat: ha az ugrasok eloszldsa

Yo g 1
Cauchy, siirtiségfgve P

ElSszor is, a {By,t > 0} 2-dim Brown-mozgés forgatasinvarians (hiszen a normalis eloszlés is

akkor rekurrens bolyongast kapunk, pedig a NSzGyT nem igaz.

az) és id6cserétdl eltekintve skédlainvaridns (hiszen a normadlis eloszléds is az). Na j6, a “hiszen” az
tulzés: elvileg lehetne, hogy minden fix ¢-re forgatas- és skdlainvaridns, de az egytittes eloszlas nem
az. Mindenesetre az &llitds igaz, sét, a folyamat konforminvaridns is (Lévy 1941).

Vegyiik a 7(¢) := min{t > 0 : B; z-koordinataja ¢} megallasi idéket. Konnyd latni, hogy a
forgdsinvariancia miatt a B.(;) y-koordindtdjdnak eloszldsa tan(Unif[0,27]), ami pont a Cauchy.
Namadrmost, vildgos, hogy B;(2) = Br(1) + B! (1)’ két fliiggetlen képia. Masrészt a skdlainvarianssag

miatt By (g) 4 2B, 1) Altaldnosabban is, azt kapjuk, hogy n darab fgtlen Cauchy atlaga megintcsak
Cauchy. Tehat a NSzGyT nem teljestil.
Ami a rekurrencidt illeti, az el6z6 bekezdés miatt

P[S, € (—€,¢)] =P[S,/n € (—€/n,e/n)] = P[S1 € (—¢/n,e/n)],

ami fix € > O-ra és nagy n-re aszimptotikusan 2¢/(mn), a siiriiségfgv miatt. Tehdt az S, altal a
(—e€, €)-ba érések varhaté szama végtelen. Na de két ilyen beérés, n, m kozott az ugrds mérete |.S,, —
S| < 2e. HaP[3n : S, € (—2¢,2¢, )] < 1 lenne, akkor az ilyen 2¢ ugrdsok szama geometriai lenne,
véges varhato értékkel. De lattuk, hogy a vérhaté érték végtelen, tehat P[In : S, € (—2¢,2¢,)] =1
minden € > 0-ra, ami a rekurrencia definiciéja.

6.3 A kritikus eset részletei

Rendben, hogy kihal a folyamat, de mekkora valésziniiséggel kapunk nagy n térfogatiu fat, azaz
mekkora P1[7p > n|? Es hogy néz ki egy ilyen nagy fa, példdul mekkora a mélysége?
A kévetkezé allitdst mondtam ki: ha EE = 1 és Varé = o2 € (0, 00), akkor

Pl[T0>n]XP1[T\/ﬁ<T0]X1/\/ﬁ, (61)

ahol a 7y az els6 pillanat, amikor S, < 0, és 71 az els6 pillanat, amikor S,, > k.
Ebbdl eddig a masodik egyenléséget prébaltuk bizonyitani, egy MG Opcionalis Megallasi Tétel
segitségével: tetszileges 0 < ¢ < k-re, ha E|¢ — 1| = v (itt a véges szérés feltétel mintha nem is

kellene), akkor
(+v

k+v k+v’
Ehhez az kellett volna, hogy k < E[S;, | 7 < 70] < k+v és 0> E[r | 7 > 19| > —v, és innen

> Pyl < 10) >

! = ES() = ESTO/\Tk = E[STk ‘ T < TO] P[Tk < To] + E[STO ‘ T > TQ] P[Tk > TO] .



Csakhogy a kovetkez6 6ran Andrés ravildgitott, hogy ez egyaltalan nem vildgos: a 7 el6tti utolsd
ugrasrél nem csak azt tudjuk, hogy pozitiv volt, hanem, mivel az utolsé volt, nagyobb lehet, mint
egy szokdsos pozitiv ugrés. Es igy még azon is el kellene gondolkozunk, hogy milyen Opcionalis
Megallasi Tételt hasznalunk, ugyanis S- 15, nem feltétlen korlatos.
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Egész 6réan a (6.1))-t bizonygattuk, de volt az Andras éltal taldlt lyuk a mésodik egyenléségben, és
kiilonféle pontatlansagok az els6ben, tigyhogy most leirok egy teljes bizonyitast. De ez bizony csak
akkor miikodik, ha &£-r6l exponencidlisan lecsengo farkat feltételeziink: létezik K € Nés 0 < g < 1,
hogy minden k > K-ra P[{ > k + 1] < ¢P[¢ > k|. Erre a kurzusra ez elég, mert vagy & ~ Poi(1+¢)
vagy & ~ Binom(d, p) lesz.

7.1 A (61J) masodik egyenldsége: milyen magasra megyiink?

Idézziik fol, hogy az S; bolyongas ugrasai Y = £ — 1 eloszlastuak. Tetsz6leges j € N-re,

P(S, —k>j|m<m|=) P[Sy>k+j Sqa=k—i|7 <)

i>1
=Y PY >i+j|Y 2i|P[Sy_1=k—i|7 <]
i>1
qujP[STk_l:k—i‘Tk<T0]:qj.
i>1

Tehat a tulugrasnak is exponencialis farka van, k-tol fiiggetleniil. Ebbdl persze kovetkezik, hogy
k<ES; <k+C(q) és0>ES;,, >—C(q), toviabbd {S; : i < 19 A7y} egy egyenletesen integralhatd
MG, igy az Opciondlis Megéllasi Tétel [Durl(, Thm 5.7.4] alkalmazhat6, és az el6z6 heti érvelés
miikodik.

7.2 A (613) els6 egyenldsége: mennyi idénk van?

Jeloljiitk az ugrds momentumait E[Y™]| = p,,,-mel.
Vildgos, hogy S2 — pon egy martingdl, hiszen

E[(Sy + Yni1)? | Su] = S2 + 28, E[Yni1] + E[Y,2 1] = S2 + po.

A k-n illetve 0-n valé tulugras exponencidlis farkabol konnyen koévetkezik, hogy E [Sﬁ; | TE < 7'0] =
E™ 4O (k™ 1) és E [S;’g | TR > 7'0] = Op,(1). Max k 1épés alatt barhonnan befejezédhet a séta, egy
k-t6l fliggd pozitiv valszinnel, ezért 7-nak egy k-t6l fliggd exponencidlis farka van, és konny( latni,
hogy S2 — pon egyenletesen integralhaté. Tehat alkalmazhat6 ré az Opciondlis Megallasi Tétel:

l l
0?2 = Eg[S?_O/\Tk - MQ(T() A Tk)] ~ E<k2 + O(k)) + <1 — E) O(l) — ugEg[Tk N T()] ,

és igy
Eg[m A1o] ~ Uk —€)/ 12 . (7.1)

Szeretnénk egy kis koncentraciot is 1 A 7p-ra, ehhez a masodik momentuma kellene, ehhez
pedig még egy martingal. Valoban, konnyen megtaldlhatéak azok az A, B,C, D € R konstansok,



melyekkel S2 + AnS2 + BnS,, + Cn?+ Dn egy martingl. Ez HF, de ellendrzésnek itt az eredmény:

A= —6u", B = —dpz, C =3u3/%, D =3u3> — pus.

A fenti egyenletes integralhatésag és Opciondlis Megallasi Tétel érvelést alkalmazva erre a mar-
tingalra, atrendezés utan azt kapjuk, hogy

E/[(11 A 70)%] < O(0k?). (7.2)

Ezeket a momentumbecsléseket most valdszintiségekké forditjuk. Egyrészt, (7.1) és a Markov-
egyenlStlenség azt adja, hogy Py[mp A 7o > k2/(2u2)] < 1/2. Tehit, folvagva a [0, n] idéintervallumot
k2 /(2p2) hosszii darabokra, mindegyiket csak legfeljebb 1/2 valszinnel éljiik tiil (barhova is érkeztiink
az el6z6 részintervallum tulélése keretében), igy

Py[m, A 1o > n] < exp(—cn/k?), (7.3)
ahol ¢ = ¢(ug) > 0. Mésrészt, (T.2) és a Masodik Momentum Mdédszer ([£2]) azt adjdk, hogy
Pck[Tk N T > k2] > (5(6) >0, (74)

tetszoleges ¢ € (0, 1)-re, ha k elég nagy.
Nos, mindezen el6késziiletek utan, folbontva a minket érdekl6 eseményt aszerint, hogy maxo<i<r, Si
kabé mennyi:

[logs v/n]
Pijro >n| =P, [7’0 >n, T m< 7'0] + Z P, [7’0 >Ny T fmyoktt < To < T fm)ok (7.5)
k=0

Az els6 tagban Pi[r & < 70] ~ 1/y/n, mig (Z.4)-et haszndlva:
1ZP1|:7—0>7’L‘7—\/E<7—0] zPﬁ[To/\Tz\/ﬁ>n] >46>0.

Tehét a () els6 tagja 1/y/n nagysdgrendi. Ami a szummds tagot illeti, mit tesz az ottani
kondiciondlds a bolyongédssal? Ez lényegében egy Doob-transzformalt (lasd §9.0] alabb): el6szor 1-
bdl indulva a 7 /5 /okt1 < 7o feltétel szerinti Doob transzformalt, majd v/n/ 26+1_bél tovabbindulva

a T ok > To feltétel szerinti Doob transzformdlt. fgy hat

P, |:TO >n ‘ Tmj2k+1 < To < T\/E/Qk] <P [T\/ﬁ/Qk«H > n/2 ‘ Tm/2k+1 < T()]
+ P\/ﬁ/2k+1 [To > n/2 ‘ T /)2 > 7'0]
< exp(—2%%) + exp(—2?),
mindkét tagot a (T3] egy egyszerl kiterjesztésével becsiilve: a Doob transzforméltra is kénnyen

igazolhaté egy megfelelé martingallal, hogy a (ZI))-beli virhaté érték legfeljebb O(k?), és igy a
Markov-egyenlétlenség megint alkalmazhaté. Ami pedig magat a feltételt illeti, (7.1]) szerint

2k+1 2k 2k
P 1 < To < ]~ — - .
rvazen <m0 < Ty~ e T v
Ezeket kombinélva, a (Z.5)-beli szumma legfeljebb

[logy v/n]
0(1 Z 2 exp(—22F) =

o)

(1)

%\

és készen vagyunk.



8 Aprilis 1
8.1 A szubkritikus és szuperkritikus eset részletei

Nagy-eltérés tétel: legyen S, = >, X; iid Osszeg, ahol EX; = p, és a momentumgenerdld fgv
E[e!Xi] létezik valamilyen ¢ > O-ra. Ekkor minden o > p-ra a
logP|S, > an
li 8PS > an] (@) (8.1)

n—0o00 n

limesz létezik, v(a) > 0, és az X; eloszldas nagy-eltérés ratafliggvényének hivjak. Pld X; ~

Bernoulli(p)-re
1—
(o) = alog% + (1 —a)log 1 c , (8.2)

ami a Bernoulli(a) dgynevezett relativ entrépidja a Bernoulli(p) eloszlasra nézve. Lsd pld [Durl0l
Section 2.6], illetve http://en.wikipedia.org/wiki/Relative_entropy. Egy altaldnosabb de
gyengébb korldtot mi is fogunk majd bizonyitani, Azuma-Hoeffding lesz a neve.
Ebbél persze kovetkezik, hogy egy negativ driftii bolyongds exponencidlis farokkal tud csak
pozitiv maradni:
Pi[ro > n] < P[S, > 0] < exp(—yn). (8.3)

A szuperkritikus esetrél meg a kovetkezo gyonyort dualitast hasznos tudni: ha vesziink egy szu-
perkritikus GW¢-fét f(z) = E[2%] generdtorfgvénnyel és ¢ kihaldsi valészintiséggel, kondicionaljuk
tulélésre, és vessziik az azon csucsokbdl allé részfat, akiknek végtelen leszarmazotti lancuk van,
akkor megint csak egy GW fat kapunk, £* gyerek-eloszlassal, ahol

P =k=) (‘2) (1— )" ¢ Pl¢ = j].

j=k

Ez intuitiven elég vildgos, de van egy teljes (és nem hosszi) bizonyitas pld [LP14] Section 5.7]-ben.
Réadésul ennek a £*-nak az f* generatorfgvénye pont az f(z)-nek a [g,1]%-beli része atskalazva
[0,1]%-belivé. (Ezt a kiemelt formuldbdl kénnyti bizonyitani.) Vildgos, hogy P[¢* =0] = 0 és
E¢* — E¢.

Ha pedig kihaldsra kondiciondljuk a GW¢-t, akkor is egy GW-fat kapunk, ¢ gyerek-eloszléssal,
aminek az f generatorfgvénye pont az f(z)-nek a [0, g]?-beli része dtskaldzva [0,1]?-belivé. Erre
nyilvan EE = f/(¢) < 1.

A bolyongasos exploraciét haszndlva, a GWe« és GW§~ allitds is kovetkezik az el6zé 6rai Doob-
transzformaciébdl. (Ezen érdemes elgondolkodni, de nem része a torzsanyagnak. Viszont valamilyen
technikdval tudj azért mondani valamit arrdl, miért GW-fa legaldbb az egyik.)

8.2 Vissza a flirtméret fazisaitmenethez

A GW-eredményeket felhasznélva bizonyitottuk az §[5.2-ben kimondott G(n, (1+¢€)/n) tételt. Lasd
[Pet14], §12.2] vagy [AS08| §10.4-10.6]. Utébbiban egy csomé engem nagyon taszité explicit szamolds
van a fenti mddszer bizonyos részei helyett.


http://en.wikipedia.org/wiki/Relative_entropy

9 Aprilis 7
9.1 Bolyongas Doob-transzformaltja

Valéjadban ma mondtam csak el az el6z8 két héthez irtakhaz hasznalt eszkozt; lasd [Pet14, Lemma
6.12 és (6.8)].

9.2 Perkolacidelmélet alapok

pe definiciék ekvivalencidja, p.(Z) = 1, pe(Tyr1) = 1/d. Kolmogorov 0-1 torvény. Harris-FKG
korrelacios egyenl6tlenség, indukcids bizonyitassal. Lasd [Pet14] §12.1] és [LP14. §5.8]. A Harris
egy altalanositdsa az Ahlswede-Daykin Four Functions tétel [ASO8, Chp 6], de azt ki se mondtuk.

02(p) = Pplx «— o], mint névekvo folytonos fgvények csokkend limesze, feliilrél félig folytonos.
Kimondtuk Benjamini-Schramm (1996) sejtését a p.-beli folytonossagrél minden olyan tranzitiv
grafon, amire p. < 1. A Z> eset egy klasszikus nagy nyitott kérdés.

10 Aprilis 8
10.1 Peierls konttir-moédszer

1/3 < p.(Z?,61) < 2/3 kénnyfi: unié-korlat és Peierls. Lasd [Pet14] §12.1].

Az alsé becslés konnyen altaldnosithaté: max d-fokud grafra p.(G) > 1/(d—1). A fels6 nehezebb:
kellene, hogy legfeljebb exp(Cn) darab n méretli minimalis vdgéhalmaz legyen egy cstics koriil. Ez
ismert példaul végesen prezentilt egy-végii csoportok Cayley-grafjaira. Erre egy egyszerii linedris
algebra bizonyitds Timar Addmtdl van, lasd [Pet14], §12.1], Proposition 12.6 és kornyéke, de mi
nem vettiik.

Sejtés [Benjamini-Schramm 96]: ha G kielégit egy (1+€)-dimenzids izoperimetrikus egyenlStlenséget
(definiciét 1asd ([Petld] §5.1]), akkor p.(G) < 1.

10.2 Harris-Kesten tétel els6 fele; RSW technolégia

Bal-jobb dtmenet valészintisége Z? élperkoldciéban nx (n-+1)-es “négyzetben”, illetve A haromszogracs
csucsperkolaciéban n oldali rombuszban, p = 1/2 értéken, pontosan 1/2, fiiggetleniil n-t6l. Ebbdl
mar meg lehet tippelni a tételt, hogy p.(Z2,él) = p.(A, cstics) = 1/2.
Harris (1960) irany, 6(1/2) = 0, kovetkezik a Russo-Seymour-Welsh technoldgiabdl, aminek a
Smirnov-féle bizonyitdsat vettiik. S6t, diadikus korgytriiket véve és a Harris-FKG-t hasznalva az
is kovetkezik, hogy
n~ Y < Pyjplo e 83%2 (0)] <nP.

Az ilyen polinomiélis lecsengés a kritikus rendszerek sajatja. Pld a kritikus GW (6.1]) eredményiinkb6l
nem nehéz bizonyitani (gondold &t), hogy a Tg.1 reguldris fan kritikusan perkoldlva,

P /afo —— OBI (o)) < T

Kimondtuk Smirnov konforminvariancia-tételét és a sikgrafokra vonatkozé univerzalitas sejtést is.
Mindezekhez forréds: [Petl4] §12.3].

10
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11.1 Harris-Kesten tétel masodik fele; Margulis-Russo formula

A Kesten (1980) iranyhoz, 6(1/2 4 €) > 0, kellenek még a Margulis-Russo-formula és a pivotélisok
fogalma. Lasd [Petl14] §12.2, §12.3].

Kis hézag a bizonyitdsunkban, hogy az RSW technoldgiat hasznalnunk kell nemcsak p = 1/2-en,
hanem minden olyan p-re, ahol a négyzetbeli bal-jobb dtmenet valésziniisége € és 1 — € kdzotti (csak
a konstans faktorok fiiggeni fognak e-tdl), viszont Smirnov RSW-bizonyitdsa csak a p = 1/2-en
miikodik. Viszont van olyan bizonyitds, ami miikodik, ezt most elhissziik.

11.2 Eles fazisdtmenetekrdl még egyszer

A Russo-formula szerint az éles atmenet ekvivalens azzal, hogy varhatd értékben sok pivotdlis
van. Bizonyos eseményekre a pivotalitdst pontosan megérteni nehéz lehet, ezért fontos, hogy
tovabbi feltételeket, jobban kezelhetd becsléseket is adjunk. Az altaldnos hiperkocka izoperimetria-
egyenlotlenség pld ilyen: minden halmaznak elég nagy hatara van, és a legkisebb hataruak csak
kevés koordinatatol fiiggenek [Petld Exercise 5.11, Hart 1976], tehat sok koordinatatdl fliggd
eseményeknél valéban lehet szamitani sok pivotdlis bitre. Emlitettiik §4.4lben a Friedgut-Bourgain
(1999) tételt, amely szerint globalis tulajdonsidgoknak van éles atcsapasa. Egy kordbbi, de robusz-
tusabb eredmény, amelyet viszonylag konnyl hasznédlni [Bourgain-Kahn-Kalai-Katznelson-Linial
1992]:

E,|Piv(A)| > cP,[A] (1 — P,[A]) log T (11.1)
ahol m;f = max; Pp[i € Piv(A)]. Tovabbd, ha az A esemény n biten van értelemezve:
logn
myt > cPy[A] (1 — Py[A]) = (11.2)

Van egy kis fekete-magia szaga a dolognak: ha minden bitre a pivotalitds valészinlisége kicsi, akkor
Osszesen sok pivotalis van varhaté értékben.

Egy nagyon egyszerti példa, ami segithet eloszlatni a misztikussagot: ha n = 2m + 1 biten
nézziik a tobbségi szavazast, akkor minden egyes bit kevéssé szdmit (6 csak akkor pivotdlis, ha a
tobbiek m vs m ardnyban szavaztak, aminek a valdszintisége < 1/4/n), viszont a pivotalisak varhato
szdma igy =< n - 1/y/n = \/n, amirdl lehet bizonyitani, hogy a legnagyobb lehetséges érték, tehat a
tobbségi szavazas a lehetd leggyorsabb atcsapasi monoton fliggvény. Ezzel a példaval a Centralis
Hatareloszlas Tételt fogalmaztuk at: ha sok kis-szérdsu valvéltozét osszeadunk, akkor normaélis
eloszlast kapunk, nagy koncentracidval a varhaté értéke koriil.

Ezeket az eredményeket nem bizonyitottuk (ldsd pld [Gril(, §4], ha érdekel), de a hasonld
lelkiileti Azuma-Hoeffding martingél-egyenl6tlenség lesz a kovetkezd éra anyaga.

12 Majus 5

12.1 Azuma-Hoeffding martingal-koncentracio

Kezdtiik az egyenlStlenséggel és bizonyitdsaval; lasd [ASO8, §7.2], [Petld], §1.2]. Két kozvetlen
kovetkezmény: kromatikus szam és hiperkocka mérték-koncentracié [ASO8, Thm 7.24, Thm 7.5.3].
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Ut6bbit (az eléz6 szekcid szellemében) egy izoperimetrikus egyenlétlenségnek is 6l lehet fogni. Egy
kevésbé kozvetlen alkalmazds a kovetkezd szekcidé anyaga.

12.2 A G(n,1/2) kromatikus szama

Tétel [Bollobds 1988]: P[x(G(n,1/2)) ~n/(2logyn)] — 1. [AS08, §4.5, §7.3, §10.3]

Ehhez a f6 lemma, amihez az Azuma-Hoeffdinget hasznéltuk az éldiszjunkt k-klikkek maximélis
szaméra: ha k ~ 2logyn elég kicsi ahhoz, hogy G(n,1/2) k-klikkeinek a varhaté szdma mér
n3to(M)_nél nagyobb legyen, akkor mar dridsi valészintiséggel lesz is k-klikk: P [w(G(n, 1/2)) < k] <
e—(c+o(1)n?/In®n  Tppen pedig mar nem nehéz a kromatikus szdm becslés, persze hasznalva, hogy

w(G(n,1/2)) £ a(G(n,1/2)).

13  Majus 6

13.1 Lovasz Lokalis Lemma

Kimondtuk és bizonyitottuk a LLL-t, altaldnos és szimmetrikus alakban, 1lasd [ASO8|, §5.1].

A szimmetrikus alak egy azonnali kbvetkezménye, hogy ha egy n-uniform hipergraf minden éle
legfeljebb d mésik élt metsz, és e(d + 1) < 2"~ !, akkor az élek 2-szinezhetéek [AS08, Thm 5.2.1].
Azaz a §2.2 beli allitds gy is igaz marad, ha csak lokalisan olyan a hipergraf, mint ott az egész
hipergraf volt, egy e faktornyi gyengitéstol eltekintve.

Léttuk a legelsé 6ran a Ramsey szdmokrdl , hogy fix £ és k — oo esetén R(k,?) > kt/2+o() - A
Lokalis Lemma &ltaldnos alakjdval azt lehet bizonyitani [Spencer 1977], hogy

0y
R(k,0) > k(iz;—i-o(l)

)

ami £ = 3-ra mar lényegében egyezik az igazsaggal. A paraméterek optimalizalasat nem csinaltuk
meg, de az alapotlet vildgos kell, hogy legyen; lasd [ASO8, §5.3].

13.2 Markov-lanc keverési idék

Sajnos erre nagyon kevés idénk jutott. Két kimondott allitdsunk bizonyitdsat ezért ezennel hadd
adjam hozzd a tananyaghoz, hogy legyen egy kevés konkrét nemtrividlis matematikai tartalom
is. Tehat az anyag az alabb folsorolt definiciok és allitasok, bizonyitasokkal egyiitt; minden meg-
talalhaté pld [Petl14l §6.1, §7.3]-ban. Tovédbba egy nagyszerii tankonyv: [LPWO09].

Diszkrét idejii, megszamlalhaté V' allapotterti Markov-lanc, staciondrius és reverzibilis mértékek
fogalma. Markov operator Pf(z) := ZyEV p(z,y)f(y) az L?>(V,m)-n, 7 staciondrius mértékkel,
(f,9)x = D _gev f(x)g(x) belsészorzassal. A reverzibilitas ekvivalens P 6nadjungéltsagdval. Tovabba
minden reverzibilis Markov-lanc valdjaban egy élsilyozott iranyitatlan grafon valé bolyongds, c¢(x,y) =
m(x)p(z,y) = 7(y)p(y, z) = c(y, x) élsilyokkal.

Ha |V| = n véges és P reverzibilis, akkor sajatértékei: —1 < A\, < --- < Ay = 1. Vegyiik
észre, hogy Ay < 1 ekvivalens a silyozott graf osszefiiggdségével), A, = —1 pedig ekvivalens a péros
grafsdggal. A g := 1 — Ay értéket spektralrésnek, a gaps := min{l — Ao, 1 — |\, |} értéket abszolit
spektralrésnek szoktak hivni. Miért fontos ez?

’Pt(w;?:()y—)ﬁ(y)’ <
, ahol py(x,y) annak a valdszinisége, hogy x-bdl indulva t lépés utdn y-ban vagyunk.

Theorem 13.1. Legyen 7, := mingey 7(x). FEkkor tetszéleges x, y csucsokra,
(l_gabs)t
T
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Tehat t = O(g% log W—l*) 1épés utan mar uniforman kozel vagyunk a stacionarius eloszlashoz,

mondjuk |%| < 1/4, és ezutan a tavolsdg mér exponencidlisan gyorsan csokken.
Megjegyzendo, hogy vilagos, miért az abszolut spektralrést kell nézni: paros grafoknal nem is
fogunk konvergdini a stacionarius eloszlashoz.
Két fontos példa, ahol a teljes spektrum expliciten kiszamolhaté: egyszerii szimmetrikus boly-
ongds a C), koron, illetve lusta bolyongas a {0,1}¢ hiperkockén; lasd [Pet14], §7.3]-at tippekhez és
[ILPWO09]-t a részletes szamoldsokhoz. Egy harmadik fontos példa egy definicié:

Definition 13.1. Egy G grdfot n csiucson (n,d, c)-expandernek hivunk (spektrdlis értelemben), ha
mazimdlis fokszama legfeljebb d, spektrdlrése pedig legaldbb ¢ > 0. Altaldban fix c,d értékekre és
végtelen sok n-re, azaz egqy expander-sorozatra, gondolunk.

A fenti Thm 13.1 szerint ezeken a séta O(log n) 1épésben kever, ami a lehet legjobb nagysédgrend,
hisz a fokszamkorlat miatt az atméro legaldbb cg4logn.
Itt egy geometrai definicié is:

Definition 13.2. Egy G grdfot n csicson (n,d, h)-ezpandernek hivunk (izoperimetrikus értelemben),
ha maximdlis fokszdma legfeljebb d és konduktancidja avagy Cheeger konstansa, ami min '{f;ﬁi’é@',
legaldbb h.

Theorem 13.2 (Alon-Milman). A két definicid lényegében egybeesik: h?/2 < ¢ < 2h.

A bizonyitdas alapotlete az, hogy a spektralrést a Rayleigh-hdnyadossal szamolhatjuk, 1 —
Ay = inf {1 — % (f, 1), = 0}, igy a kicsi spektralrés lényegében egy majdnem P-invarians
fliggvény 1étét, a kicsi Cheeger konstans pedig egy majdnem P-invaridns halmaz 1étét jelenti. Ha
S egy rossz konduktanciaju halmaz, akkor f = alg — Blgc, megfelel6 «, § konstansokkal mutatni
fogja a kis spektralrést. Visszafelé kicsit bonyolultabb, és most nem kell tudnotok reprodukélni:
be kell bizonyitani, hogy egy majdnem-invaridns f-nek létezik olyan S; := {x € V : f(z) < ¢}
nivéhalmaza, ami majdnem-invaridns.

A definicié egyszerti, de konkrét expandereket konstrudlni mar nehezebb. De egy véletlen d-
regularis graf példaul nagy valészintiséggel jé expander.

Kulturélis megjegyzések. Keverési idok becslésére harom nagy mddszercsoport van: 1) spektralis
2) izoperimetrikus 3) megallasi idék és csatoldsok. Utébbira egy példa, hogy ha tudunk két
tetszoleges helyrdl induldé bolyongédst tigy csatolni, hogy nagy valdszinliséggel taldlkozzanak kabé T
lépésen beliil, akkor a keverési id6 (teljes varidciés tavolsdgban mérve) legfeljebb T'. A teriilet egyik
legfontosabb alkalmazdsa pedig az, hogy ha valamilyen bonyolult mértékbdl szeretnénk véletlen
mintat venni (pld egy n csicsi graf jo k-szinezésein, vagy egy magasdimenzids konvex testen az
egyenletes mérték), akkor egy gyorsan keveré Markov-lancot kell definidlni, aminek az a stacionarius
mértéke.
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1.

2.

9.

10.

Vizsgatételek

Bevezet6 példak: Ramsey szamok, nagy girth és kromatikus szdm, Erdés-Kac, stb.

Hamilton-utak tournamentekben és Brégman-tétel

. Erd6és-Rényi részgraf fazisatmenet

. Szubkritikus, kritikus, szuperkritikus Galton-Watson fék, és dualitasuk

. Erdés-Rényi oridsfiirt fazisdétmenet ((6.I]) bizonyitdsdnak részletei nélkiil)

. Perkolacidelmélet alapok, Kolmogorov 0-1 torvény, Harris-FKG, Peierls-mdédszer, Russo-formula
. Russo-Seymour-Welsh és Harris-Kesten

. Azuma-Hoeffding és alkalmazasai

Lovasz Lokélis Lemma és alkalmazdasai

Markov-lanc keverési idék
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