1. Komplex szamok

A valds szamok és a szamegyenes pontjai kézott kolesondsen egyértelmid meg-
feleltetés létesithetd. A szamfogalom a szamegyenes pontjainak kérében nem

bévithets tovabb. A szamfogalom bévitését indokolja az, hogy példaul az
?=-1 & 22+2+1=0

egyenletek megoldasat szamnak tekinthessiik:

r=+v—-1=1 (imagindrius egység), illetve x19 = %1_4 = —%:t%\/gz
Komplex szamnak neveziik az a + bt szimb6lummal jelolt szamokat, ha a és b
valos. Az a + b komplex szam valos része a, imaginarius vagy képzetes része b.

Megallapodunk abban, hogy a komplex szamok kozott az Osszeadéast,
kivonast, szorzast, osztast ugyanolyan szabélyok szerint végezziik el, mint a
valos szamok korében. (Bebizonyithatd, hogy ez a megallapodas lehetséges,
és a komplex szamok halmazén ugyanazok az azonossagok érvényesek, mint a

valos szamokra.)

Komplex szam akkor és csakis akkor 0, ha a + bi-ben a =0 és b = 0.
b = 0-ra a komplex szadmok részhalmaza a valos szamok.

a = 0-ra a komplex szamok részhalmaza az imaginarius szamok.
Két komplex szam akkor és csak akkor egyenls, ha a valés részei és ima-
ginarius részei egyenldk:
ay +bir=as+byr <= a1 =aq, by =by

Osszeadds: (a+b) + (c+di) = (a +¢) + (b + d).
Szorzds: (a+ b)(c+ di) = ac + ber + adi + bdi? = (ac — bd) + (be + ad)a.
Példak:

(64+2)+(8—41) =14—2

(=3+4)(7T+31) =—-21+280— % —12=-33+1%

(5+21)(b—21) =25+4=29

(5+21)% =254 200 — 4 = 21 + 20



Két komplex szam hanyadosa (0sztds):

a+b  (a+W)(c—d) (ac+bd)+ (bc—ad)r ac+bd bec—ad

c+dr (c+di)(c—d) 2+ d? 702—|—d2+02+d22

Példa hatvdnyozdsra:

(54122 =5>4+3-52-143-5-12 43 =125+ 751 — 15 — 1 = 110 + T4

2. Komplex szamsik

A komplex szamokrol szemléletes képet kapunk a komplex szamsik altal.

1) A komplex szamok és a rendezett szampéarok kozott kolesonosen egyértelm

megfeleltetés létesithets.

2) A rendezett szamparok és a koordinatasik pontjai kozott ugyancsak koleso-

nosen egyértelmi a megfeleltetés.

Yy
by z=a+ b
|2
‘P\ a
—p T
—b Z=a—b

A z = a + b komplex szamhoz tartozik az (a,b) pont és a hoza tartozo
helyvektor. Ennek hossza a szam abszolutértéke: |z| = va2? 4+ b2. A komplex
szam argumentuma vagy irdnyszoge az a szog, amellyel az x tengelyt pozitiv
iranyban elforgatva fedi a vektort. Ez az argumentum forgésszog, tehat ¢,
p £360°, ¢ £2-360°, ... ugyanazt a komplex szdmot hatarozza meg. Negativ

irdanyban forgatva a ¢ szdg negativ értelmd. Jele: argz = ¢. Bizonyithato:

1) |z1ze| = |21]]22]
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Konjugdlt komplex szamok:

z=a+ W és Z=a— n egymés konjugaltjai: Z a z-nek a valos tengelyre valod

tiikorképe:
1) [zl =7
2) argz=—argz

3) 2z=1z]>=|z]> ugyanis (a+b)(a—b)=a®+b?

Konjugdltakra vonatkozd azonossdgok:

I=1*

z

) ==
2) zntn=zm+%

3) ZTim =71k
gy 22
zo 7o
Komplex szdmok 6sszeaddsa a vektorosszeadas szabalyai szerint torténik,
szemléltetése is ennek megfelel. A sik minden z pontjahoz a b komplex szamot
adva a kapott 2z’ = z + b komplex szamoknak megfelels pontok a sik pontjainak

b vektorral valo eltoldsdval adodnak.

Y
21 + 29
z
2 -
x
Komplex szamok szorzdsa |z122] = |z1||22| a korabbi azonossagokbol kovet-

kezik. Az &bran lévd kisebb haromszog mindegyik oldaldhoz tartozd szémot

zo-vel szorozva a nagyobb hiromszog oldalvektorait kapjuk. Innen kovetkezik,



2122

Z1RQ — 29 = (Zl — 1)2’2

22

Zlfl

©1

hogy argz129 = argzjargzs. A 2z’ = az leképezés arg z-vel valo elforgatas és
|a|-kel valo nyujtas egymasutanja: forgatva nyigtds.
Komplex szamnak valds szammal vald szorzdsa: az O pontra vonatkozo cent-

rdlis hasonldsdyg.

3. Komplex szamok trigonometrikus alakja




z= a+h =r(cosp+sin
(cos ®)

algebrai alak  trigonometrikus alak

ahol

r=|zl=va2+0b, a=rcosp, b=rsinyp
V3

. 1
1) Irjuk fel trigonometrikus alakban a z = — 5 + 52 komplex szamot!

Y

|

—? = cos 150°

L in150°
— = S1n
2

Tehéat z trigonometrikus alakja: z = cos 150° + 2sin 150°.

z konjugaltjanak trigonometrikus alakja: Z = cos 210° + 2 sin 210°.

2) Irjuk fel a z = 5(cos 60° + 2sin 60°) trigonometrikus alakban adott komplex

szamot algebrai alakban!

1
cos 60° = 2 sin 60° = ?, igy z= g +z5—\2/§
Szorzds trigonometriai alakban:
Ha

z1 =711(cospy +1sinpy) €és 2o = ro(cos po + 18I0 a),



akkor
2129 = r17r2(cos @1 + 1sin @y )(cos w2 + 18in @y) =
= 1172(C0S 1 €OS (g — sin 7 sin g + 2810 1 COS Po + 2.CoS 1 sin pg) =
= r172(cos (g1 + p2) +15in (g1 + @2)).
Hatvdnyozds trigonometriai alakban:
Zh=r-r-or{(cos(pto+...+@)tusin(pto+...+p)} =
= r"(cosny + 1sinny) (Moivre-képlet)

Osztds trigonometriai alakban:

1 1
A z = r(cos ¢ +1sin @) komplex szam reciproka: — = —(cos (—¢) + sin (—¢)),
z o7

1 1
ugyanis igy z— = rf(cos (=) +sin(p — ‘P)) =L
z T

Ha
z1 =711(cospy +1sinpy) €és 2o = ro(cos ps + 18I0 a),
akkor
V4 T1 .
- —(cos (o1 — p2) +2sin (1 — @2)).
Z2 T2

Komplex szém reciprokanak geometriai tartalma: z-nek az egységkorre vonat-

kozo tiikorképét (inverzét) tiikrozziik a valos tengelyre.

Yy z

N

Komplex szdmok n-edik gyoke: Ha
w =t(cosp+1sing) és z=r(cosp+singp),
akkor w™ = z esetén

w" = t"(cosng + 1sinng) = r(cosp +18inp),



innen
t=3Yr é np—p==Fk-360°,
mivel az irdnyszogek 360° egészszdmszorosdval kiilonbozhetnek, tehét

k - 360° i
¢ = L, ahol k tetszdleges egész szam. Igy
n

k - 360° k - 360°
w= Yr <cos(p+ —l—zsinw)
n n
k= 0,1,...,n — 1 valasztasaval n darab kiilénb6z6 gyok adodik, k tovabbi
értékeire ezek ismétlédnek. Tehat egy komplex szamnak n darab n-edik gyoke
van.

Példak:
1) Hatarozzuk meg a 21 = 4 és 25 = —4 komplex szamok négyzetgyokét!

z1 =4 =4(cos0° 4 18in0°)
k- 0° k-0°
V= (COSSHQ()—i—zSin('HQ()) k=0,1 tehat

2(cos0° +28in0°) = 2
Va =
2(cos 180° + 2sin 180°) = —2

2o = —4 = 4(cos 180° + 2 sin 180°)

\/5:2<CO k=0,1 tehat

@+ k- 180° . <P+/<i-180°)
Sf—l—zsmi

2(c0s90° 4 2sin90°) = 2¢
V=
2(c0s270° 4 18in 270°) = —2¢

2) Szamitsuk ki a z; = 5(cos40°+1sin40°) és zo = 3(cos 18°+1sin 18°) komplex
szamok szorzatat és hanyadoséat!

2122 = 15( cos (40° + 18°) + zsin (40° + 18°)) = 15(cos 58° + ¢sin 58°)

21

z2

w| ot

)
(cos (40° — 18°) + 1sin (40° — 18°)) = g(cos 22° +15sin 22°)



Si= 1 (cos

3) Szamitsuk ki az 2 komplex szam harmadik gydkeit!

i = 1(cos 90° + ¢sin 90°)

90° + k - 360°

90° + k - 360°

3

/11 = €08 30° + ¢sin 30°

90° + 360°
15 = cos % +1si

90° + 720°
/15 = cos % + 1sin

V- ﬁ(

90° 4 720°

. 90° 4 360°
n— "9

3

3

4) Szamitsuk ki a z = 1 komplex szam negyedik gyokeit!

1 =1(cos0° +¢sin0°)

0° + k- 360°

4

o

0° + k- 360°

)

4

= cos 180° + 2sin 180°

) k=0,1,2

= cos 150° + 2sin 150°

= ¢c0s 270° + 28in 270°

k=0,1,2,3

= c0s90° 4 +sin 90° =1

= c0s270° +1sin270° = —1

V1] = cos0° +12sin0° = 1
° 360°
%2 = COS + 2s1n
\4/132608 1 + 28in 1
1080° 1080
V14 = cos n
4
-1




5) Hatarozzuk meg annak a négyzetnek a csticsait, amelynek A és B cstcsat
a z, = 3+ 2 illetve a 2z, = 5 + 41 komplex szamok jelolik ki a komplex

szédmsikon!

—
AB=1zp— 2z, =2+ 2

1-vel vald szorzas pozitiv 90°-os forgatast, —i-vel valé szorzas negativ 90°-os

forgatast jelent. Igy
— e — P
ADy = ABv = (2421)(1) = —2+421, ADgy = AB-(—1) = (242¢)(—1) = 2—2¢
Ebbdl:
—
Ci=z+AD; — H5+41—-2+20=3+6¢
—
Di=2,+AD; — 3+2—-2+2u=1+4%
—_—
Co=z,+ADy — bH+h+2—20=T+2

—
Dy=2,+ADy — 3+2+2—21=5

Dy

Cy

D,

6) Mutassuk meg, hogy az O kozéppontu kor két hurjanak aq, ag illetve by, by

végpontjaira:
aiaz = biby <= ajas || bibs

ajas = —biby <= ajas L b1by

Péarhuzamossag esetén: aj-et bi-be ugyanolyan szogd forgatas viszi, mint
. b a

bo-t as-be. Azaz a; - e = by illetve ay - € = by. Innen L 6—2, tehat
ay 2



by

ay
by
ai T a2
a

2

bo O

—aq

ba

ai1as = bybs. A bizonyitas megfordithato.

e 2 2 '_—% 2z
Merdglegesség esetén: —ajas parhuzamos bobi-vel. Innen —ajas = boby, azaz

ai1as = —b1by. A bizonyitas megfordithato.

Mi a geometriai helye a kdvetkez6 Osszefiiggéseket kielégité pontoknak:

a) |z—al=z-1] b) Re(2z—1)=5 ¢) |z2| <1—Rez
d) Imz>0 e) lz=1llz+1]=a f) |22+2:-3|=a
. |z| <3
Rez? =4 h) |z—1 <2 1
9) ) e A

a) Az a és b pontokat Osszekots szakasz felezGmerdlegese.
Az x = 3 egyenes.

)
)
c) Az y? = 1 — 22 parabola belseje.
d) Az y > 0 félsik (felss félsik).

)

+1 fokuszi lemniszkatdk. Ha a < 1, akkor e lemniszkatak két onallo
ovalisbol allnak, ha a = 1, akkor a Bernoulli-féle lemniszkatat kapjuk, ha

a > 1, akkor zart gorbéket kapunk.

Lemniszkéatak.

h) Az M (0,1) kdzéppontt, v/2 sugari kor belseje.

)

g) Az 2% — y? = 4 hiperbola.
)
)

Az 22 +y? =9 és (v —1)2 +y? = 1 korok kozotti gytiriszeri tartomany.
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Feladatok:

1) Irja fel exponencialis alakban a z = 1 +9/3 és a z = 1 — cosa + 1sina

komplex szamokat.

2) Szamitsa ki és szerkessze meg a 2129 szorzatot, ha

3) Szamitsa ki a (2 — 31)e's és a (cos 105° + 2sin 105°)(cos 15° + 2sin 15°) szor-
zatokat.
4) Szamitsa ki a (2 +1)(4 — T2) szorzatot.

5) A z = 2—1 komplex szamot — mint vektort — forgassa el 60°-kal és zsugoritsa

felére az abszolutértékét.

6) A z = 4 — 6 komplex szamot — mint vektort — hany fokos szoggel kell
elforgatni, hogy eredményiil a 2v/3+ 3 +2(2— 3\/5) komplex szamot kapjuk?

7) Szémitsa ki az 5e3 (4 — 1) (cosg +sin g) szorzatot.

8) Szamitsa ki a kovetkezd hanyadosokat:

0) 34+ 2 b) 5+ o) 2+ 4
3—2 2—1 3—2
2+ 4 ere 2—1
) e s 9 T4 2 ( % )
) 7 n c0s 105° + 2sin 105° ) 1-1
— i
g (1—-2)(2+2) cos 15° + 4sin 15° 1+1
5- 1 1+
' k l
J) ? ) T+ ) 1—2
9) Szamitsa ki a kovetkezd hatvanyokat:
N
o) 20y ORI o (1)

d) (W) e) (cos15° +1sin15°)%4  f) (e’%)ls

o (@went w () 0 (1)




10) A (cos@+1sin )™ = cosngp +1sin np Osszefiiggés felhasznalasaval igazolja,
hogy

cos 6 = cos® ¢ — 15 cos? psin? ¢ + 15 cos? psin® p — sin® ¢,
illetve
sin 8¢ = 8sin ¢ cos’ ¢ — 56sin ¢ cos® p + 56sin° p cos® ¢ — 8sin”  cos .
11) Végezze el a kovetkezs gyokvonasokat:

a) /-8 b) -2 c) V5

d) -1+ e) V14+1/3 ) i/cos?zr—i—zsin?zT

j) Vi k) V8e's 1) Vet

12) Oldja meg a kovetkezs egyenleteket:

a) z°—-1=0 b) 25+64=0 c) 522=128

1
d) 923—5:0 e) (6-2)°+1=0 f) 2*=8Li=0

13) Oldja meg a kovetkezs egyenletrendszereket:

214+ 22 =1+ b) (14221 —(1—12)22=0
321 +120=2—3 (24121 —(1—21)20=0
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