Feladatok — Halmazelmélet

1.

Irjuk fel az {a,b, c} halmaz Gsszes részhalmazat. Hany részhalmaz van? Es

ha a halmaz elemeinek szama n?

. Legyen A a budapest egyetemi hallgatok, B a budapesti egyetemista fituk, C a

budapesti egyetemista lanyok halmaza. Allapitsuk meg, igazak-e a kovetkezs
allitasok:
a) BC A b)) BUC=A

. Az alabbi allitasok koziil melyik igaz és melyik nem (A és B tetsz6leges

halmazok):

a) (ANB)C(AUB) b) (ANB)C A

¢) (ANB)C(A-B) d) (A—B)c(AUB)
e) (AUB)¢ A f) (A-B)¢ B

. Mutassuk meg, hogy tetsz6leges X és Y halmazok esetén:

XNY)C[X—(X-Y) & [X—(X-Y)c(XnY).

. Legyenek A, B és C a H alaphalmaz tetszéleges részhalmazai. Irjuk

fel a halmazokra értelmezett mtveletek segitségével a H azon elemeinek

halmazat, amelyek
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csak a B halmaznak elemei,

pontosan két halmaznak elemei,

=
~ —

c nem elemei mindharom halmaznak,
d) legfeljebb egy halmaznak elemei,

e) legalabb egy halmaznak elemei,

f) legalabb két halmaznak elemei.

. Hozzuk egyszeriibb alakra a kovetkez6 kifejezéseket:

a) (AUB)N(AUB) b) (AUB)N(BUB) ¢) (AUB)N(AUB)N(AUB)

. Allapitsuk meg, hogy a kovetkezd Osszefiiggések koziil, amelyekben A, B

és C tetsz6leges halmazok, melyek igazak és melyek nem. (Célszerd a
vizsgalatokat Venn-diagramokkal kezdeni, majd azokat, amelyek igaznak

bizonyulnak, valamilyen médon be is bizonyitani.)



a) AU(B-C)=(AUB)-C

=

) ANBNC=ANBN(BUCQC)
) [A-(A-B)JuB=AUB

c
d (AUB)—A=B
e) (AUB)-C=ANnBnC
8. Igazoljuk, hogy ha A— B =B — A, akkor A = B.
9. Igazoljuk, hogy minden A, B és C' halmaz esetén érvényesek a kovetkezs
egyenlségek (azonossagok):

a) (ANB)—C=(A-C)n(B—-C)
)
)

(=)

A-B)—C=(A-C)—(B-0)

)

(
(ANB)UANC)UBNC)=(AUB)N(AUC)N(BUCQC)
d) (A-B)U(ANB)U(B—-A)=AUB
10. Bizonyitsuk be, hogy ha A és C diszjunktak, akkor az
A-B, A-B, (B-A)-C, B-C, & (C-B
halmazok is paronként diszjunktak.

11. Legyenek A, Ao, Az és A, paronként diszjunktak és egyesitésiik legyen a
H halmaz. Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges B C H halmazra

B=(A1NB)U(A2NB)U (435N B)U (44N B)

és a jobb oldal tagjai paronként diszkunktak.

A kovetkez§ feladatokban N a természetes szamok, azaz a nemnegativ egészek hal-
mazat, Z az egész szamok halmazat, Q a racionalis szamok, R pedig a valés szamok

halmazat jelenti.

12. Legyen A ={n € N|npéaros}, B={neN|n<4},C={neN|n>2}.

Allapitsuk meg, mik lesznek az
X=[A-(BnCO)U[(A-B)-C]

halmaz elemei.



13. Tekintsik a kovetkezd halmazokat:

A={zeR|22-52+6=0, 2 <0}

B = {z € R| x 2-vel oszthato egész szam}

C={zeR|z=6k+1, ke NU{0}}
Allapitsuk meg, A, B és C koziil melyik részhalmaza a természetes
szamok halmazanak.

14. Legyen X = {1,2}, Y = {1,2,3}. Irjuk fel az
(XxY)N(Y xX) ésaz (X xY)— (Y xX)

halmazok elemeit.

15. Legyen

A={(z,y) eR? |y = az + b}

B={(z,y) €eR? |y =cx+d}
Mit mondhatunk az a, b, ¢, d paraméterekrdl, ha tudjuk, hogy
a) A—B=A b) A—B=10

¢) AN B ={(0,0)} ) {(1,0),(0,1)} CANB

16. Abréazoljuk a
ZxR é& RXZ

halmazokat a koordinatasikon.

17. Irjuk fel a koordinatasik negativ abszcisszajt pontjainak halmazat a valos

szamok és a nemnegativ valds szamok halmaza segitségével.

Természetes szamokkal kapcsolatos allitasokat gyakran igazolhatunk a teljes indukcid

mobdszerével. Ez lényegében két részbdl all:
I. Keresiink olyan természetes szamot, amelyre az allitas teljesiil.
II. Feltételezziik, hogy n-re igaz az allitas, majd bebizonyitjuk, hogy ebbdl (n+1)-re
is kovetkezik (6roklsdik) az allitas érvényessége.

A kovetkezs feladatokban n mindig természetes szamot jelent. A megoldast keresve,

némelyeknél gondolhatunk a teljes indukcié moédszerére is.



18. Legyen az A; halmaz elemeinek szama ki, az Ao elemeinek szama ko, ...,

az A, elemeinek szama k,. Igazoljuk, hogy A; x Az x --- X A,, elemeinek
szama kiko ... k.

19. Mutassuk meg, hogy tetsz6leges A, As, ..., A, halmazok esetén
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A teljes indukcio modszerét természetesen nem csak halmazokkal kapcsolatos felada-

tokra alkalmazhatjuk.

Igazoljuk teljes indukcioval o kévetkezd allitasokat is:

1)(2 1
20. 12+22+32+...+n2:”(”+ )(2n +1)

6
2 12
21. 13+23+33+-~-+n3=%
2 _ 92 4 32 —1,,2 n(n+1)
22. 1°—=2° 43—+ (-1)" 'n® = (—-1)" —
4n? —1
23. 12+32+52+---+(2n—1)2:%

24. 1-2+2-34+3-4+--+nn+1)=snn+1)(n+2)

3

1
25.1-2-3+2-3-443-4-5+---+n(n+1)(n+2)= in(n+1)(n+2)(n+3)

Keresstink képletet a kévetkezd dsszegek kiszamitdsdra, majd igazoljuk ezeket

teljes indukcidval:

26. 1+3+5+~--+(2n+1)

1 1 1
27. a4
1 2+2 33" +n(n+1)
- :
1373 -7 (2n—1)(2n +1)

4



1 1 1 1
29, — f—— f
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30. 111 +212+4 - +nln=m+1)!-1

A kévetkezd feladatokban szerepld egyenlétlenségek is igazolhatdk teljes indukci-

oval:

1 1 1

31. —+——+---+—>1, ha n>2
n n+l n?

32. Ly 4t Lo um ha n>2
J— _ R n, a n =
NG Vvn
2n)!

33. E:l))2<4”‘1, ha n>5
n.
2n)! 4n
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