Szamsorozatok

Binomialis egyiitthaté fogalma: Az (Z) -val jelolt binomiélis egyiitthato

|
kiszamitasa: (| = L; jelentése: egy n elemi halmaz k-elemd rész-
k El(n — k)!

halmazainak a szama (n elembdl hanyféleképpen lehet kivalasztani k elemet;

ismétlés nélkiili kombinaciok szama). Néhany Osszefiiggés:
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o Binomialis tétel: (a +b)" = Z (Z) akpnF

¢ Bernoulli-egyenl6tlenség: Ha o > —1, akkor (14 «)™ > 1+ na.

Szamsorozat fogalma: Szamsorozatnak neveziink egy a,, (n =1,2,...) soro-
zatot, ahol a,, € R minden n-re.
Zérussorozat fogalma: Az a, sorozatot zérussorozatnak (vagy nullsoro-
zatnak) nevezziik, ha lim a, = 0.
n—oo
Konvergens szamsorozat: lim a, = a, azaz az a,, szamsorozat hatarértéke
n—oo

az a szam (a, konvergél a-hoz), ha tetszéleges ¢ > 0 értékhez létezik olyan N ()

kiisz6bszam, hogy |a, — a| < €, han > N(e).
o Konvergens szamsorozat mindig korlatos.
¢ Minden korlatos, monoton sorozat konvergens.

¢ Cauchy-féle konvergenciakritérium: Az a,, szamsorozat akkor és csak
akkor konvergens, ha tetsz6leges ¢ > 0 értékhez létezik olyan N (e) kiiszob-
szam, hogy |a, — am| < €, ha n,m > N(e).

Reészsorozat fogalma: Az a, szdmsorozat egy részsorozatanak nevezziik az
Gy, szadmsorozatot, ahol ¢ = 1,2,... és a,, minden tagja eleme az a,, részsoro-

zatnak.



o Konvergens szamsorozat részsorozata is konvergens, és hatarértékeik

egyenldk.
Kovetkezmények konvergens a,, és b, sorozatokra:

e lim (ay-b,) = lim a,- lim b,,
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lim a,
. n n—oo
o lim — = — ,
n—oo by, lim b,
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e lim (aa,+ Bb,) =« lim a, + 6 lim b,, ahola,ge€R.

n—oo
Néhany fontos hatarérték
lg| <1, akkor lim ¢" =0,
n—oo
e Ha ¢ g=1, akkor lim ¢" =1,

n—oo

lg] > 1, akkor lim ¢" = £oo (divergens);
n—oo

. _ 1
lim (1+g+¢*+ - +¢"")=——, halq| <1;
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Gyakorl6 feladatok

11 1
1, =, =,..., —, ... — 0, ha n — oo, azaz nullsorozat.
2" 3 n
Az 1,4,9,..., n? ... sorozat divergens.
A 0,9; —0,99; 0,999; —0,9999;... sorozat paratlan indexd elemeibdl allo

részsorozat hatarértéke 1, mig a péaros indexii tagokbol all6 részsorozat ha-
tarértéke —1. Az eredeti sorozatnak tehat két kiilonbo6zs stirtisodési helye

(torlodasi pontja) van, tehéat a sorozat divergens.

11 1 1 1
Az a, = {1, 3 3 T (1)”1n,...} = (71)"*15 sorozat valta-
kozo elGjelid (alternalo), illetve |a,| = — — 0, ha n — oo. Az ilyen so-

rozatokat Leibniz-sorozatnak nevezziik. Leibniz-sorozat mindig konvergens:

lim a, = 0.

n—oo

Az a, ={1, -1, 1, —=1,...} = (=1)""! sorozat divergens.

an ={1; 1,1; 1,01; 1,001;...} =1+

o1 tehat lim a, = 1.

1 2 3 —1 1
7) an:{o,2,3,4,...}:”n =1— . tehat lim a, = 1.
1+ (=)™ . . s
8) Az a,=1{0,1,0,1,...} = — sorozat divergens, mert két torlodési
pontja van.
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ami k — 0o esetén divergens sorozatot hataroz meg. Ebbdl kdvetkezik, hogy

lim S,, = oo, azaz divergens.
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1 n
Legyen ¢ = —— (p > 0), ekkor ng" = ———.
gyen ¢ 1+p(p ) A p
Mivel (1+p)™ > 1+np+ (Z)pZ, igy
n n 1
< = — 0, han — o0
(L+p) nn-1) , 1 n—1, 7 ’
1+np+Tp n+P+ 5 P
. n .
tehat lim —— = 0; ezért lim a, = 0.
24) a, = ¥/n =1+ g, ahol ¢, pozitiv tagt sorozat
n n?—n
n(1+qn)">1+nqn+<2)q% 5 2
ezért
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qfl< 2n = — 0, ha n — oo,
n®—n n—1
tehat lim ¢2 =0, igy lim a, = 1.
n—oo n—oo
25) Konvergens-e az a,, = {/a sorozat, ha a > 07
a) Ha a > 1, akkor /a =1+ p,,, ahol p,, > 0. Ekkor
igy
a—1 .
> Pn, vagyis p, — 0, ha n — oo.
n
Tehat lim ¥/a = 1.
1
b) Ha 0 < a <1, akkor p > 1-re a = —. Tehat
p
1 1
Va= /== — 0, ha n — oo.
P /b
n+1
26) a, = i = i = i L2 oo, tehat a,, divergens.
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28) A kovetkez6 két sorozatnal hatarozzuk meg azt a kiiszobindexet, amely-
t6l kezdve a sorozat minden elemének a sorozat hatarértékétsl valo eltérése
kisebb, mint 1074.

a) a, ={0,5; 0,55; 0,555; 0,5555; ...}
A sorozat korlatos (felsd korlat lehet példaul 0,56 vagy 0, 556) és novekvd,

tehat konvergens. Mivel
0,5555 < lim a, < 0,5556;
n—oo

igy az a,-t6l valé eltérés kisebb, mint 0,0001 = 10~%. Tehat N = 4.

55 9 9
b) a/n_{27 §> 17 57}

1
A sorozat n-edik tagja: 2 + (71)”“?. lim a, = 2, igy
n n—oo

azaz n < 9999. Tehat N = 10000.

n
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29) a, = — ahol c tetszéleges valos szam.
n!

Allitds: A sorozat konvergens, és lim a, = 0.
n—oo

Bizonyitds:

c = 0 esetén az allitas nyilvanvalo.
et et e
c<0esetén |—| = — = — — 0, ha n — oo, abban az esetben, ha
n! n! n!
¢ > 0-ra bizonyitott az allités.

c > 0 esetén tegyiik fel, hogy c az m és az m + 1 egész szamok kozott van:
m < ¢ <m+ 1. Ekkor

c" c™ c c cm
0< —=—" o.— < —+-— =0, han— .
n! m! m+1 n m! n
—_——

c

< egynél kisebb sza-
mokkal szorozva <%

Tehat lim a, = 0.
n—oo

30) A konvergencia definicidja alapjan bizonyitsuk be, hogy az alabbi sorozatok
valoban konvergalnak A-hoz; azaz minden € > 0-hoz adjunk meg egy N

kiiszobszamot!
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Megolddsok:
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Tehat pl. € = 107° esetén N = T + 3 = 11000003, azaz a 11 000 004.

tagtol kezdve a sorozat tagjai benne vannak a 2 hatérérték e = 107°
sugari kornyezetében.

1
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c) lim ¢, =0

n—oo
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d) lim d, =V?2
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31) Konvergens-e az az a, sorozat, amelyre minden ¢ > 0-hoz létezik N

kiiszObszam, hogy |an+1 — an| < € teljesiil barmely n > N esetén?

1 1
Megoldds: Nem, ellenpélda lehet a harmonikus sor: a, = 1 + 5 + ... —.
n
1 1
Ugyanis, ekkor |a,41 — a,| = p—— < ¢ fennall, ha — < n, de a sorozat
n €
N

divergens.

32) Vizsgaljuk konvergencia szempontjabol a kovetkezs sorozatokat:

a) an:sinng b) bn:<\/ﬁ+1>n
2nm Vn

Megolddsok:

a) —1 <sin ng <1, igy a rendér-elv miatt a sorozat 0-hoz tart.

b) (‘/ﬁ\/gl)n > 1—|—n%

a sorozat divergens.

=1+ /n a Bernoulli-egyenl6tlenség miatt, igy

33) Vizsgaljuk monotonitas és korlatossag szempontjabol a kovetkezs soroza-
tokat:

&) ay = 2n® + 1 b) by = 10n o e _n!
"nZ-n+1 Y~ n =5
n
_ (=) _\4
d) d"*4<yﬁ+2 ¢ en=—
5
Megolddsok:



a) Monotonitas: a, 1 — a, < 0 alapjan:

2(n+1)2 +1 20 +1 20 +4n+3 2?41

n+12—(Mn+1)+1 n2—-n+1 n24+n+1 2 —n+1

2n? +4n+3)(n?* —n+1)— 22+ 1)(n?+n+1) —2n?+2n+2

(m2+n+1)(n?2—n+1) ond4n241

aminek a szamlaloja n novekedtével negativ, nevez§je pozitiv, igy a tort
negativ. Tehét a sorozat szigorian monoton csékkend.

Korlatossag: A sorozat korlatos, mert konvergens (korlatok lehetnek
példaul 3,5 és 2).

b) Monotonitéas: b,1 — b, < 0 alapjan:

10(n+1)  10n  10(n+1)vn*—1—10nvVn? +2n
\/(n+1)2—1 vnZ -1 VnZ+2n-vn2-1

aminek a nevezdje mindig pozitiv, tehat a szamlaloé donti el az elGjelet:

V2 120+ 1)(n2 = 1) —V/nt + 203 = V/nt + 203 — 2n — 1 —/n? + 2n3

n novekedtével negativ, igy a tort negativ. Tehat a sorozat szigortian
monoton csokkend.

Korlatossag: A sorozat korlatos, mert konvergens (korlatok lehetnek
példaul 12 és 10).

¢) Monotonitas: ¢,+1 — ¢, < 0 alapjan:

(n+1)! ol 2+ 1)!—(n+1)°n  (n+1)(n°—(n+1)*)
(n+1)5 n5 [(n+ 1)n)® N (n2 +n)d '
A szamlalo és a nevezs is pozitiv, igy a sorozat szigorian monoton né-
vekvd.

Korlatossag: A sorozat nem korlatos, ugyanis

n!  (n—1)! - (n—1)(n-2)(n—-3)(n—4)(n—5)

- 4 4

nd n n

n® — 15n* 4+ 85n3 — 225n2 4+ 274n — 120  n® — 15n*
n4 o nt

=n — 15,

tehat felss korlat nincs. Also korlat lehet példaul 1.
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d)

Monotonitas: A sorozat tagjai felvaltva negativak illetve pozitivak,
ezért az d,41 — d, kiilonbség hol negativ, hol negativ. Tehét a soro-
zat nem monoton.

Korlatossag: A sorozat nem korlatos, ugyanis

3n(=1)" 3" 3" 3"
1nt2| 4vmi2  59n o
hiszen 0 < ¢ < 1 esetén lim ng™ = 0.

n—oo

— 00, han — oo,

Monotonitas:

(Z)_ nl_ 5l(n=5)! 5

<n) ~ 4l(n —4)! n! n—4

5

miatt a sorozat n > 5-re szigortian monoton csdkken.
Korlatossag: A sorozat korlatos, mert konvergens (korlatok lehetnek
példaul 5 és —3).

34) Mi a kovetkez8 sorozatok hatéarértéke?

g) gn =

\" 1 n 2m 2\" . . )
b) (= = < < =\3)> igy a renddr-elv miatt a sorozat

c)

3n T 3n o3

n — oo esetén 0-hoz tart.
1

V1< {14+ = <= /n, igy a renddr-elv miatt a sorozat n — oo esetén
n

1-hez tart.



d) V1< V502 —30n+21 < V502 = V/5/ni/n, igy a rendér-elv miatt a

sorozat n — oo esetén 1-hez tart.

e)

on % ﬁ 2n
<3n+23)2” . 1 B . 1 B
3n 4+ 2 B 3n+2 B 3n 4+ 2 -
3 3
1 —2
= 1—m — e “, han — oo.
3
on7 2
f) 2”(1—1)n:2"[(1—1> ”] — 00-e"2, han — oo.
2n 2n ’
2" 41 271711 "
2
g) (1+2n2+1) = 1+72”1+1 — e 0 =1,
2
ha n — oo.
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