Vektoralgebra

Vektorok Osszeadasa, kivonasa, szorzas szammal, koordina-

tak, linearis fiiggetlenség

Feladatok:

1)

6)

7)

8)

A koordinatarendszerben gy helyezziik el az egységkockat, hogy az origo6 az
egyik csucsba essék, a tengelyek pozitiv fele pedig egy-egy kockaélt tartal-

mazzon. Adjuk meg a kockacsiicsok koordinétait.

Egy szabalyos hatszog kozéppontja K(4,1,4), két szomszédos csucsa
A(3,1,5) és B(3,2,4). Adjuk meg a tobbi négy csics koordinatait.

Az ABCD paralelogramma csicsai A(3,—2,5), B(0,1,0), C(—5,2,7). Sza-

mitsuk ki a D csics koordinatait.

Egy paralelogramma kozéppontja K(—3,2,1), két szomszédos csucsa
A(1,-1,3), B(—7,0,0). Adjuk meg a mésik két cstcs koordinatait.

Egy paralelepipedon egyik csicsa az origd, az ebbdl kiindulé élek végpont-
jai A(3,6,—4), B(—4,7,0), C(9,1,—3). Szamitsuk ki a tobbi négy csuics

koordinéatait.

Egy szabalyos 6tszog egyik csticsanak a koordinatai A;(1,0,0), kozéppontja

az origd. Adjuk meg a tobbi cstics koordinatéait.

Dontsiik el, hogy kollinearisak-e a kovetkezd vektorparok:
a) a(-3,4,7) és b(2,51);
b) ¢(12,9,15) és d(8,6,10);

c) e(7,-4,2) e £(0,0,0).

Dontsiik el, hogy az alabbi pontharmasok egy egyenesen vannak-e:

a)  A(-4,5,2),  B(2,0,-3), C(14,-10, —13);
b)  D(0,3,5), E(4,0,7), F(4,-18,-23);
¢)  G(0,0,0), H(14,-6,8),  I(—21,9,—12);
d)  J(1,1,1), K(4,1,7), L(5,—1,-1).



9) Azadott A(4,—1,3), B(5,4, 1) pontokhoz meghatarozandok a C(7,y, z) pont
y, z koordinatai ugy, hogy az A, B, C pontok egy egyenesen legyenek.

10) Mik a P(3,—4,8) pont C(3,7,—2) pontra vonatkozo6 tiikorképének a koor-
dinatai?

11) Az A(7,0,-1), B(-2,4,0), C(-5,4,2), D(4,0,1) pontok egy paralelog-
ramma négy csucsa (mutassuk ezt meg!). A P(1,3,—1) pontot tiikrozziik
az A-ra, a tiikorképet B-re, az igy nyert pontot a C-re, majd végil az igy
kapottat a D-re. Mik a negyedik tiikorkép koordinatai? Altalanositsuk az
eredményiinket.

12) Adjuk meg a v(aq,as,a3) vektornak a koordinatasikokon 1évs vetiileteit.
13) Komplanarisak-e a 3a — 4b, a 4+ 7b, —a + 43b vektorok?

14) Adottak az a(2,—1,1), b(—1,3,0), c(1,0,7) vektorok. Bontsuk fel a

d(9, -9, 10) vektort a, b és ¢ irdnyu Osszetevikre.

15) Adottak az a(—8,7,1), b(0,3,2), c(1,—1,4) vektorok. Bontsuk fel a
d(31,—37,19) vektort a, b és ¢ iranya Osszetevikre.

16) Bontsuk fel a v(13,56) vektort az a(2,7) és b(—3,0) vektorokkal parhuza-

mos Osszetevokre.

17) Dontsiik el, hogy az alabbi vektorharmasok linearisan fiiggetlenek-e:

a)  (—4,2,1), (0,4,3), (—4,6,4);
b)  (0,0,0), (2,-9,7),  (~1,-1,0);
¢ (=9,-9,3),  (1,0,2), (1,1,1);

d)  (=2,3), (4,1), (1,5).

18) Valasszuk ki az alabbi vektorok koziil a fiiggetlen (nem kollinearis) vektor-

parokat:
a(4a_170)a b(37570)a C(_8a270)7 d(_67_1072)v e(0,0,0).
19) Doutsiik el, fiiggetlenek-e az alabbi vektorok:

a(—1,5,19), b(17,1,4), c(-8,—9,-10), d(1,0,0).



Skalaris szorzat
Feladatok:
20. Az egységnyi élhossziisagi kockdban az egy csiicsbol kiindulo két lapatlo

vektora x és y.

a) Szamitsuk ki az xy szorzat értékét.
b) Szamitsuk ki x és y szogét.

21. Az ABC szabélyos haromszog oldalhossza 2. Szamitsuk ki az AB - AC

szorzat értékét.

22. Legyen a és v az egységkocka egy csucsbol kiinduld egyik élvektora és a
testatlo vektora. Szamitsuk ki az av szorzat értékét és az a, v vektorok

sz0gét.

23. Egy szabéalyos tetraéder egy csticsabol indulé egyik élvektora a, ebbdl a
cstcsbol a szemkozti lap silypontjaba mutatoé vektor s. Szamitsuk ki az

as szorzat értékét, ha a tetraéder élhossza 1.

24. Az a, b, ¢ vektorok paronként merdlegesek. Bizonyitsuk be, hogy
(a+b+c)?=a?+b?+c
25. Bizonyitsuk be, hogy a merdéleges a kovetkezs vektorokra:

a) (ac)b — (ab)c;
a(ab)
az '

b) b-

26. Hogyan kell megvélasztani § értékét, hogy b és a4+ Gb merdlegesek legye-

nek egyméasra? (a és b nem kollinearis vektorok.)

27.
a) Harom egységvektor paronként egyenls szdget zar be egymassal, dsszegiik nullvektor. Mekkora ez a

b) Négy egységvektor paronként egyenls szoget zar be, 6sszegiik nullvektor. Mekkora ez a szog?
28. Adottak a(3,—2,5) és b(—1,0,2) vektorok. Szamitsuk ki a kovetkezs szor-

zatok értékét:

ab, (3a — 2b)a, (a—b)?, a’.



29

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

. A szogek kiszamitasa nélkiil dontsiik el, hogy az aldbbi vektorparok

hegyes-, derék- vagy tompaszoget zarnak be egymassal:
a) (-3,2,0), (4,1,5); b) (1,-1,9), (2,1,3);

c¢) (1,1,1), (-10,7,3); d) (5,-3,4), (1,-1,2).

Szamitsuk ki az alabbi vektorok hosszat:

5 30 6
a(8,—14,-8); b(0,3,0); c (317 —37 31),
d(4,-9,10); e(24,-7); £(1,1).
Adjuk meg az alabbi vektorokkal egyiranyu egységvektorok koordinéatait:
a(4,-12,3); b(0,0, —7); c(1,2,-3);
d(-5,0,12); e(12,-5); £(9,9).

Adjuk meg az alabbi vektorok iranyaba mutato egységvektorokat:

V1(733074); v2(0707 76)’ V3(7134778); V4(97 167 73)
Szamitsuk ki a kévetkezs vektorparok szogét:

a) a(7,—1,6), b(2,20,1);

=3

) <(3,6,-2), d(5,4,—20);
c) e(9,1,4), £(4,9,1);

d) g(-1,4,7), h(5,-2,0);
e) m(4,-9), n(2,5).

Adottak a(3,—6,1) és b(12,4, z) vektorok. Hatarozzuk meg z értékét ugy,

hogy a és b merdlegesek legyenek egymasra.

Az ABC haromszog csicsainak a koordinatai A(—3,4,0), B(—9,11,42),
C(1,2,4).

a) Mekkora a haromszog teriilete?
b) Mekkora az A cstcsnéal fekvs szoge?

Bontsuk fel az a(3, —6,9) vektort a b(2, —2,1) vektorral parhuzamos és ra

merdleges Osszetevikre.



37.

38.

39.

40.

41.

Bontsuk fel az ¢(3,6,—2) vektort a d(5,4, —20) vektorral parhuzamos és

ra merdGleges Osszetevikre.

Mekkora a v(—9,1,1) vektornak a a(5, —6,30) irdnyu egyenesen 1évé ve-
tiilete?

Adjunk meg olyan vektort, amely felezi az a(—1,4, 8) és b(—5,4,20) vek-

torok szogét.

Az ABCD téglalap csucsainak koordinatai: — A(2,6,0), B(1,2,3),

C(—-2,8,z). Szamitsuk ki z értékét és a D cstcs koordinatait.

Egy négyzet két csticsanak koordinatai: A(5,4,—3), B(4,6,—1), egy oldala
pedig parhuzamos a v(4, —2, z) vektorral. Szamitsuk ki a négyzet méasik

két csucsanak a koordinatait.

Vektorialis szorzat

Feladatok:

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

Igazoljuk a koévetkez6 azonossagokat:

a) (a+Ab)xb=axb;

b) (a+b)x (Aa+pb)=(u—A)(axDb)

¢) (a+Db)x(a—Db)=2bxa;

d) (a+b+c)x(b+c)=axb+axc.

Szamitsuk ki az a(2, —2,1) és b(2, 3,6) vektorok szogének szinuszat.

Legyenek a, b, c, u tetsz6leges vektorok. Bizonyitsuk be, hogy az a x u,

b x u, ¢ x u vektorok komplanéarisak.

Az a, b, ¢, d vektorokra fennéllnak az a xb =cxdésaxc=bxd

egyenlGségek. Bizonyitsuk be, hogy az a—d és b—c vektorok kollinearisak.

Bizonyitsuk be, hogy a, b, c akkor és csakis akkor helyvektora harom
kollinearis pontnak, haa xb+b xc+cxa=0.

Az a, b, ¢ egy sik hdrom nem kollinearis pontjanak helyvektorai. Bizo-

nyitsuk be, hogy a x b+ b X ¢ + ¢ x a a sik egy normalvektora.

Bizonyitsuk be, hogy az a x b = b X ¢ = ¢ X a egyenlGség egyenértékii az
a+ b+ ¢ = 0 egyenlséggel. (a, b, ¢ kozott nincs két kollinearis.)



49.

50.

ol.

52.

53.

54.

95.

Szamitsuk ki annak a paralelogrammaéanak a teriiletét, amelynek élvektorai
aés b:

a) a(-4,1,2), b(5,2,7);

b) 3(79,079)7 b(772a 75)7

c) a(l,-7), b(-3,2).

Szamitsuk ki az ABC haromszog teriiletét, ha

a)  A(0,0,0), B(-1,4,7)  C(5,2,1);
b)  A(1,0,2), B(4,3,8) C(0,—4, 6);
c)  A(3,6), B(2,-7) C(4,4);

d)  A4,-1,-3), B(3,1,-2) C(1,5,0).

Szamitsuk ki az a(ag, az2), b(by,bs) vektorok altal kifeszitett haromszog

tertletét.

Szamitsuk ki az ABC haromszog B csiicsdhoz tartozd magassag hosszat,
ha a cstcsok koordinatai: A(1,-1,2), B(5,—6,2), C(1,3,-1).

Adjunk meg olyan x vektort, amely meréleges az a(2, —3,1) és b(1,—2,3)

vektorokra, és a c(1,2, —7) vektorral szorozva: c¢x = 10.

Adjuk meg az x és y értékeket ugy, hogy a c(x,y, 16) merdleges legyen az
a(1,5,4) és b(—1,3,1) vektorokra.

Egy kocka egy csticsabol kiinduld két élvektora a és b. Fejezziik ki ezek

segitségével a csiicsbol kiindulé harmadik élvektort.

Tobbtényezds vektorszorzatok; vegyesszorzat,
kifejtési tétel

Feladatok:

56.

57.

Az a, b, c egységvektorok koziil a és b merdlegesek egymasra, ¢ pedig

30°-os szoget zar be sikjukkal. Szamitsuk ki abc értékét.

Mutassuk meg, hogy ha a, b, ¢ egy tégla egy csiicsbol kiindul6 élvektorai,
akkor abc = |a||bl|c|.



58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

Az a, b, ¢ nem komplanéaris vektorok. Komplanarisak-e: 2a+ 3b, 5b —4c,

c—a’?

Mekkora az a(2,3,4), b(2,3,1), c(1, 2, 3) vektorok altal kifeszitett parale-
lepipedon térfogata?

Szamitsuk ki az ABCD tetraéder térfogatat:

a) A(2,-1,1), B(5,5,4), C(3,2,~1), D(4,1,3);
b) A(07050)7 B(727273)ﬂ 0(072771)3 D(47071)

Az ABCD tetraéder térfogata 5 egység. Mik a D csiics koordinatai, ha
D az y tengelyen van, és a masik harom csacs: A(2,1,-1), B(3,0,1),
c(2,-1,3)7

Déntsiik el, hogy komplanérisak-e az alabbi vektorharmasok:

a) (2,3,—1), (1,—1,3), (1,9,—11);
b) (37 *Qal)v (2a]~a2)7 (3a717*2);
C) (2,—1,2), (1,2,—3), (3,—4,7).

Dontsiik el, hogy egy sikban vannak-e az alabbi pontnégyesek:

a) (1727_1)7 (07175)7 (_17211)’ (27173);
b) (1, 2, O), (O7 1, 1), (37 9, —4), (—4, -2, 6).

Valasszuk meg z értékét ugy, hogy az a(4, —1,2), b(1,2,3), c(3,3, z) vek-

torok komplanarisak legyenek.

Mekkora az A(2,3,1), B(4,1,-2), C(6,3,7), D(—5, —4,8) cstucsokkal ren-

delkezd tetraéder D-hez tartozé magassaga?
Bizonyitsuk be a kovetkezd azonossdgokat:

a) (a+ Ab)bc = abc;
) (a+Db)(b+c)(c+a)=2abc;

o

¢) ab(aa+ @b+ yc) = yabc;
d) (a+v)(b+v)(c+v)=abc+ abv+ bcv + cav.

Bizonyitsuk be, hogy

(a x b)? + (ab)? = a’b?.



(Lagrange-féle azonossag)

68. Legyenek a, b, c fiiggetlen vektorok, és legyen d = aa+ fb+~c. Fejezziik
ki az «, (3, v egylitthatokat az a, b, ¢, d vektorok segitségével.

69. Adottak az a(2,—3,1), b(4,2,-1), c(1,0,—3) vektorok. Szamitsuk ki az

(a x b) x ¢ koordinatait.

70. Legyenek a és b merdleges vektorok. Mutassuk meg, hogy (a x b) x a =
a’b.



