Figgvények hatarértéke

1) Bizonyitsa be a hatéarérték definicioja alapjan, hogy

3z+1 1

im =
z—2br+4 2

teljestl!

Megoldas (Heine definicioja alapjan):
Igazolando, hogy a fliggvény értelmezve van a 2 egy kdrnyezetében, tovabba

3x, +1 1
V{z, 2 esetén li = — fennall.
{$ }—> esetéen nLHt}o 52, + 4 5 enna

Jeloljiik f-fel a fiiggvényt! Ekkor Dy = R\ {f%}, azaz a fliggvény a 2 egy

koérnyezetében valéban értelmezve van.

) 3z, +1 3limz,+1 3-2+4+1 7 1
lim = = = =— ==

n—oo  br,+4 Hlimz,+4 5-244 14 2

Megoldas (Cauchy definicioja alapjan):
Igazolando, hogy Ve > 0 esetén 3§ > 0, tgy, hogy 0 < |z — 2| < § esetén f

értelmezve van x-ben, tovabba |f (z) — 5| < e.

f(x)_g _[Berl M| e-2 |
2| |5x+4 2| |2(5z+4)
o Em2
2 (5z +4)

—2e(br+4) <z —-2<2(bz+4)
Innen a két relaciot kettébontjuk. Az elsd relacio:

—10ex — 8 < x — 2

2—8 <z (l+10¢)
2 — 8¢
1+ 10e

<
A maésodik relacio:
x — 2 < 10ex + 8¢

z(1—10e) <8 +2 &< 0,1 esetén

< 8+ 2
T
1—10e

Abréazoljuk a két relacionak eleget tevs 2 értékeket szamegyenesen!
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2-8¢ 2 248¢
14+10e 1—10e

jO lenne J-nak!

1. 4bra. Alkalmas deltdk helyzete a szamegyenesen

2—86_2+208—2+8€ 28¢e

2— = =

1+ 10e 1+ 10e 1+ 10e
2+85_ _2+8€—2+205_ 28¢
1—10e o 1—10e T 1—-10e

A két kifejezés koziil a fels6 a kisebb, ezért ez alkalmas is J-nak.
2) Szamitsuk ki a régi jegyzetben szerepls fiiggvényhatarértékeket!

3) Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények hatarértékeit!
z+1

a) lim ——
) r—=—1 /622 + 3 + 3x
b) lim 3 (\3/:1724—4—%/:1:2—4)

r—00

c) lim il G VA (I _ Z)

=% /2 —2cosx

T
d) li in —
) lim zsin o

Tr—00

Megoldas:

a) A nevezSben 1évé gydkjelet az a® — b*> = (a — b) (a + b) nevezetes azonos-

sag segitségével eliminaljuk, igy a (x + 1) tényezdvel le lehet egyszertisi-

teni:
. (z+1) (V622 +3 - 32) . (z+1) (V622 +3 - 32)
lim = lim =
z——1 622 4+ 3 — 922 x——1 3(1—2a2?)
. V6x2+3-3x 3+3
= lim = =1
a—-1  3(l—ux) 6



b) A szamlaloban 1évs gydkjelet nevezetes azonossag segitségével kikiiszo-

boljiik, majd az z3 tényez6t bevissziik a gyokjelek ala:

ot (Vo +4- Yo7 =1) (Vo +0) + Va? + 407 =1+ (Va2 = 0))

lim
wes (Va?+2)" + Va2 ¥ 4V =4+ (V= 4)°
T3 [(\3/952 + 4)3 — (Va2 = 4)3}

= lim
T (2 + )P + VT =16 + (22 — 1)

8
= GRS _
z—oo /rd + 822 + 16 4+ Va* — 16 + V2% — 822 + 16

8

8
= lim =3
TR S -8 -5 e
c) A valtoz6 transzformaciojaval 0-hoz tarto hatarértékké alakitunk:
sin (z — 7) sin z x

lim = lim
=% \/2 —2cosx =0 \f72cos(z+§)
Addicios Osszefiiggések segitségével tovabb alakitunk gy, hogy ne % alaka

legyen a hatarérték:

% .. sin z . sin z
= lim = lim — =
=0 2—2(cosz~§+sinz-§) 2=0v/2(1 — cos 2 — sin)
2sin§cos§ . cos 22 V2
= lim - =——
2=0 /2 (sin £ — cos %) 2

= lim
=0 /2 (2sin® £ — 2sin Z cos %)

d) A fiiggvényt a tort bovitésével % alaku hatarértékké alakitjuk at:

) T . omsings 7w
lim zsin — = lim ———% = —
6x z—oo 6 6z 6

r—00

4) Hatarozza meg a kovetkezd fiiggvények bal és jobb oldali hatarértékét az

adott helyen!
1
To — 3

B L
)1+3*’4

1
b) ——— ao=1
Ve T



Megoldas:
a) Jobb oldali hatdrérték: Valtozotranszforméacioval 0-hoz tartd hatarértékke
alakitunk x =3 — h (h > 0) helyettesitéssel:
. 1 . 1
lim — = lim —— =
z—3-01 + “V/4 h—01 4+ 4%
Bal oldali hatdrérték: A modszer hasonlo, azonban itt a transzformacios

Osszefiiggés x = 3 + h, ahol A > 0.

1
lim ———— = lim ———— =1
A= FEWE
b) Itt is valtozotranszformaciot végziink:

. 1 .

lim ——— = lim - = +o00
2=1+0 (g — 1) h—0 h
. 1 ) 1
lim —— = lim —— = 40

=150 (g 1) 50 (<)’

5) Vizsgalja meg az alabbi fliggvényeket folytonossag szempontjabol!

z? + 3z — 10
a) a5
x4 —3x + 2
3
b)
2z +1
1
) sin 3x
Megoldas:

a) A szamlalot és a nevezst szorzatta alakitjuk:

2? 432 —10 (2 —2)(z+5)
2-3x+2 (z—2)(x—1)

Ennek a fliggvénynek az értelmezési tartomanya Dy = R\ {1, 2}, ezen a
halmazon folytonos. Egyenként megvizsgaljuk azokat a pontokat, ahol a
fliggvény nem folytonos.

Az xg = 2-ben vett bal és jobb oldali hatarértékek:

(x—=2)(x+5) 7 _
A T o) 1 L @)



azaz 3 lim2 f(z) = 7. Ezért a fiiggvénynek itt hézagpontja van.
xr—
Az xg = 1-ben vett bal és jobb oldali hatarértékek:

. (r —2)(x+5) ~
Y P Yoy S
(x—2)(x+5) ~

A G @1
Itt tehat nem létezik hatarérték, a fiiggvénynek x = 1-ben lényeges szin-
gularitdsa van. Ez rdadasul pdlus, mert mindkét oldali hatarérték abszo-
latértékben oo.
A fiiggvény nem értelmezett, ha z = 0. (Mivel 27 +1 = 0 sosem teljestil,
ezért ez nem szikiti tovabb a Dy-t.) Az értelmezési tartomany tehat
Dy =R\ {0}. Ezen a halmazon a fiiggvény folytonos.
Az x = 0-ban a bal és jobb oldali hatarértékek:

. 3
lim ——— =
z—0+0 2% + 1

z—0-092% 41
Tehat a fliggvénynek x = 0-ban lényeges szingularitasa van.

A fiiggvény nem értelmezett, ha sin 3x = 0. Ez akkor all fenn, ha:

3x = km
km
=— keZ
x 3 €

A fiiggvény értelmezési tartomanya tehat Dy = R\ {%’T |k € Z}. A to-
vabbi vizsgalatot a k 3-mas osztasi maradéka szerint végezziik el.
Ha k =3t,t € Z:

li = 1l =
a;—»%l(ln?)t)-‘,-o f (@) z—»lgtl—i-o sin 3t oo
lm  f(@)= lm —
1m r)= lm = -0
z— I (3t)—0 z—mt—0 sin 3t
Hasonléan a t6bbi esetben:
Im  f@)=  hm =+
1m T)= 1m = T00
@— I (3t+1)+0 z—mt+Z+0 sin 3t
. . 1
lim f(x)= lim - = —00
o T (3t41)—0 z—mt+Z—0 sin 3¢



lim ) = lim : = 400
2T (3t+2)+0 /(@) e—mt+ 2740 Sin 3t
1
lim fx)= lim : = -
o—Z (3t+2)—0 z—mt4 2z —0 sin 3t

Lathato ezek alapjan, hogy minden szakadasi helyen poélusa van a fiigg-

vénynek.

6) Hatarozza meg a kovetkezs fliggvények aszimptotainak egyenletét!
3(z? - 5)

2(2241)

z?—4

xT

2)

b)
Megoldas:
a) Az aszimptota maz + ¢ alaku egyenes, ahol

lim f) c= lim [f(z)—maz],

rx—Foo I r—+oo

m =

illetve olyan fiigg6leges © = xg egyenes, melyre lim f(x) = £oo.
r—Xo

Ebben a példdban D¢ = R, ezért fiiggéleges aszimptota nincs.

lim f(m):O:m
r—too
lim_[f () —ma] = & =

3
Vagyis egy vizszintes aszimptota van, egyenlete y = 3

b) Az értelmezési tartomany Dy = R\ {0}. Belatjuk, hogy « = 0-ban

aszimptotaja van a fliggvénynek:

2
—4
lim = =—00 lim f(z) = 4o0,
z—0+0 x x—0—0

vagyis az x = 0 egyenes valoban aszimptota.
Keressiink nem fiiggéleges aszimptotat!
z2—4

lim I =1=m
r—too I

2 _
lim (I 4—3:):lim —ézO

r—00 x r—oo X

A masik aszimptota tehat az y = x egyenes.



7) Van-e valés megoldasa az x* — 52 + x = 1 egyenletnek?
Megoldas:
Az f(z) = z* — 52% + 2 — 1 fiiggvény folytonos. Konnyen ellendrizhetd,
hogy f(0) = —1 < 0, valamint f (5) = 4 > 0, igy Bolzano tétele szerint
Ja € [-1,5]: f(x) =0, azaz a fenti egyenletnek van valos gyoke.

8) Mivel egyenls az alabbi kifejezés:

. .4 )
sin | arcsin — + arcsin —
5 13
Megoldas:
Addicios tétellel:

. .4 4 arcsi 5
sin | arcsin — + arcsin =
5) 13

. .4 .5 . .5 .4
= sin arcsin — - cos arcsin — - sinarcsin — - cosarcsin — =
) 13 13 )

412 3 48+15 63
5

T 5 13 65 65

k]
13



