Vektorok a térben

Elméleti attekintés

Egy (v1,ve,v3) valés szamokbdl 4116 hdrmast vektornak nevezziink a térben
(R3-ban). Hasznalni fogjuk a v = (vq,ve,v3) jelolést. A wvi,vs,v3-at a T vek-
tor komponenseinek nevezziik. Tekintsik a Vv = (v1,v9,v3), W = (w1, wa, ws3)
vektorokat és \ valds szamot.

Osszeadds: V +w = (v + wy, vg + wa, v3 + w3).

Skaldrral vald szorzds: -V = (Avy, Advg, Avs).

A V vektor hossza: |V| = \/vi + v3 + v3.
A 0 = (0,0,0) vektort nullvektornak nevezziik.

Kollinearitds: a v és w kollinedrisak, ha létezik olyan A # 0 valds szédm,
hogy Vv = A-w. Ha X\ pozitiv akkor azt mondjuk, hogy 1 és V egyiranyuak.

Linedris fiiggd, illetve fliggetlen vektorok. A vi,...v, vektorokat lines-
risan fiigg6é nevezziik, ha léteznek olyan Aq,..., A, nem mind nulla valds
szamok, hogy

A V14 ...+ Ay ¥, =0.

Ellenkezé esetben a Vi, ...,V, vektorokat linedrisan fiiggetlennek nevez-
ziik. A Vv és w vektorok linedrisan fiiggetlenek, ha nem kollinedrisak. Az
U = (uy,ug,us), v = (v1,v2,v3) és W = (wy,ws, ws) vektorok linedrisan
fliggetlenek, ha az

)\1’&1 + )\2’01 + /\3101 =0
)\1’&2 + )\2’()2 + /\3w2 =0
Aus + Asvg + Agwz =0

A-kban harom ismeretlenes egyenletrendszernek csak a A\ = 0, Ay =0 és
A3 = 0 megoldasa van. Haromnal tbb vektor mindig linearisan Osszefiigg.
Megjegyezziik, hogy a nullvektor mindenkivel Osszefiigg. Tehat, ha a
null vektor szerepel a vektorok egy felsoroldsdban, akkor azok a vektorok
linedrisan Osszefiiggnek.

Két vektor skaldrszorzata. Had = (u1, ug, ug) és V.= (v1,ve, v3) két vektor
akkor az ezek skaldrszorzata a

u-v= U1V + UV + u3zvs

szam. Megjegyezziik, hogy |V|?> = V- V. A skaldrszorzat tulajdonsigai:

1. 0-d = 0 minden 4 vektor esetén,

2. U-V =V-d minden 4,V esetén,

3. (U+V)-w=1-w+V-w minden 4, V,w esetén,

4. (Ad)- = A(d - V) minde U, V vektorok és A valds szdm esetén,



5. U -V = |ul]|V| cos(u, V), ahol cos(d, V) az U és V vektorok szoge.

o Merdlegesség. Két nem nulla vektort merdlegesnek nevezziink, ha skalar-
szorzatuk nulla.
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o Vektori szorzat. Az U = (uy,uz,u3) és Vv = (v, v2,v3) vektorok vektori
szorzata a

U X V = (ugv3 — usvz, uzvy — U103, U V2 — UgV1)
vektor. A vektori szorzatnak a kovetkezé tualjdonsigai vannak:

= 0 minde U vektor esetén,

— —

x u
X V = —V x U minden u, vV vektorok esetén,

(U4 V) x w =1 X W+ V x w minden U, vV, w esetén,

(Ad) x ¥ = A(d x V) minden 1, V vektor és \ valés szdm esetén,

ha 1 és V nem nulla vektorok és i x Vv, akkor ez a két vektor kollinedris,

S ok w =

(A + pv) - (d x V) minden 4, vV vektorok és A, u valds szdmok esetén,
tehdt az U x V meréleges az u és v vektorok altal meghatdrozott sikra.

7. |u x V| = |d]|V|sin(d, V) minden nem nulla U és vV vektor esetén

A vektori szorzat geometriai jelentése: U x Vv vektori szorzat merdleges
az U és V vektorokra, hosszit az utolsé tulajdonsdg adja meg, mig az
irdnyitasat a jobbkézszabdly.

o Vegyes szorzat. Az U, v, w vektorok vegyes szorzata az U(V x w) valds
szam melyet (U, vV, w)-vel is jeloliink. A vegyes szorzat tulajdonsigai:

1. Az 4, Vv, w vektorok esetén

(

2. A vegyes szorzat linearis mindharom véaltozéban, azaz

<l

V,W) = (W, 1, V) = (V, W, 1) = — (i, W, V) =....

=11
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(NG + N, ¥, W) = \(d, v, W) + N (T, ¥, W),

—

3. Az 1, V, W nem nulla vektorok esetén (u, Vv, w) = 0 pontosan akkor,
ha az 1, V, w vektorok linedrisan fiiggéek.

A vegyes szorzat geometriai jelentése: a |(U, V, W)| szdm a 1, V, W vektorok,
mint élek altal alkotott paralelepidon térfogata.

e Megjegyzés a linedris fliggbség, fliggetlenséghez. A U, vV, w pontosan akkor
linedrisan fliggbek, ha a (U, v, w) vegyes szorzat nulla. Tovdbbd az U,V
vektorok linedrisan fliggéek pontosan akkor, ha i x v = 0.



Gyakorlatok

1. Tekintsiik az a(—8,7, 1) b(0,3,2) és &(1,—1,4) vektorokat. Bontsa fel a
d(31,—37,19) vektort &, b és € iranyt osszetevSkre. (Keressiik meg azokat a ,
u, v valés szamokat, amelyre d=)a+ pb +vC.)

2. Dontse el, hogy az alabbi vektorhdrmasok linearisan fliggetlenek-e?
a) (—4,2,1), (0,4,3), (—4,6,4);
b) (0,0,0), (2,-9,7), (-1,-1,0);
c) (—9,9,3), (1,0,2), (1,1,1);

3. Szamitsa ki az alabbi vektorok hosszat:
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4. Adja meg az aldbbi vektorokkal egyirdnyu egységvektorok koordindtait:
a(4,-12,3),  b(0,0,-7),  &(1,2,-3),  d(-5,0—,12).

a(8,-14,8),  b(0,3,0), d(4,-9,10).

5. Szamitsa ki a kévetkez6 vektorparok szogét:

a) (7,-1,6), (2,20,2);

b) (3,6,-2), (5,4, —20);
c) (9,1,4), (5,4, —20);

d) (=1,4,7), (5,-2,0);
e) (4,-9), (2,5).

6. Bontsa fel az d(3,—6,9) vektort a 5(2, —2,1) vektorral parhuzamos és ré
meroleges Osszetevokre.

7. Adjon meg olyan vektort, mely felezi az a(—1,4,8) és 5(75,4, 20) vektorok
s7z0Ogét.

8. Legyenek a, B, C és U tetszbleges vektorok. Bizonyitsuk be, hogy az a x u,
b x 1 és € x U vektorok koplandrisak.

9. Szamitsuk ki az ABCD tetraéder térfogatdt:

a) A(2,-1,1), B(5,5,4), C(3,2,1), D(4,1,3);
b) A(0,0,0), B(-2,2,3), C(0,2,-1), D(4,0,1);
¢) A(0,0,0), B(1,0,0, €(0,1,0), D(0,0,1).

10. Dontse el, hogy egy sikban vannak-e az alabbi pontok:
a) (1,2,-1) (0,1,5) (-1,2,1) (2,1,3);
b) (1,2,0) (0,1,1) (3,5,4) (—4,-2,6).

11. Adottak az a(2,-3,1), l_:;(4,2,—1)7 ¢(1,0,—3) vektorok. Szdmitsa ki az
(8 x b) x € koordindt4it.



