Egyenes és sik a térben

Elméleti attekintés

e Az egyenes paraméteres egyenlete:

X =wu A+ xg
Y:u2A+y0 ;
Z:U3/\+ZO

ahol a \ egy val6s paraméter. Az U = (uy, ug,us) az egyenes irdnyvektora
és P(x0,Y0,20) egy pont az egyenesrdl. Az U vektor nem a nullvektor.

Az egyenes egyenlete:

X*.TO _nyo _Z*ZO

U1l U2 u3

A P(x1,y1,21) és a Q(x2,y2, 22) pontokon dtmend egyenes egyenlete:

X—Jfl - Y—yl - Z—Zl

T2 — 1 Y2 — 1 Z2 — 21

A sik egyenlete:

aX +bY +cZ+d=0,

ahol a, b, ¢, d egytitthaték és X,Y, Z ismeretlenek. Az ii = (a,b,c) vektor
a stk normalvektora és a + b + % # 0.

A P(x0,yo0,20) pont tavolsdga a aX + bY + ¢Z + d = 0 siktol:

axg + bygczg + d

va?Z + b2+ c?

A sikok kiilénb6z6 megadésai:

— A V = (v1,v9,v3) irdnyra merdleges és a P(xg, yo, 20) ponton dtmend

sik egyenlete:
vi(z — x0) +v2(y — yo) +v3(z — 20) = 0.

Az U = (uy,ug,u3) és v = (v1,v2,v3) (U és V linedrisan fiiggetlenek)
irdnyokkal pdrhuzamos és a P(xg,yo, z0) ponton dtmend sik egyen-
lete:

’U)l(X — .’Eo) + 'U)Q(Y - yo) -+ wg(Z — Zo) = 0,
ahol W = (wy,we,w3) = U X V.
A P(z1,y1,21), Q(z2, Y2, 22) és R(xs,ys, z3) nem kollinedris pontokon
atmeno6 sik egyenlete:

wi (X — 1) + w2 (Y —y1) +ws(Z — z1) =0,

ahol W = (wy,wz,w3) = (x1 — T2,y1 — Y2, 21 — 22) X (T2 — X3,y2 —
Y3, 21 — 23).



X - Y — Z —
o Az o _ Yo _ “0 egyenes és az aX +bY +cZ+d =0
U1 U us

sikok parhuzamosak, pontosan akkor ha az (u1, ue, us) és (a, b, ¢) vektorok
merOleges egymasra, azaz au, + bus + cuz = 0. Ha a fenti egyenes és sik
nem parhuzamosak, akkor metszik egymast és a metszéspontjuk:

Xo = Ul)\o —+ o
Yo =uao+yo
Zo = ugAo + 20

ahol
_azo + byo +czg +d

auy + bus + cus

Ao =

e Két egyenes parhuzamos pontosan akkor, ha az iranyvektoraik parhuza-
mosak, azaz az irdnyvektorok linearisan fliiggdek. Két egyenes merdleges
egymasra pontosan akkor, ha az irdnyvektoraik merdlegesek egymasra,
azaz az irdnyvektoraik skalarszorzata nulla. Két sik parhuzamos pon-
tosan akkor, ha a normalvektoraik parhuzamosak, illetve két sik meréleges
egymadsra pontosan akkor, ha a normélvektoraik merélegesek egymaésra.

e Tegyiik fel, hogy az aX +0Y +cZ+d=0ésad X +bY +Z+d =0
stkok nem pérhuzamosak és legyen (zo, yo, 20) a

aX +bY +cZ+d=0
dX+bVY +Z2+d =0

egyenletrendszernek egy megolddsa. Ha 1 = (ug,ug,us)-mal jeloljik az
(a,b,c) x (a',V', ") vektori szorzatot, akkor a fenti sikok metszete az

X—.’ﬂQiY—inZ—ZO

U1 U2 us3

egyenes.

Gyakorlatok

1. frjuk fel a P ponton &tmend V irdnyvektoru egyenes egyenletrendszerét:

a) P(-1,3,7), v(—4,2,6),
b) P(0,-1,2), v(1,7,9),

¢) P(9,8,-3),  ¥(6,0,2),

d) P(-11,9,1),  ¥(12,8,—4).

2. Egy egyenes egyenletrendszerérol hogy lehet azonnal leolvasni, hogy az egye-
nes parhuzamos az xOz koordinatasikkal?

3. Dontsiik el, rajta van-e a P(—3,2,5) pont az aldbbi egyeneseken:

x—6 y—20

2) — 1

=2-9,5;



b) x =15 —2t,y = —43 + 5t,z = —22 + 3t.
4. Adjuk meg annak az egyenesnek az egyenletrendszerét, amely
a) dtmegy a Py(3,—1,5) ponton és parhuzamos az Oy tengellyel;

b) dtmegy az origén és a koordinatatengelyek pozitiv irdnydval egyenld szo-
geket zar be;

c) irjuk fel az Oz tengely egyenletét.

5. frjuk fel a kovetkez6 pontparok altal meghatérozott egyenes egyenletrend-
szerét:

a) P(-2,5,6), (7, 1,3);
b)P(7172) ( ) 73);
c) P(0,0,0), Q9,11,-1);
)P( 71’ ) ( -1 0)

6. Adjuk meg a P(—6,4,—5) és Q(10, —5, 2) pontokon dtmend egyenes metszés-
pontjait a koordinatasikokkal.

7. Tiikrozzik az x =4 —2t, y = 5+ 3t, z = 3 —t egyenest a C(2,—1,7) pontra.
Mi a tiikorkép egyenletrendszere?

8. Bizonyitsuk be, hogy az alabbi egyenesek parhuzamosak egy sikkal:
rx—3 y+2 =z xr y—3 z+2 r+8 'y z+9

8 2 4 5 -5 717 3 7 =37
9. Vizsgaljuk meg az aldbbi egyenespédrok kolcsénds helyzetét (parhuzamossag,

metszés, merdlegesség, kitérés):

2 -1

b) =2t y=134+5t, 2= —13—Ttésa=—242t, y=2—1t, z=4+3t;

c)x=t y=—-142t, z2=1+tésax=5+2t, y=—t, 2=3—2t;

y—8 z—-3, yv—9 z-9
d) r—-3=2"2— _4=Z 7 .
) z—3 3 & 5 3
. 9 2 -2 4
10. Irjukfelazw—'_5 :%:zféhésxf?):yT:%metszéegye—

nesek szogfelezOinek az egyenletredndszerét.

2 -1
11. Adjuk meg az m paraméter értékét ugy, hogy a T - Y _Z és

2 -3 4
-3 -1 -7
x _Y 1 z 5 egyenesek merdlegesek legyenek egymaésra.
m
12. Mutassuk meg a metszéspont kiszamitasa nélkiil, hogy az x = 1+, y =

4—t, z=34+2tésx=—-1+2t, y=7—3t, z=4—1t egyenesek metszok.

13. frjuk fel az M(4,—4,16) pontbdl az ¢ = 2+t, y =4+ 4t, z = 4+t
egyenletrendszeri egyenesre allitott merdleges egyenletrendszerét.

14. Az A(1,-2,4), B(5,1,-7), C(3,1,—3) egy héromszdg csticsai. Irjuk fel a
C-n 4tmeno magassagvonal egyenletrendszerét.



-2 1
15. Szdmitsuk ki a P(2,4,—6) pontnak az z e = % = % egyenestol mért

tavolsagat.

, z+1 ,
16. Hatdrozzuk meg a P(—1,2,3) pont 3 = y = z egyenesre vonatkozd
tikorképét.
17. frjuk fel a koordinatasikok egyenleteit.

18. Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely meréleges az #0y koordindta-
sikra és azt az 2o + 3y — 1 = 0 egyenletli egyenesben metszi.

19. Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, mely dtmegy a P(—4,5,2) ponton
és tartalmazza az Oz tengelyt.

20. Irjuk fel annak a sfknak az egyenletét, amely dtmegy a Q(2,3,—5) ponton
és parhuzamos az a(3,1, —1) és b(1, —2,1) vektorokkal.

21. Irjuk fel az A(2,—1,3), B(3,1,2) pontokon dtmend és az 6(3,1, —4) vek-
torral parhuzamos sik egyenletét.

22. Irjuk fel az A(8,5,1), B(—4,34,-5), C(0,1,—1) pontok sikjinak az egyen-
letét.

23. frjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely az Ox, Oy, Oz tengelyeket
rendre a 9, —1, —7 pontokban metszi. Irjuk fel azon egyenesek egyenletét,
amelyekben metszi az igy kapott sik és a koordinata sikokat.

24. Valasszuk ki az alabbi sikparok koziil a parhuzamosokat:
a) 2¢ —3y+52—7=046s 2z — 3y + 52+ 3 = 0;
b) 4z +2y —4z2+5=06s2x+y+2z—1=0;
c) x—32+2=0¢6s 2z —6y—7=0.

25. frjuk fel az M(2,—8,0) ponton atmend a v2x +y — /7 — 33 = 0 sikkal

parhuzamos sik egyenletét.

z—4 y+1 2z+11
32 7

26. Irjuk fel a P(7,3,1) ponton &tmend, az

merdleges sik egyenletét.

egyenesre

27. frjuk fel azoknak az egyeneseknek az egyenleteit, amelyekben a 2x — 17y +
13z — 4 = 0 sik metszi a koordinédta sikokat.

28. frjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely merdleges az x —2y+5z—3 =
-3
z 5 = Yy = 21— egyenessel és dtmegy a P(—3,2,1)

0 sikra, parhuzamos az
ponton.

29. frjuk fel annak a sikban az egyenletét, amely atmegy az origdn és meroleges
a2c—y+32—1=0¢és x+ 2y + z = 0 sikokra. Hatarozzuk meg azokat az
egyeneseket, amelyekben metszi a kapott sik az el6bbi sikokat.



x—1 y+1 =z-7
2 -3 3

egyenesekkel parhuzamos és egyenld tavol van télik.

30. frjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely az
T+5 y—2 z+3

-2 -1
Szamitsuk ki a két egyenes tavolsagat.

és

31. Tikrozzik az 20 —8y+32z—6 = 0 és 22 — 8y + 32+ 14 = 0 sikokat egymaésra
és irjuk fel a tiikorképek egyenletét.

x+1 -2 243
32. Az m paraméter milyen értékére lesz parhuzamos az ; =¥ _ it

egyenes az & — 3y + 6z + 7 = 0 sikkal?

33. Bizonyitsuk be, hogy az x —2y+2—-7=0,22+y—2+2=0ésx— 3y +
2z — 11 = 0 sikoknak egy ko6z0s pontja van. Szamitsuk ki ennek a pontnak a
koordinatait.

34. Adjunk meg egy olyan egyenest, amely az x — 8y + 4z — 9 = 0 siktol 4
egységnyire, a 4x + 20y — 5z — 42 = 0 siktodl pedig 3 egységnyire van.



