Implicit fiiggvények derivalasa

Tekintsiik az f(x,y) = 0 implicit fliggvényt. Ki akarjuk szdmitani az y = szerinti
derivéltjat (jelolés: y' vagy %), illetve az x y szerinti derivéltjat (jelolés: =’ vagy
Z—Z). Ezt a kovetkezo Osszefliggések teszik lehetové:
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1. Szémitsuk ki az 23 + y® — 3zy = 0 implicit fiiggvény esetén az z'-t, illetve
y'-t.

Elész0r azonositjuk a fenti jel6lés szerinti f(x,y) fliggvényt. Ebben az eset-
ben f(z,y) = 2% + y® — 3xy. Ezutdn kiszdmoljuk a—i(xw) és g—g(ac,y) parcialis
derivaltakat:
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2. Szamitsuk ki az y* = x¥ implicit fliggvény esetén az x’-t és y/-t.
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Paraméteresen adott fiiggvények derivalasa

Tekintsiik az x = e sint, y = e cost paraméteresen adott gorbét. Az x ¢ szerinti
derivaltjat i-tal jeloljiik és

S Psint + e cost
r = — =e¢€ Sl € COSst.
dt

Az y t szerinti derivaltjat g-tal jeloljik és a kovetkezOképpen szamithatjuk ki:
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Az z-nek az y szerinti derivaltjat a kovetkezéképpen szamithatjuk ki:
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Tovabbé az y-nak az x szerinti derivaljat az alabbi médon szamithatjuk ki:
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A kovetkezd példankban legyen x =t —sint, y = 1 —cost egy paraméteresen
adott gorbét. Ekkor
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Ezekbél kiszdmithatjuk 2/, illetve v’ a kovetkez8képpen:
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Paraméteresen adott fiiggvények derivalasa

3. Hatdrozzuk meg az y = x3 — 12z fiiggvény helyi szélséértékeit.

Az i = 0 egyenletbd]l megkapjuk azokat a pontokat, ahol az y = 2% — 12z
fliggvény felveheti a szélsoértékeit.

y = 32% — 12,

A 322 — 12 = 0 egyenlet megolddsai = —2 és © = 2. Ahhoz, hogy meg-
tudjuk mondani, hogy ezekben a pontokban a fliggvénynek helyi minimuma
vagy maximuma van-e szilkkséglink van a masodrendii derivaltra is: y” = 6.
Az y7(—2) = —12 < 0 ezért az ¢ = —2 pontban az y fliggvénynek helyi max-
imuma van. Mivel y”(2) = 12 > 0 ezért az x = 2 pontban az y fliggvénynek
helyi minimuma van.

4. Hatdrozzuk meg az f(x) =z + % fliggvény helyi szélsdértékeit.

Az el6bbi feladat megoldédsa soran hasznélt gondolatmenetet kévetjik.

1
Kiszamitjuk: f'(z) =1—- —.

x
Az1— ?12 = (0 egyenletbdl megkapjuk a lehetséges szélséérték pontokat: z = —1
ésx=1. 5
Kiszdmitjuk: f”(z) = —.

T

Mivel f7(—1) = —2 < 0 ezért az x = —1 pontban az f fiiggvénynek helyi min-
imuma van. Tovébba az f”(1) = 2 > 0 ezért az x = 1 pontban a fliggvénynek
helyi minimuma van.



Szoveges széls6érték feladatok

5. Hatdrozzuk meg az a sugaru korbe irt legnagyobb teriiletii téglalap tertiletét.

Feltehetjiik, hogy a téglalap csicsai a korén vannak. Jeloljiik a téglalap két
oldaldnak hosszat z-szel, illetve y-nal. Ekkor a téglalap teriilete T = z - y.
Vegyiik észre, hogy 0 < x < 2a és ugyanez fenndll y-ra is.

Az x és y kozott van egy Osszefiiggés. Ha a téglalapban behuzzuk az egyik
atlét akkor egy derékszogli haromszoget kapunk, melynek a csiucsai a koéron
vannak. Ezért a haromszog atfogdja a kor atmérdje egyben. A Pitagorasz tétel
alapjan frhatjuk, hogy

22 4+ = (2a)2. (1)

Ebbél kifejezhetjiik az y-t:
y= /2P — 2. (2)

Tulajdonképpen az (1) Gsszefiiggésbdl kifejezhetiik volna y-t a kovetkez6képpen
is: y = —/(2a)? — 22, de mivel y egy hosszat jelol ezért nem lehet negativ. Igy
a feladatunk szempontjabdl ez utébbi kifejezése az y-nak nem értelmes, helyes.

Tehét T = z -y = zv/4a? — 22, a teriilet mér csak z fliggvénye. A T(x) =
xvV4a? — x? fiiggvénynek fel meghatérozzuk a maximumdt a [0, 2a] intervallu-

mon.
x 4a? — 222

Vida? — 22 - Va2 — 22

A T'(z) = 0 egyenletb[l kapjuk, hogy = +v/2a. Mivel = a téglalap egy
oldaldnak hosszét jeloli ezért pozitiv mennyiség, azaz x = v/2a az értelmes
megoldas szamunkra.

A T(z) fuggvény a [0,2a] intervallum végpontjaiban is felveheti a maxi-
mumét ezért a T(0), T(v/2a) és T(2a) mennyiségeket Ossze kell hasonlitsuk,
hogy melyik a legnagyobb koziiliik. A legnagyobb fogja megadni a maximalis
teriiletet. Mivel T(0) = T(2a) = 0 és T(v/2a) = 2a® ezért a maximalis
teriilet 2a2-tel egyenld. Megjegyezziik, hogy a maximélis teriilet{i téglalap tula-
jdonképpen egy négyzet.

T'(z) = Vda? — 22+




Fuggvényvizsgalat

Tekintsiik az f(z) = 2® — 622 + 11z — 6 polinomfiiggvényt. Vizsgdljuk meg a
kovetkez6 kérdéseket.

e Hol metszi az f figgvény az x, illetve az y tengelyt?

e Hol veszi fel az f fliggvény a helyi széls6értékeit, illetve milyen interval-
lumokon névekvo vagy csokkend?

e Milyen intervallumon konvex vagy konkav a fiiggvény?

Vegyiik sorra a kérdéseket. Probdlgatassal megkapjuk, hogy © = 1 gyoke az
2% — 622 + 11z — 6 polinomnak. Ha az kiemeliink x — 1-et az 2% — 622 4+ 11z — 6-
bél akkor kapjuk, hogy f(x) = (x —1)(2? — 5z + 6). Tehat az f fiiggvény masik
két zérus helye az 22 — 52 + 6 = 0 egyenlet gyokei: x = 2 és x = 3. Tehat az f
fiiggvény az © = 1, X = 2, X = 3 pontokban fogja metszi az x tengelyt. Az f
az y tengelyt az y = f(0) = —6 pontban metszi.

Az f fiiggvény helyi szélséértékeit az f/(x) = 0 egyenlet gyokei kozott kell
keressiik.

fl(z) =32 — 12z + 11

Az 32% — 12z + 11 = 0 egyenlet gydkei: = = 923 és o = 43 Ahhog,

hogy megmondjuk, hogy ezek helyi mimnimumok vagy maximumok ki szamitjuk
17 (x)-et:
17 (x) = 6z — 12.

Mivel f”(%) = 23 < 0 ezért x = 6*3‘/5 pont az f fliggvénynek helyi
maximuma. Tovabb4a mivel f”(%) =2v3 > 0 ezért az x = %—‘/g pont helyi
minimum pont.

Mivel az f' a (—oo, 6_3‘/5) és a (6+—3‘/§,+oo) intervallumon pozitiv ezért
ezeken az intervallumokon az f ndvekvs. Az ( 6’3—‘/5, 6+T‘/§)

/! negativ ezért ezen az intervallumon az f csokkend.

Megvizsgaljuk, hogy hol lesz pozitiv, illetve negativ az f”-t. Konnyen kap-
juk, hogy csak az x = 2 pontban lesz nulla az f”(z) és a (—o0,2) intervallumon
negativ az f”(z), illetve az (2, +00) intervallumon pozitiv az f”(x). Tehat az f
az (—00,2) intervallumon konkdv és a (2, +00) intervallumon konvex az f.

intervallumon az



