A3 — Minta ZH
Differencial-egyenletek

1. feladat: Oldja meg az alabbi kezdeti érték problémat!
y' =9 + 14y =0 y(0)=4y'(0)=-2

Megoldas: Az egyenlethez tartozé karakterisztikus polinom p(\) = A2—9\+14,
és a karakterisztikus egyenlet

AN —OA+14=0
Ennek gyokei A\; =2 és Ay = 7. Ez alapjan az alapmegoldasok:

2z Tx

yi(x) =e ya(z) =€
Az altalanos megoldés pedig ezek linedris kombindcidja:

y(a) = c16”” + cpe’™
A két paraméter a kezdeti feltételek segitségével hatdrozhaté meg:

y(0)=ci+ca=4  y(0)=2c; + Ty = 2

Kovetkezmény:
C1 = 6 Cy = -2

amibdl a megoldés:
y(r) = 6> — 27"

2. feladat: Adja meg az alabbi differencial-egyenlet altalanos megoldédsat!

2y cot (x?)

sin (x2) T G (z2)

dy=0

Megoldas: A differenciél-egyenlet M (x,y)dx + N(z,y)dy = 0 alaki, ahol:
OM ON _ 2xcot(x?)
By dr sin (x2)

tehét 1étezik f(z,y) differencidlhaté fiiggvény, melyre:

of _,, o _

= N
ox dy

Ekkor az altalanos megoldas alakja:

f(z,y) = konst.



Ilyen alkalmas f(x,y) az aldbbi:

_ Y
flay) = sin (z2)

Tehat az altaldnos megoldésra:

Y
sin (z2)

=C = yzC-sin(m2)
3. feladat: Oldja meg az aldbbi kezdeti érték problémat!
(@ =1y +ay' +y=0 y0)=1 y'(0)=-1
Megoldas: Ez a differencidl-egyenlet megoldhaté az zy = 0, nem szinguldris

pont koriili sorfejtéssel (nem szinguldris, mert 22 — 1 = —1 # 0). A megoldast
a kovetkezo alakban keressiik:

oo
= E anx”
n=0

ahol a kezdeti értékek alapjan ag =1 és a; = —1! A derivéltak sorfejtése:
o0
y'(z) = Z na,x"
n=0

n=0
Ez alapjan a tagok:
oo oo
(x? = 1)y Z n(n —Dayz™ — Z n(n —1Da,az™ 2 =
n=0 n=0

= Z n(n — Dayz" Z(n +2)(n+ Dapsoz™ =

n=0

= —2ay — 6azx + Z (n(n—1)a, — (n+2)(n+ Dapt2)x

oo oo
= E napr" = E nanpx"
n=0 n=1

Ezek alapjdn a megfelel6 = hatvanyokhoz tartozo tagok szerint rendezve:

0 = (—2az + ag) + (—6as + a1 + a1)z+

—|—Z (n—=1)an — (n+2)(n+ Dant2 +na, + an) x

= (—2a2 + ap) + (—6az + a1 + a1)z + Z (n* = Day — (n+2)(n+ 1)an2) @
n=2



Ez alapjan
1
—2a2+a0:0 = a2:§

1
—6as +a1 +a1 =0 = a3:—§
2 1 2
(n*—1)a,—(n+2)(n+1)an12 = 0 = ap4o = (n+ 2)(n1+ )an ot lan(n > 2)
n? — n—

Ez alapjan rekurzivan minden egyiitthaté szamolhato.

4. feladat: Adja meg a kovetkez6 integral aszimptotikus alakjat, a A szerinti
masodik el nem tiiné tagig!

Megoldas: Az integrandus a kovetkez6 alakra hozhaté:

t—% 1 e~
142
Ebbél az alakbol kovetkezik, hogy a Watson-lemma hasznalhaté, o = —% és
f@) = ﬁ megfeleltetéssel, mivel f valds analitikus a nulldban! f els6 két el

nem tiné derivaltja, a nulladik és a masodik:

floy=1  f'(0)=2

Ez alapjan a Watson-lemmaban talalhaté aszimptotikus sorfejtés n = 0-hoz és
n = 2-hoz tartozo tagja lesznek nem eltiinéek:

/‘X‘taf(t)e_ktdt:f(O)F(a—i—O—i—l) f”(O)F(a+2+1)+O( 1 )

0 Ol )\(x+0+1 21 Aa+2+1 Aa+3+1

Behelyettesitve a megfelel6é értékeket, és kihasznélva, hogy F(%) = /7 és

r(F) - ivE 3

Ty 1 31

— dt ~ — + -—

/0 %_'_te ﬁ(}\é +4)\%

(Megjegyzés: a hibatag élesithetd, mivel a negyedik derivalt lesz djra nem
eltiinG, tehdt a hiba O (%) ) ( L )!)

1
—gtatt A2

5. feladat: Oldja meg az alabbi kezdeti-érték problémét Laplace-transzformacié
segitségével!
Yy’ — 5y +6y=3x+2

y(0) =0 y'(0) =1

Megoldas: Laplace-transzformaljuk mindkét oldalt és legyen y transzformaéltja
Y! A bal oldal:

(22 (2) = 2y(0) = /' (0)) = 5 (2Y (2) = y(0)) + 6Y (2) =

= (22 =52+6)Y(2) -1



A jobb oldal:

3 2
22z
Ezutan az egyenlet Y-ra rendezve:
1 3 2
Yz)=—— [ =+ =41
(=) ;22—5,2r—i—6<,z2+zJr >

Az inverz-Laplace-transzformécidhoz ezt parcidlis tortekre kell bontanunk. En-

nek eredménye:
5 1 2 1 3

“1i-2 -3 =2tL

Vissza-transzformalds utan a megoldaés:

Y(2)

5 1 3
y(z) = Eezx — 2e% + 2%+



