Matematika A3 képletgylijtemény—Vektoranalizis

1. Vektoranalizis

1.1. A Kronecer-féle szimbolum és a Levi-Civita tenzor
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A Kronecker-féle §-szimbdlum:

Az Levi-Civita-féle e-szimbélum (vagy teljesen antiszimmetrikus egységtenzor):

1 ha (ijk) = (123), (312), (231)
€jx =4 —1 ha (ijk) = (132), (213), (321)
0  egyébként (barmely két index megegyezik).

Kifejtési tétel:
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1.2. Differencidloperatorok Descartes-koordinatakban 3 dimenziéban

A tovébbiakban «, B tetszoleges valds szamokat, f, g tetszdleges skalarmezdket és u, v tetszoleges
vektormezdket fog jelslni R3-6n.
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(Megjegyzés: a rotaci6é a derivalttenzor antiszimmetrikus része, a divergencia a derivalttenzor
nyoma.)

Laplace-operator:
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Egy fiiggvény harmonikus R*-6n, ha Af = 0.

1.2.1. Nevezetes azonossagok

e Linearitas:
grad(a- f+B-g) =a-grad f +B-grad g
rot(@-u+p-v)=a-rotu+p-roty

divie-u+p-v)=a-divu+p-divy
e Leibniz tipusu szabdlyok skalarmezokkel vald szorzas esetén:
grad(f-g) =g-grad f + f-grad g

rot(f -v) =grad f Xv+ f-roty
div(f -v) =(grad f', v} + f -divy

e Leibniz tipusu szabdlyok vektormezok skalaris-, illetve vektoridlis szorzatai esetén:
grad({u, v)) = Du(v) + Dv(u) + u X rot v+ v X rot u

rot(u X v) = Du(v) — Dyv(w) + (divy) - u — (divu) - v

div(u X v) = (rot u, v) —(u, rot v)

e Eltlinési azonossagok:
rot(grad f) =0

div(rot v) =0



1.3. Integralas

Tovébbiakban v egy vektormezo, y egy gorbe, melynek y(f) egy koordindtazasa, S egy feliilet,
melynek p(u,v) egy koordindtdzésa, végiil f egy skaldrmez6 és V egy tartomany R>-on.

1.3.1. Vonalintegral
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Newton-Leibniz-formula:

f (grad f, dy) = f(y(11) — f(y(10))
Y

Egy vektormezo skaldarpotencidlos, ha egy skalarmezé gradienseként &ll eld, azaz v = grad f.

Kovetkezény: Skalarpotencidlos vektormezo zart gorbére vett integréalja nulla:

96\(gradf , dz) =0
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1.3.2. Feliileti integral (fluxus)
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Stokes-tétel:

Egy vektormez6 vektorpotencidlos, ha egy vetkormezo rotacidjaként 4ll elo, azaz v = rot u.

Kovetkezény: Vektorpotencidlos vektormezd zart feliiletre vett integralja nulla: v vektor-
mezore:
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1.3.3. Térfogati integral

ij fdv = J]j f(r,s,t)-det D(r, s, t)drdsdt
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ahol det D(r, s,t) a Jacobi-determindns.

{f @w.as) = [[] (divy)av

ov=S§ Vv

Gauss-tétel:



Kovetkezmény: Minden V zart tértartomanyra, és v vektormezdore

#(div v)dV =0
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1.4. Green formulai

Legyenek ¢,y skalarmezok a V tértartomanyon!

Green els6 formulaja:

[[J @-ap+(@rady, gradgpdv = (f - gradg, ds)
4 av=s
Green masodik formulaja:
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