Matematika A3 minta-zarthelyi — Vektoranalizis

1. feladat: Legyen f skaldrmezd és v vektormezd R*-6n! Mutassa meg, hogy

div(f-v)=(grad f, vy + f - div(v)

Megoldas: Descartes-koordinatakban tetszoleges

ux(x,y,2)
u(x,y,2) = | uy(x,y,2)
u(x,,2)
vektormez6 esetén a divergencia
ou, Ouy, Ou
divu=—+—+—
VET ox oy 0z

Legyen most u = f - v, amibol:

. _0(frvy)  O(frve)  O(fve)
le(f -\_}) = e + o + 5
_of of of v, Ovy, v, B
= 3 vx+8y vy+(9Z v, + f (6x+8y+6z =

(grad f, v)+ f-divy

2. feladat: Legyen
2sint

y(t) = [ 2cost } t€[0,2n]
t

Mennyi y hossza?
Megoldas: A hossz-képlet:
11
L(y) = f Iy @llde
0]
Itt tp = 0 és 1, = 2n. A gorbe érintovektora

-2sint
1

y(0) =

2cost }



Ez alapjan

Iyl = \/(2 cos?)? + (2cost)’ + 12 = \/4 (0052 f + sin® t) +1=15

Ebbél ,
L(y):f V5dr = 22 V5
1o

3. feladat: Tekintsiik a kovetkez6 feliilet-paraméterezéseket:

pwv)=| =z, (u,v) € R* = {(0,0))

P2z, ) = | zsing (z,¢) € Ry x [0, 2m)

Bizonyitsa be, hogy p; és p, ugyanazokat a feliileteket paraméterezik! Van-e szingularis pontja
ennek a feliiletnek? Ha igen, melyik?

Megoldas: Elég megmutatni, hogy minden p;(u,v) ponthoz létezik pontosan egy (z,¢) hogy
p1(u,v) = pa(z,¢)! Legyen most (u,v) € R? —{(0,0)} tetszbleges, ekkor legyen

1
Vu? + v?

és ¢ az az egyértelmiien 1étezo [0, 27)-beli szam melyre

=

u . v
e — sing = ———
Vu? +2 Vu? +42

Ekkor pi(u,v) = pa(z, ¢) teljesiil, tehat emely pont el6all p;(u, v) alakban, az el6all p,(z, ¢) alakban
is. Visszafele pedig legyen

CosSp =

cos ¢ sin ¢
u= V=
< <

Ekkor ujra pi(u,v) = p2(z,¢). A két paraméterezés ugyanazt a feliiletet adja.

A feliilet felithaté F(x,y,z) = x*> + y*> — 22 = 0 alakban, ha kikotjiik, hogy z > 0. Egy pont
szingularis, ha

grad F =0
abban a pontban. Most
2x
grad F =| 2y
-2z

Ez a nullvektor pontosan akkor, ha x = y = z = 0, de z = 0 nem lehet, tehat nincs szingularis
pont (ez egy kip, aminek a csticsa lenne szingularis pont, de azt épp kihagytuk.)



4. feladat Legyen S az
ey -Z=1
egyenletl forgas-hiperboloidnak a z = +1 egyenletii sikok kozé esé darabja!l Mennyi a

x2

vxy.2)=|y
Z4

vektormez6 integralja S hatarara?

Megoldas: Mivel egy feliilet hatarara integralunk, egy mindenhol értelmezett, tetszolegesen
sokszor differencidlhaté vektormezot, ezért hasznalhato a Stokes-tétel:

D (v, dy) = ljkrotz, ds)

v rotacidja:

Ovs o, o0t 8y

t = R —— —_— — = — = O
(ro 2)1 €12 0x> e ox; 0Oy 0z
ovy av;  0x* oyt

t = _ —_— — — — = 0
(ro Z)Z 62318x3 e 0x; 0z  0x
Ovy o, 8y 0

t = R —— —_— — = — = O
(ro 2)3 63120)61 " 6321(9)62 ox 0Oy

igy a kérdéses integral

ﬁ@ﬂwag@ﬂw:o

5. feladat: Legyen S egy R > r sugarakkal jellemzett térusz! Mennyi a

X
vx,y,2) =1y
Z

vektormez6 integralja S-re?

Megoldas: Az S zart feliilet, és v mindenhol értelmezett, tetszolegesen sokszor differencialhaté
vektormezo, emiatt hasznalhato a Gauss-tétel:

@(y, ds) = ff divyvdV
S intS=V
ahol int § = V a torusz belseje. v divergencidja:
0 0
v Oy O
ox oy 0z

divy = =1+1+1=3

Ezt behelyettesitve
ﬁ(! ,dS) = fjj 3dV = 3Visruszr, = 3 - 21m°Rr? = 61°Rr?
s v

ahol Visrusze, = 20°Rr* az R és r sugarakkal jellemzett t6rusz térfogata.



