1. Mondjuk ki és bizonyitsuk a Feuerbach-kor tételét. (10p)

2. Az ABCD szabalyos tetraéder CD élének felezépontja H(10, 11, 9), AB éle pedig illeszkedik az
e: 7(12 —x) =8(11 +y) = 8(13 + z) egyenesre. Hatarozzuk meg a test csticsainak koordinatait. (12p)

Megoldas: e iranyvektora Ve = (8, —7,—7), egy pontja pedig P(12,-11, -13). Az e-re merdleges
H-n athaladé o: 8Xx — 7y — 72 + 60 =0 sik az egyenesta G(-4, 3, 1) pontban, az AB él
felez6pontjaban metszi. |GH| = 18 egyben a tetraéder szemkozti éleinek tavolsaga, ami az élhossz
\2/2-szbrose. Igy az élek hosszanak fele 9V2, ezt kell felmérni a cstiicsok meghatarozasahoz az G és
H pontoktol az AB él e egyenesére és a CD él f egyenesére. Mivel |Ve| = 9V2 éppen teljesiil,
kozvetleniil adodnak az A(4, -4, —6) és B(-12, 10, 8) csucsok a g+ Ve helyvektorokkal. Az f
egyenes merdleges e-re és merdleges a GH normal-transzverzalisukra is, igy az irdnyvektora

V|| Ve x GH || (0, 1-1). A v;=(0, 9, —9) valasztassal |v{ =92 is fennall, amib6la C(10, 20, 0)
¢sa D(10, 2, 8) csucsok is adédnak a h + v; helyvektorokkal.

3. Egy gomb alaku, R =5000 km sugara bolygo felszinén az A telepiilés koordinatai E.sz. 30°,
Ny.h. 20°, a B telepiilésé pedig D.sz. 45°, K.h. 40°.

a) Hatarozzuk meg, hogy B-b6l milyen iranyban kell elindulni, hogy légvonalban A-ba, érjiink.
Hatarozzuk meg az utvonal hosszat és az egyenlitével k6zos Dy pontjanak a hosszlisagi
koordinatajat. (7p)

b) Az egyenlitdn egy — R-hez képest elhanyagolhato szélességii — kelet feldl nyugati iranyba (,,igen
gyorsan”) aramloé folyo6 talalhato, amelyen atkelve Rn/6 tavolsagba sodorja el a viz a csonakot. A
bolygo felszinén B-bdl A-ba tartva, a D; pontban kezdjiik meg az atkelést a folyo déli partjarol és a
D, pontban érjiik el az északi partot (D1D, = Rn/6). Hatdrozzuk meg D1 hosszuséagi koordinatajat
ugy, hogy a BD1, D1Dy, D,A fokorivekre a (hosszuk 0sszegével kapcsolatban allo)

cos (BD1 / R) + cos (D1D, / R) + cos (D,A / R) 6sszeg maximalis legyen. (7p)

Megoldas: a) Jelolje S az északi sarkot. Akkor az ABS gombharomszog szokasos jeloléseivel az
a=135° b=60° 6=60°az s=AB ivre pedig:

coss=cosacoshb+sinasinbcosc=-0,047 367 172; s=1,618 181 230 =92°42' 54";
s* =Rs=8091 km.

cosa=cosbcoss+sinbsinscosa; cosa=-0,790035910; o=2,481 663 898 =142°11'20",
ebbdl az iranybol érkeziink A-ba.

cosb=cosacoss+sinasinscosB; cosp=0,660480968;, B=0,849 337 175=48°39'48";
az indulas irdnya 360° —  =311° 20" 12".

Jelolje rendre D, ill. E az utvonalnak, ill. A hosszlisagi korének az egyenlitével kozos pontjat. Ekkor
az AED (E-nél) derékszogli haromszogben AD = by =90° —b =30°, ap= 180°—a=37°48'40".
Keressiik az ap = DE oldal hosszat és a D-nél 1évd szoget.

cos & = —cos 0g cos 90° + sin ag sin 90° cos by = sin ag cos by = 0,530 926 026;
0=1,011103 373 =57° 55'55", ez a D-nél 1évo szbg az Gitvonal €s az egyenlitd hajlasszoge.

coS 0g = —c0s 0 cos 90° + sin & sin 90°cos ag; COS ag = cos o / sin 6 = 0,932 285 781;
ap = 0,370 114 925 =21° 12'22". D hossztsagi koordinatdja tehat keleti: ag—20°=1° 12'22".



4. Tekintsiik az egységsugaru gdombon azt az egyenld szaru derékszogli haromszoget, amelynek
befogoi egységnyiek. a) Hatarozzuk meg az atfogo és a derékszogi csticshoz tartozo sulyvonal
hosszat. (Teljesiil-e Thalész tétele?) (8p) b) A haromszog teriiletének hanyszorosa a koriilirt kor
teriilete. (6p)

Megoldas: a) A befogok hossza a = 1, az atfogon 16vé szogek nagysagat pedig jeldlje a. Igy az
atfogo € hosszara

oS C = cos 1-cos 1 —sin 1-sin 1-cos 90° = cos? 1 = 0,291 926 582,
amibdl ¢ =1,274 555 782 és c¢/2 =0,637 277 891.
Misrészt
cos1=cos1cosc+sin 1 sinc cos a,
ebbdl cosa=(cos 1 —coslcosc)/(sinlsinc)=(1/2)sin2/sinc=0,475 354 822,
igy a=1,075429 038 =61°37'3".

A kérdezett s sulyvonal egyenese két egybevagd derékszogl haromszogre bontja az eredeti
haromszoget, amelyeknek atfogdi éppen az eredeti befogok lesznek, az ezekre illeszkedd szogek
pedig a és 45°.

cos s = cos 1 cos (c/2) + sin 1 sin (¢/2) cos a = 0,672 253 237,
ebbdl s=0,833 548 136, ami nagyobb c/2-nél, igy Thalész tétele nem igaz.

b) A kapott stilyvonal egyben az eredeti haromszog atfogdjanak oldalfelez6 merdlegese, igy a
kortlirt kor O kozéppontjat ebbdl metszi ki az egyik befogd felezd merdlegese, amelynek
talppontjat jelolje M. Ekkor COM is egy derékszogii haromszog, amelynek R = CO atfogdja éppen
az eredeti haromszog korilirt korének sugara, mig a CM befogd hossza 1/2 (C az eredeti haromszog
derékszogi csticsa). Az atfogon 1évo egyik szog 45°, a masikat pedig jeldlje o.

cos @ =— cos 45° cos 90° + sin 45° sin 90° cos (1/2) = 0,620 544 581,
igy ¢ =0,901 359 348 =51° 38'39".

cos 90° = — cos 45° cos @ + sin 45° sin @ cos R,

amibdl cos R =1/ (tg45°tg ¢)=0,791338 173, és R=0,657 801 641.

To=2n(1-cosR)=1,311 060 928, To=90°+ 20 —7=0,580 061 748, igy a kor teriilete
To/ Ta =2,260 209 247-szerese a haromszogének.



