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ÁÁttekintttekintééss

�� KKéétvtvááltozltozóós fs füüggvggvéények nyek áábrbráázolzoláásasa
�� Kis Kis MapleMaple íízelzelííttıı
�� ParciParciáális derivlis derivááltak ltak éés geometriai s geometriai 

jelentjelentééssüükk
�� A gradiens vektorA gradiens vektor



A kA kéétvtvááltozltozóós fs füüggvggvéények nyek 

áábrbráázolzoláásasa

�� -- EgyvEgyvááltozltozóós fs füüggvggvéényeket nyeket --> g> göörbrbéével vel 
áábrbráázoljukzoljuk

�� -- KKéétvtvááltozltozóós fs füüggvggvéényeket nyeket --> fel> felüülettel lettel 
áábrbráázoljuk. E felzoljuk. E felüületet a letet a z=f(x,yz=f(x,y) ) 
egyenlettel jellemezzegyenlettel jellemezzüük.k.

�� Az Az áábrbráákat kat MapleMaple--elel kköönnyen nnyen 
elkelkéészszííthetjthetjüük. k. 

�� LLáássunk nssunk nééhháány pny pééldldáát!t!



Legyen Legyen z=x*x+y*yz=x*x+y*y

AZ AZ ÁÁBRBRÁÁZOLZOLÁÁS LS LÉÉPPÉÉSEI:SEI:

� Az ábrázolás elsı lépéseként 
megvizsgáljuk a koordinátasíkokkal való
metszeteket. Ez alapján szemléltetjük a 
függvényt.

� Metsszük a felületet a zy síkkal. (x=0) -> 
metszetgörbe: z=y*y (parabola) 

� Hasonlóan: zx síkkal való metszet: z=x*x, 
szintén parabola



� Az xy síkkal párhuzamos sík legyen z=r*r
� Ezzel a síkkal történı metszés alapján egy 

r sugarú kör a metszésvonal

� Összegezve : 2 parabolát és egy r sugarú
kört kaptunk eredményként

� A felületet: z=x*x (v. z=y*y) parabola 
tengely körüli forgatásával kapjuk

� Ez egy paraboloid. Lássuk!



1).A. 1).A. F(x,yF(x,y) ) == x*x+y*yx*x+y*y
xx == --2..2,2..2, yy == --2..22..2



AzAz eellıızzıı ffüüggvggvéénynytt egy leszegy leszőőkkíített tett 

tartomtartomáányon nyon áábrbráázolvazolva

Tartomány: 

x = -2..2,

y = -2..2

Maple-ben a 
következı

parancsot is 
hozzávettük:

view=[-1..2,-
2..2,0..4]



A felületet úgy 
képzeljük el, 
mintha a 
z=x*x
parabolán 
„végigcsúszna”
a z=-y*y
parabola

->nyeregfelület

2)F(x,y)=x*x-
y*y



�� LLáássunk mssunk méég ng nééhháány pny pééldldáát!t!



3). 3). F(x,yF(x,y) ) = x*(x^2 + y^2)/(x= x*(x^2 + y^2)/(x--y);y);

Tartomány:

X=-5..5

y=-5..5

Szakadási
helyek: x=y



„„SzedjSzedjüük szk széétt”” a fa füüggvggvéénytnyt

Tartomány:

x = -5..5, 
y = -5.001..x-0.001



TartomTartomáány:ny:
x = x = --5..5, 5..5, 

y =x+0.001..y =x+0.001..
..4.999,..4.999,



Tartomány:

x = -5..5, 
y = -5.001..
..x-0.001,

illetve

x = -5..5, 
y=+0.001..

..4.999



3). 3). F(x,yF(x,y) ) = = sin(xsin(x) + ) + sin(ysin(y) ) 
x = x = --1.5*Pi..1.5*Pi, y = 1.5*Pi..1.5*Pi, y = --1.5*Pi..1.5*Pi1.5*Pi..1.5*Pi



4). 4). F(x,yF(x,y) ) == sqrt(2*x^2+y^2)sqrt(2*x^2+y^2)
x = x = --15..15, y = 15..15, y = --15..1515..15



Hogyan rajzoljuk ki ezeket a Hogyan rajzoljuk ki ezeket a 

ffüüggvggvéényeket?nyeket? -- Kis Kis MapleMaple íízelzelííttıı

�� HasznHasznááljuk a ljuk a MapleMaple plot3d() plot3d() 
ffüüggvggvéénynyéétt

�� A fA füüggvggvéény argumentumai: opciny argumentumai: opcióókk
�� Az opciAz opcióók lehetnek: tartomk lehetnek: tartomáány, ny, 

fféényernyerıısssséég, tengelyek, orientg, tengelyek, orientáácicióó
stb.stb.

�� LehetLehetıısséég van az g van az áábra utbra utóólagos lagos 
forgatforgatáássáárara



Egy pEgy péélda..lda..
� > z3:=  y * ln (x*x); definiáljuk a függvényt
� > plot3d ( z3, <- ezt rajzold ki
� x = -1.5*Pi..1.5*Pi, Tartomány
� y = -1.5*Pi..1.5*Pi, 
� axes = normal, Tengelyek
� lightmodel='light1', Árnyékolás + fény + szín
� shading=xyz, 
� color= Yellow, 
� title=`y*ln(x*x)`); Cím

� Mit csinál a Maple az x=0 pontokban?
• X=0 pontban az Ln(x*x) végtelenné válik, ezért, hogy ne 

kapjunk nagyon ellapult felületet, z-re korlátozzuk a 
kirajzolást

• View=-15..15 parancsot használunk



ÉÉs kirajzolva..s kirajzolva..



�� BBııvebben a plot3d() opcivebben a plot3d() opcióóiriróól:l:

Frank Frank GarvanGarvan: The : The MapleMaple BookBook
HeckHeck: Bevezet: Bevezetéés a s a MapleMaple

hasznhasznáálatlatáábaba



A A parciparciáálislis derivderivááltlt

�� Kis ismKis isméétltléés:s:
parciparciáálislis derivderivááltltnaknak nevezznevezzüükk a a ttööbbvbbvááltltóóss ffüüggvggvéényeknyek
olyanolyan derivderivááltjltjáátt, , amikoramikor a a ffüüggvggvéénytnyt egyikegyik vvááltozltozóójjáánaknak
ffüüggvggvéényeknyekééntnt fogjukfogjuk felfel, , eszerinteszerint derivderiváálunklunk, , mikmiköözbenzben a a 
ttööbbibbi vvááltozltozóótt áállandllandóónak nak tekintjtekintjüükk..

�� ElsElsıırendrendőő parciparciáális derivlis deriváált lt a a kk-dik változó szerint

-- az az f(x,y,zf(x,y,z) f) füüggvggvéény esetny esetéén rn röögzgzíítstsüünk knk kéét vt vááltozltozóót, pl. az elst, pl. az elsııt t éés a s a 
harmadikat harmadikat 

-- egyvegyvááltozltozóós fs füüggvggvéényt mnyt máár tudunk derivr tudunk deriváálni egy pontban lni egy pontban --> ez az > ez az 
eredeti feredeti füüggvggvéénynyneknek aa 22--dik vdik vááltozltozóó szerinti elsszerinti elsıı parciparciáális derivlis derivááltjaltja

� Eredmény: többváltozós, skalár értékő függvény.



PPééldalda
�� SzSzáámmíítsuk ki: tsuk ki: 

f(x,yf(x,y)= )= x^2*yx^2*y--2*z/(x^2+y^2)2*z/(x^2+y^2) ffüüggvggvéény y ny y 
szerinti elsszerinti elsıı parciparciáális derivlis derivááltjltjáát!t!

EredmEredméény:ny:
x^2x^2+ 4+ 4zzyy/(x^2+y^2)/(x^2+y^2)^2^2

EllenEllenıırzrzéés s MapleMaple--benben::

�� diff(x^2*ydiff(x^2*y--2*z/(x^2+y^2),y);2*z/(x^2+y^2),y); paranccsal paranccsal 
�� Helyesen dolgoztunkHelyesen dolgoztunk ☺☺ ! ! 



ParciParciáális derivlis derivááltak geometriai ltak geometriai 
jelentjelentéésese

�� Geometriai jelentGeometriai jelentééss: : éérintrintıık irk iráánytangense nytangense 
�� EgyEgy z = z = f(x,yf(x,y)) kkéétvtvááltozltozóóss ffüüggvggvéényny parciparciáálislis

derivderivááltjaltja egyegy adottadott ((AA, , BB) ) pontbanpontban -->> aaz z x,yx,y
vvááltozltozóókhozkhoz tartoztartozóó parciparciáálislis ffüüggvggvéényeknyek
derivderivááltjailtjai

�� A A ffüüggvggvéénygrafikonbnygrafikonbóóll ezez geometriailaggeometriailag úúgygy
szszáármaztathatrmaztathatóó, , hogyhogy azaz x = x = A,A, illetveilletve azaz y = y = BB
egyenletegyenletőő ssííkokkalkokkal elmetselmetssszzüükk a a ffüüggvggvéényny ááltalltal
meghatmeghatáározottrozott felfelüületetletet,, ééss a a keletkezettkeletkezett
ggöörbrbééknekknek, mint , mint egyvegyvááltozltozóóss ffüüggvggvéényekneknyeknek
meghatmeghatáározzukrozzuk a a derivderivááltjaitltjait a a keresettkeresett pontbanpontban. . 

�� NNéézzzzüük az k az áábrbráákat:kat:



� Geometriai jelentés

� Adott z = x*x*y*y függvény
� Az y szerinti elsı parciális deriváltat 

keressük a (-1,M) pontban
� Megoldás menete:
� meghatározzuk a függvény és az x = -1 

sík metszetét
� Parciális derivált: a sík által „kivágott”

görbe érintıjének meredeksége a (-1,y) 
pontokban, ennek az értékét számítjuk az 
y=M helyen.



z = x*x*y*y

függvény és az
x = -1 sík
metszete

y szerinti 
parciális 
deriváltról van itt 
szó –> a sík által 
„kivágott” görbe 
érintıjének 
meredeksége a
(-1,y) pontokban



A z = x*x*y*y
függvény és
az y = 1 sík
metszete

x szerinti 
parciális 
deriváltról van itt 
szó –> a sík 
által „kivágott”
görbe
érintıjének 
meredeksége 
az (x,1) 
pontokban



Magasabb rendMagasabb rendőő derivderivááltakltak

�� MapleMaple programmal kprogrammal köönnyen nnyen 
elvelvéégezhetgezhetıı DiffDiff() () –– ffüüggvggvéény ny 
alkalmazalkalmazáássáával val 

�� AA szszáámolmoláássbanban az elsaz elsıırendrendőő parciparciáális lis 
derivderivááltnltnáál megismert technikl megismert technikáát t 
alkalmazzukalkalmazzuk



FFüüggvggvéény gradiense ny gradiense –– grad(fgrad(f))

�� IsmIsméétltléés:s:

GRADIENS: GRADIENS: ttööbbvbbvááltozltozóóss ffüüggvggvéényny elselsıı--

rendrendőő teljesteljes derivderivááltjaltja egyegy pontbanpontban, ami, ami egyegy

vektortvektort definidefiniááll. Ez. Ez a  a  ffüüggvggvéényny gradiensgradiense e azaz

adottadott pontbanpontban..

-- Gradiens vektort Gradiens vektort MapleMaple--elel kköönnyen nnyen 
szszáámolunk a molunk a GradGrad() paranccsal.() paranccsal.



ÍÍgy szgy száámoljuk a moljuk a gradiensvektortgradiensvektort

Megjegyzések:

- Az F(x,y) függvény gradiens 
vektora mindig vizszintes.

- Az iránya és a hossza is 
változik x és y értékétıl 
függıen

Nézzünk egy egyszerő példát!

Tekintsük a paraboloid egyenletét:  z=x*x+y*y

Számítsuk ki a gradiensvektorát!



� Számítsuk ki az f (x,y) = x^2 + y^2
függvény gradiensvektorát. 

� >  with(linalg):

� > f := (x,y) -> x^2 + y^2;

� >  grad(f(x,y),vector([x,y]));

� Amit kapunk: [2x, 2y] (vagyis a 
függvény x-szerinti, y-szerinti
parciális deriváltjai)

Egy egyszerő példa...



MapleMaple--benben::

-A paraboloid
egy, az eddig 

bemutatottaktól 
eltérı

ábrázolása:

A z= állandó
síkokkal számolt 
szintvonalaknak 
az xy síkra való
vetületét  látjuk -> 
térképkészítéshez 
hasonló
szemléltetésmód



ParaboloidParaboloid gradiensteregradienstere

Mint látjuk, a 
gradiens-
vektorok a 
szintvonalak 
normálisai



u=6*x^4-x*y*z

Az x,y,z=-3..3
tartomány
bizonyos
pontjaiból
kiindulva a 
Maple 
segítségével 
megrajzoltuk a 
pontokhoz
tartozó
gradiensvektort



FeladatFeladat

�� Oldjuk meg:Oldjuk meg:
z=x*x+y*yz=x*x+y*y, , 
z=1z=1

MegoldMegoldáás: s: 
szintvonal. szintvonal. 



�� TTööbbvbbvááltozltozóós fs füüggvggvéényekrnyekrııl:l:

-- BolyaiBolyai--kköönyvek : nyvek : 
•• Fekete Fekete ZoltZoltáánn--ZalayZalay MiklMiklóós: s: 

TTööbbvbbvááltozltozóós fs füüggvggvéények analnyek analíízisezise
-- GGááspspáárr CsabaCsaba : : LineLineáárisris algebra algebra ééss

ttööbbvbbvááltozltozóóss ffüüggvggvéényeknyek
-- KisKis IstvIstváánnnnéé: : TTööbbvbbvááltozltozóóss ffüüggvggvéényeknyek
-- CsCsáászszáárr ÁÁkosnkosnéé: : ValValóóss ttööbbvbbvááltozltozóóss

ffüüggvggvéényeknyek differencidifferenciáálszlszáámmííttáásasa
-- CsCsáászszáárr ÁÁkosnkosnéé: : ValValóóss ttööbbvbbvááltozltozóóss

ffüüggvggvéényeknyek integrintegráálszlszáámmííttáásasa


