1. Hazi feladat — Vektoranalizis

Matematika A3
2014. februar 18.

. Bizonyitsa be, hogy a vektoridlis szorzat teljesiti a Jacobi-azonossédgot, azaz

ax(bxc)+bx(cxa)+cx(axb)=0

. Bizonyitsa be az aldbbi azonossdgokat (f : R* — R, u,v : R® — R?):

(a) div(fu) = grad(f) - u+ fdiv(u)
(b) rot(fu) = grad(f) x u+ frot(v)
(c) div(u x v) =rot(u) - v—u-rot(v)

. Tekintsiik a sikon az
r(t) = f(t) cos(t)i+ f(t)sin(t)j

paraméteres egyenletli spiralt (csigavonal). Mekkora a gorbe 0 < ¢t < 27 szakaszénak (azaz
egy korulforduldsnak) ivhossza, ha

(a) f(t) =t (arkhimédeszi spiral)
(b) f(t) = o' valamilyen rogzitett o > 0 értékkel (logaritmikus spirél)

. Mennyi az

r(t) = 2sin(t)i + 2 cos(t)j + (t; —1In t) k

térgorbe 1 <t < /e paraméterértékeknek megfelel részének ivhossza?

. Legyen a z = 0 sik a Fold felszine. Az origébdl vg = i + k kezd6sebességgel elhajitunk egy

testet, igy annak palyaja
r(t) = vol + %ﬂ

ahol g = —9,81k. Mekkora utat tesz meg a test a foldetérésig?

. Tekintsiik a sikon az z* — 22y + y* — 2y +x = 1 egyenletii (zart) gorbét. Mi az érintéegyenes
egyenlete az (g, yo) = (1,1) pontban?

. Irja fel az
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egyenletii ellipszoid (1,1, 1) pontjaban az érint6sik egyenletét.
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. Adja meg azr: R — R3

r(t)=(t—1)%— (#*+3t+2)j+e'k

térgorbe érintéjének (paraméteres) egyenletét a to = 0 paraméterti pontban.

. Hatdrozza meg az r : R? — R3

r(u,v) = (4 + cos(u)) cos(v)i+ (4 + cos(u)) sin(v)i + sin(u)k
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Legyen u : R? — R3 az aldbbi vektormezd:

toruszfeliilet (ug, vg) = ( paraméterti pontjaban az érintésik egyenletét.

u(z,y,z) = ayi+ (y — 2°)j + (22 — yao)k
Hatarozza meg az u integraljat
(a) az origb kozéppontt, z-y sikban felvé egységkorvonalon a z tengely pozitiv fele feldl
nézve pozitiv koriiljarasi iranyban
(b) ezen korvonal y > 0 félkérén az el6bbivel megegyezé irdnyban.

Integralja az u : R® — R3
u(z,y, z) = yi+xj+ 22k

vektormezét az r : R — R3

r(t) = (2t+1 - 1) i+ j +sin (ﬂ) =Dk

t
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térgorbe mentén a t = 0 és ¢ = 1 paraméterértékeknek megfelel6 pontok kozott.

Hatdrozza meg az u : R?* — R?
u(z,y, 2) = (22 + 22y — 2)i — y?*j — 222k

vektormez6 integraljat az origd kozépponti R = 2 sugaru goémb feliiletére kifelé mutatod
irdnyitas mellett.

Szamitsuk ki az E : R? — R3
xi+yj+ zk

Bloy,2) = (Vo 7+ 2)

vektormez6 integraljat

(a) az (5,0,0) kozépponti 1 sugari gémbfeliileten kifelé mutaté iranyitas mellett

(b) az origd kézépponti 1 sugart gombfeliileten kifelé mutaté irdnyitas mellett
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Egy R sugari kor keresztmetszetli csoben viz folyik. Ha a cs6 tengelyét valasztjuk z tengely-
nek, akkor a viz dramldsi sebességét az (x,vy, z) pontban a v : R® — R3

1
V(l‘7 Y, 2) = _704(R2 - ‘7“2 - y2)k
Ap
vektor-vektor fiiggvény értéke adja meg (m/s egységben) a csovon belil, mig az (x,y, z)
pontbeli nyomés értékét a p : R® — R

p(r,y,2) = az
vektor-skalar fiiggvény adja meg (Pa egységben).

(a) Ellenérizziik, hogy v kielégiti az dsszenyomhatatlan folyadékra vonatkozé kontinuitési
egyenletet, azaz div(v) =0

(b) Ellenérizziik, hogy a v = (v,, vy, v,) sebesség és a p nyomas kielégiti a o sliriségii Ossze-
nyomhatatlan folyadék stacionarius aramlasara vonatkozo Navier-Stokes-egyenletet, azaz

0]
ov - gradv, = 9 + ulv,
Ox
Jp
ov - gradv, = “oy + plv,
0
ov-gradv, = 9P + v,
0z

(c) Hany m? viz dramlik a4t a z = 0 sikon 1s alatt?

Az [0,1]* = [0,1] x [0, 1] x [0, 1] egységkockat kitolté homogén, izotrép testben a hémérséklet
aT:R?—=R
T(z,y,z) = 250 + 10sin(rx) sin(my) sinh(v/272)

skalarmezdvel irhato le.

(a) Ellenérizziik, hogy a megadott fliggvény a hévezetési egyenlet stacionarius megoldésa,
azaz AT = 0.
(b) Milyen irdnyt a héaramlas az (%, i, %) pontban, azaz milyen iranyu itt grad 17

Mekkora a felszine az r : R? — R3
r(u,v) = ui+ vj + uvk

feliilet u? + v? < 1 paramétertartomanynak megfeleld darabjanak?

Hatarozza meg az origd kozépponti, m tomegl, igen vékony gémbhéj alaki, homogén test
tehetetlenségi nyomatékat a z tengelyre nézve, ha a sugara R, vagyis az

fx,y,2) (a® +y7)

om
4 R2

figgvény felszini integraljat a (0,0, 0) kézépponti R sugari gémb felszinén.
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Bizonyitsa be, hogy tetszéleges f : R — R kétszer differencidlhaté fiiggvényt és k € R3
vektort valasztva w = c|k| esetén az

u(r,t) = f(k-r —wt)
figgvény (id6tol fiiggd vektormezs) kielégiti a hullimegyenletet, azaz

2
% =2 Au

ot?
ahol a A Laplace-operétor az r = (z,y, z) térkoordinatak szerinti parcidlis derivaltakbol a
szokasos modon épiul fel.

Legyen f : Ry — R tetsz6leges differencidlhaté fuggvény és jelolje o az (x,y,z) pont z
tengelyt6l mért tavolsagat, azaz o = v/x? + y?. Bizonyitsa be, hogy

grad f(o) = "Zf/(@)i + Zf’(@)j

minden olyan pontban, ahol p # 0.
A [0,1]® = [0,1] x [0,1] x [0,1] egységkockdt inhomogén anyag tolti ki, melynek siirlisége a
0:R* =R
o(z,y,2) =1+ +2y+ 3z
fiiggvény szerint alakul.
(a) Mekkora a kocka tomege, vagyis a o térfogati integralja a kockan?

(b) Mik a kocka tomegkdzéppontjanak koordinatai, vagyis az xo(x, y, 2), yo(z,y, z) és zo(x, y, 2)
fliggvények térfogati integréaljai a kockan elosztva a tomeggel?



