3. hazi feladat

1.feladat. Jeldlje az ABCD tetraéder D csiucsédbol az A, B, C csacsokhoz
mutaté élvektorokat rendre a, b, c.

Ekkor az ABD oldalhoz tartozo kifelé iranyitott teriiletvektor pontosan
:I:%. Feltehetjiik, hogy ez a vektor épp %.
Ha az ellentettje lenne, akkor azzal a befelé mutato teriletvektorok dGsszegérdl
bizonyitom be, hogy nullvektor, ami ekvivalens a feladat dllitdsdval.

Ha ABD kifelé mutatoé teriiletvektora %, akkor a tObbi mar egyértelmii:

Az BCD-hez tartozd BX€, az AC'D-hez tartozo X2, az ABC-hez tartozé pedig

2 2
%. Ezen négy vektor Osszege pedig valéban nullvektor tetszéleges a,

b, ¢ vektorok esetén.

Analog allitas igaz tetszéleges poliéderre is:
Tetszdleges poliéder lapjaihoz tartozéd kifelé iranyitott teriiletvektorok Osszege
nullvektor.

Biz:
Vegyiink egy tetszéleges konvex poliédert, majd minden lapjat haromszogeljiik
tovabbi élek berajzolasaval a lapokon.
Ezutan vegyiink fel egy tetszleges P bels6 pontjat a poliédernek, és kossiik
Ossze ezt a P pontot a poliéderiink 6sszes csicsaval.

Ezzel az eljarassal tetraéderekre daraboltuk a poliéderiinket, melyek egyméas-
sal csak teljes lapfeliiletekkel érintkezhetnek. Vegyiik észre, hogy a keletkezett
tetraéderek lapjaihoz tartozo kifelé iranyitott teriiletvektorok Osszege megegye-
zik az eredeti poliéder lapjaihoz tartozo kifelé iranyitott teriiletvektorok Gssze-
gével.

Mivel tetraéderekre mar belattuk az allitast, igy ezzel a daraboléassal kész
van a bizonyités tetszéleges konvex poliéderre is.

Nem konvex poliédereket kénnyen fel lehet darabolni konvex poliéderekre
gy, hogy a darabok csak teljes lapfeliiletekkel érintkezhetnek, ami alapjén az
allitas igaz marad akkor is, ha a poliéder nem konvex.

2.feladat. Legyen X,Y tetszGleges pontok e egyenesen, melyek tavolsaga a.
AXY B tortvonal hosszat jelolje d.

B pontot toljuk el e egyenessel parhuzamosan a tavolsaggal m irdnyba,
ahol By, és Ay pontok az eredeti A, B pontok merdéleges vetiiletei e-re.
Ha ez a két vetiilet egybeesne, akkor szimmetria miatt mindegy melyik iranydt
vdlasztjuk az egyenesnek.
Ekkor YB = XD. Tehat d = AX + XY +YB = AX +a+ XD.

Tehat d akkor lesz minimaélis, ha az AX D tortvonal hossza minimaélis, ami
nyilvan akkor teljesiil, ha ez a harom cstcs egy egyenesre esik.
Mivel D szerkeszthetd, ezért X adodik, mint AD szakasz és e egyenes metszés-
pontja. ﬁsmeretében Y-t megkapjuk, ha felmériink a tavolsagot e egyenesen
X-bdl Ay By irdnyba.



3.feladat. 1. megoldas

Helyezziik el az ABC haromszoget a komplex szamsikon ugy, hogy A csics
legyen az origéban, tovabba tegyiik fel, hogy ABC' az 6ramutaté jaraséval meg-
egyezd (negativ) koriiljarasa a haromszognek.
Ezt nyilvan feltehetem, hiszem az egész dbrdt tikrézve nem vdltozik a feladat
dllitasanak helyessége.

F jelolje AB oldal felez6pontjat. Ekkor az 6sszes megadott pont szamithato
B és C' cstcsokat paraméternek tekintve: felhaszndljuk, hogy a komplex szamsi-
kon i-vel valo szorzds egy 90 fokos forgatdsnak felel meg
Q=-iC,P=C-iC,R=B+i(C—-B),S=C+i(C - B), F:%B
FC=C-F=C-1B
PS=5—P=C+i(C—B)—C+iC=i2C - B)
Tehat ﬁ = 2iﬁ. Ezzel belattuk, hogy PS kétszer akkor, mint a C-hez tar-
tozo sulyvonal. S6t még azt is belattuk, hogy merdleges is ra.
Hasonl6an egyszertien adédik a masik allitas is:
BP=P-B=C-B-iC
AS=S5=C+i(C - B)
Tehat AS = iﬁ, ami igazolja az allitast, hogy ez a két szakasz egyenls nagy-
sagu, és merdleges egymaésra.

2.megoldas

Legyen AB szakasz felezéspontja F' és C tiikorképét F-re vonatkozolag je-
16lje Cy. C'PQ haromszog egybevagd ACC, haromszoggel hiszen két megfelels
oldaluk (AC = CP, CS = AC; = CB) egyenls, valamint a koézbezart szogiik
a merdleges szaru szogek tétele miatt szintés megegyezik. Tehét egybevagok,
amibdl kovetkezik a tétel, hiszen CCy = 2AF = PS.

A feladat mésik allitdsa hasonldéan kiévetkezik, hiszen C' AS és C' PB harom-
szogek egybevagok, mert egymasbol egy C' koriili 90 fokos forgatassal keletkez-
nek.

4.feladat. 1.megoldas Tiikr6z6m az egész ABC haromszoget AC, AB majd
BC egyenesekre. Az kapott haromszoget jelolje A’B'C”.
Az abrara csak az utolso tiikrozést rajzoltam le, mert a tobbit nem hasznaljuk
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Mivel ABC hegyesszogi haromszog volt, ezért a magassagpontja éppen a talp-




ponti haromszogének (AgBoCy) beirt korének kozéppontja. Tehat az eredeti
magassagvonalak szogfelez6k a talpponti haromszégben. Mivel a talpponti ha-
romszog szogfelezGje merdleges a tiikrozés tengelyére, ezért a 2 oldalegyenese
egymasba megy at a tiikrozés soran. Ebbol azonnal kovetkezik (ahogy az a raj-
zon is lathato), hogy By, Ao, B3, As mind egy egyenesen vannak.

Jelolje ezt az egyenest e. (Ezzel a feladat b része készen van.)

M éppen AgByCy beirt korének kozéppontja, M3 pedig A3 B3Cs beirt koré-
nek kodzéppontja.
Vegyiik észre, hogy mivel AqgByCy és A3B3C5 haromszogek hasonloak, és ha-
sonlo oldaluk illeszkedik az e egyenesre (Ao By és A3Bs), ezért M és M3 egyenld
tavolsagra vannak e egyenestél, annak két kiilonb6z8 partjan. Ebbd6l a ténybsl
pedig méar azonnal kovetkezik, hogy M M; szakasz felezGpontja illeszkedik e
egyenesre, ami éppen a feladat a részének allitasa volt.

2.megoldas

Az ACAB, BC egyenesekre vonatkozd tiikrozések egyméasutanja egy csisz-
tatva tiikkrozés amelynek tengelye éppe az AgBy egyenes. Ebbdl mar a feladat
allitasai kovetkeznek.

5.feladat. Tegyiik fel, hogy ABC egy pozitiv kérbejarasa a haromszognek.
Ekkor A csucsot By koriil elforgatva 90 fokkal, majd az eredményt (ami C) el-
forgatva A; koriil 60 fokkal az eredmény B csucs lesz.

Egy 60 és egy 90 fokos forgatés kompozicioja felirhaté egyetlen 150 fokos forga-
tasként egy egyértelmtien meghatarozhaté P pont koriil.

Ezt a P pontot kdnnyen kiszerkeszthetjiik, hiszen az A; B; P haromszogbsl
két csics helye adott, tovabbé ismerjiik ezen két csiicsnél 1év6 szogeket: Bi-nél
1é6v6 szog 45 fokos, A1-nél 1éve szog 30 fokos.

Ezen P koriili 150 fokos forgatas A csticsot B csiucsba viszi at, tehat ABP
haromszog egyenlszari, és 150 fokos csicsszogi haromszog.

Innen mar A és B csucsok kiszerkeszthet6k, hiszen AC, P és BCy P harom-
szogeknek ismert mér 2 csicsa, és az 6sszes szoge: Cp-nél 15 fok, P-nél 105 fok,
A-nal és B-nél 1év6 szogek pedig 60 fokosak. 60, 105, 15 szerkeszthetd szdgek

A és B csuicsok ismeretében C' cstics szerkesztése mér trividlis. Példaul A
cstcsot elforgatom B koriil 90 fokkal.

Megjegyzés: Ha tekintjiil a Cfgoo ) A?OO o B}QOO transzforméciot, akkor ha
megszerkeszthet a haromszog, akkor A ennek fixpontja. Ezzel a modszerrel is
megkaphatjuk a hdromszog cstcsait.

A feladat megoldasahoz hozzéatartozik a diszkusszio is.



